Cviceni 12 — Plisobeni grupy na mnoziné
6. ledna 2026

Priklad 1. Uvazujme graf Cs, jehoz vrcholy obarvujeme 3 barvami, ¢ervenou, zelenou, modrou. Kolik rtznych
obarveni existuje az na automorfismus?

Priklad 2. Méjme graf Ky 3 a jeho vrcholy obarvujeme 2 barvami. Kolik riznych obarveni existuje az na
automorfismus?

Priklad 3. Uvazujme graf Cy, jehoz vrcholy mtzeme obarvit jednou z n barev. Kolik existuje obarveni az na
automorfismus?

Priklad 4. Pro kazdé n urcete, kolika zptsoby lze obarvit stény ¢tyfsténu n barvami az na rotace.

Piiklad 5 (Cauchyho véta). Dokazte nasledujici vétu: méjme koneénou grupu G takovou, ze prvoéislo p déli fad G.
Ukazte, ze existuje prvek a € G Fddu p.

1) Uvazujte X = {(a1,...a,) € GPlag -ag - - - a, = 1} a urcete | X|.
2) Vymyslete, jak ptsobi Z, na X.

3) Najdéte orbitu velikosti 1.

4) Pouzijte vétu o velikosti orbity a indexu stabilizatoru.

Priklad 6. Necht pro konecnou grupu G plati, ze iad kazdého prvku je nejvyse 2. Ukazte, Ze existuje k € N takové,
ze |G| = 2*.

Pfiklad 7. M&jme grupu S, kterd ptisobi na mnoziné [n]? tak, Ze o(a,b) = (o(a),c(b)). Urétete pocet orbit a
jejich velikost. Pro prvky (1,1) a (1,2) urcete, jak vypadaji jejich stabilizatory a jaky maji index.

P¥iklad 8. Uvazujme akci grupy (R, +) na rovinu R? tak, ze pro vsechna t € R:
) a s a+t
Y \b b o)
a cost sint a
b) (b) ~ <— sint cost) ' (b)

UkazZte, ze je akce grupy dobre definovana a pro (a

b) € R? popiste orbitu a stabilizdtor.

Ptiklad 9. Konjugaci mtizeme interpretovat jako piisobeni grupy na sebe sama, kde prvek g ptisobi jako g(z) = grg—!.
Pro grupu Sy vypiste orbity a pro kazdou orbitu urcete stabilizator néjakého jejtho prvku.

Ptiklad 10. Uvazte grupu G fadu p¥, kde p prvoéislo a k € N. Ukazte, Ze existuje prvek a € G rizny od jednotky,
ktery komutuje se vSemi ostatnimi prvky.

Priklad 11. Bud X mnozina a G grupa na ni ptsobici. Pak ukazte, ze | X"/ ~| = ﬁ > gea | Xgl™

Priklad 12. Urcete, kolik existuje orbit na Rubikové kostce pri pusobeni grupy Rb. Na zdkladé toho urcete velikost
Rb.

Domaéci tkol. Kolik existuje polynomu f € Z[x] s celo¢iselnymi kofeny takovych, ze deg(f) =2 a f(0) = 20267



