Vétu 10.7 se pokusim dejmit na gikladu. UvaZzujme vektorovy prostdt’,
nad €lesem realnyckiiselR. Jeho prvky jsou trojice realnycisel. Méjme jeho
kanonickou bazi, tj. bazM = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Definujme zobrazeni
vektort bazeM do prostorR* nagiklad timto gitazenim:

(1,0,0) —» (1,2,3,4), t.9((1,0,0) =(1,2,3,4),
0,1,0) - (0,1,1,1), t.9(0,1,0)) =(0,1,1,2),
(0,0,1) - (1,-1,0,0), t.9((0,0,1)) =(1,-1,0,0).

Zobrazenig je definovanopouze na tiprvkové mnozig M, nikde jinde.
Obecny vektor Xy,2) prostoruR® Ize jedinym zpisobem vyjadiit jako
linearni kombinaci vektoffi bazeM, tj.

(xy,2 = x-(1,0,0) +y - (0,1,0) +z- (0,0,1).

Zobrazenig : M — R* chcemerozsi¥it na homomorfismus$ : R — R, ;.
chceme najit homomorfismusprostoruR® do prostoruR’®, ktery zobrazuje
vektory badzeM stejre jako zobrazeng. Protoze ma byt homomorfismus
ktery rozSifuje zobrazeng, musi byt

f((xy,2))=f(x-(1,0,0) +y-(0,1,0) +z- (0,0,1)) =

=x-((1,0,0)) +y - f((0,1,0)) +z - f((0,0,1)) =

=x-9((1,0,0)) +y - 9((0,1,0)) +z- 9((0,0,1) =
=x-(1,2,3,4) - (0,1,1,1) +z- (1,-1,0,0) =X+z, 2xty—z 3x+y, 4x+y).

Je tedyf ((x,y,z)) = (x+z, 2x+y—z 3x+y, 4x+y), jinak definovat f nelze Nasli
jsme gedpis pro homomorfismusV duchu 10.7 — implikace v bédi) — jsme
zobrazenf bazeM prostoruR® do prostoruR’ rozsfili na homomorfismus.

Poznamka. Pojem rozSieni zobrazeni znamena toto: JeMi podmnozinou
mnozinyV a g zobrazeniM do W, pak zobrazeni mnozinyV do mnozinyW
rozSFuje zobrazenig, jestlize se jejich obrazy shoduji na celé mn®zih
ti. f(X) =g(X) pro kazdéx z podmnoziny.

Endomorfismus a automorfismus.

Automorfismusvektorového prostorV je vzajemg jednoznané zobrazeni
mnoziny V. na mnozinuV, které je navichomomorfismemJde to vlasté
permutacemnoziny V, ktera je homomorfismem (obvykle se vSak termin
permutace uziva jen tehdy, kdyZ je mnoAh&on&na).



EndomorfismugrostoruV mize zobrazovat dvaizné vektory na stejny vektor,
ti. endomorfismusmuze byt zobrazeni, které neni prostéFriklad snadno
zkonstruujeme na&uakém prostoru kormé dimenze. UvaZzujme nagprostor
vektor v prostoru, které vychazeji zgaku, a jako endomorfismus tohoto
prostoru uvazujme kolmé promitani d&§akeé roviny prochazejici gatkem —
toto zobrazeni neni aprostéanina).

Priklad. Uvazujme vektorovy prostor vSech polynbsirealnymi koeficienty.
— Zobrazeni f, které kazdému polynomu fipadi jeho derivaci, je
endomorfismus, ktery neni prosty, ale je na.
— Zobrazenig, které kazdému polynomu(x) prifadi polynomx - gx), je
endomorfismus, ktery neni na, ale je prosty.

Jestlize ma prostdv kone&nou dimenzi, pak kazdy endomorfismus, ktery neni
automorfismem, neni ani prosty, ani na. To plyngina wty o hodnosti
a defektu.

Véta o hodnosti a defektuNejprve je teba dobe pochopit, co jgadro aobraz
homomorfismu. Mjme homomorfismus$ prostoruV do prostoru.

Jadro homomorfismti(zna&ime Kerf) je podprostor prostoru V, ktery sestava
ze vSech vektdrprostoruV, které se zobrazi na nulovy vektor prostafu

Obraz homomorfismu (zna&ime Im f) je podprostor prostoru W, ktery
sestava ze vSech obtazektori prostoruV pii homomorfismu.

Dimenze jadra Kef se nazyvadefekt homomorfismuf, zna&i se df).

Dimenze obrazu Inhse nazyvdodnosthomomorfismu, zn&i se rf).

— Obrazem Kef je nulovy podprostor prostoru W, tedyKerf) = 0.
— Imf je obrazem celého prostow pri f, tj. f(V) = Imf.

Je-li f monomorfismus, je jeho jadro nulové, tj. Ker 0, tj. df) = 0.

Je-li f epimorfismus, je jeho obrazem cely prosty tj. Imf =W, resp.
r(f) =dimWw.



Ve vété 10.18 je pro homomorfismus: V — W uveden vztah

divd = df) + r(f),
ti. dimenze prostoruze kterého zobrazujeme je rovna so&tu defektu
a hodnosti homomorfismiu
Nacrt dikazu. Zvolime libovolnou bazi jadra Kefr a rozSiFime ji na bazi
celého prostoru. [To fizeme @init podle Wty 8.11.]

Baze jadra Kef ma df) prvka, baze celého prostokima dimV prvka.

Vektory baze jadra se homomorfismémobrazi na nulovy vektor prostovd

Pridané vektoryfje jich dimV-d(f)] se zobrazi na generatory podprostoruf Im
prostoruW [podle jedné ze zakladnich vlastnosti homomorfisrDokaze se

Ze jsou navzajemizné a linearé nezavislé [to da trochu prace], a proto tedy
tvoii bazi Imf. Je jich rf) = dimV — df). A tim je vySe uvedena rovnost
dokazana.



