Véta 10.22 #ika, Ze dva vektorové prostory nad stejnyfedem jsou izomorfni pravé
tehdy, kdyz maji stejnou dimenzi Disledkem je, Ze pro kazdéinmzenécislo n existuje
(az na izomorfni obrazy) préayediny prostor dimenze nad &lesemT.

Piiklad. Nad lesem redlnyckiisel jeR? prostor dimenze 2. Zsty 10.22 vyplyva, Ze kazdy
vektorovy prostor nadélesemR dimenze 2 je s nim izomorfni. Prostd® je mnoZinou
vSech dvojic realnyclisel. Kazdou dvojici realnycllisel si mizeme pedstavit v rovis
opatené sotadnicemi jako geometricky vektor. Nebo jako kompliedislo. To znamena, Ze
R? je izomorfni s prostorem geometrickych vektorroving, a je také izomorfni s prostorem
komplexnich¢isel (nad glesem realnyckisel). A také s kazdym jinym prostorem dimenze 2
nadR.

V kazdém prostorly dimenze 2 nadR miazeme zvolit bAzM (ma dva vektory) a kazdému
vektoru giradit jeho sokadnice, tedy dvojice realnycktisel. Tim jsme vytvili
izomorfismus prostory/ na prostor 2. A to je vlast® dikaz skuténosti, e vSechny
prostory dimenze nad tlesemT jsou izomorfni.

Nech’ f: U — V je homomorfismus prostdiJ, V kone&nych dimenzi. Podle&ty o hodnosti
a defektu je dinu = df) + rf).
— Jestlize jef monomorfismus, potom je fi(= O, a proto je dinU = r (f), kde rf) je
nejvyse rovna dinV. ProstoV tedy nenize mit menSi dimenzi nez prostdr
— Jestlize jd epimorfismus, potom je fj(= dimV, a proto je dinU =d ) + dimV,
proto dimV je nejvySe rovna din. ProstorV tedy nenize mit mensi dimenzi nez
prostotU.
— Jestlize je f izomorfismus, je tedy dich=dimV.

M¢éjme endomorfismug prostoruV koneéné dimenze tj. homomorfismusf: V — V.
— Je-li f monomorfismus, je §(= 0, a tedy podle &ty o hodnosti a defektu plati
rovnost dimV =r(f), tj.fje epimorfismus, a tedy automorfismus.
— Je-li f epimorfismus, je T =V, a tedy podle &y o hodnosti a defektu plati rovnost
d(f) =0, tj.f je monomorfismusm, a tedy automorfismus.

Pozor! Predpoklad kon&né dimenze je nutny.Jestlize mé& prostor nekonénou dimenzi,
pak vzdy existuji jeho endomorfismy, které jsou wmorfismy, ale nikoli epimorfismy,
a zarové existuji jeho endomorfismy, které jsou epimorfisrale nikoli monomorfismy.

Vektorovy prostor Hom (U,V). UvaZujme mnozZinu vSech homomorfigmrostoruU do
prostoruV. Definujeme soket homomorfism f, g takto:

Pro kazdy vektou prostoruU je €+g) (u) = f(u) +g(u).

A nyni musime dokéazat, Zze zobrazerg je homomorfismus, tj. dokazat, Ze plati:
(f+g)(urtuz) = (+g)(u) + (+g)(w),
(f+g)(au) =a (f+g)(u).



Dale definujme nasobek homomaorfismiutakto:
Pro kazdy vektoru prostoruU je f@f) (u) =af(u).

A nyni musime dokazat, Zze zobrazéng je homomorfismus, tj. dokazat, Ze plati:
@)(urtur) = (@f(u) + @NH(u2),
(af)(bu) = bef)(u).
Pri dukazech, tj. fi ovéteni platnosti &chto rovnosti, musime vyuzit jednak definic &ou
homomorfisni a ndsobku homomorfismu a jednak tohof @g jsou homomorfismy.

Linearni algebra jako struktura. Nejprve jsme zavedli vektorovy prostor. Jakidkiad
vektorového prostoru jsme mimo jiné uvedli mnozioldélnikovych matic nad danym
télesem (vzhledem ketgani matic a nasobeni matice skalarem). BjgzZkdyZ jsme poznali
homomorfismy, jsme si ukazali, Ze mnozina vSech dmorfismi prostoru U do
prostoruV je rovrez vektorovym prostorem (vzhledem k&tani homomorfism a nasobeni
homomorfismu skalarem). Pokud se navic jednétvercové matice, niZzeme je navic
nasobit (pitom je nasobeni asociativni a nekomutativni). PRoke U = V, miZzeme
homomorfismy (tedyendomorfismy prostoruV) skladat (skladani je asociativni a nekomu-
tativni). Navic praétvercové matice plati identia- A-B)=(c-A) -B=A-(c-B)a
rovnéz pro endomorfismy prostoM plati identitac - f-g)=(c-f)-g=f- (- Q). Tyto
dva giklady (a mnoho jinych) motivuji zavedeni pojnfinearni algebranad tlesemT.
V nasledujicich partiichipdnasky (maticova reprezentace homomoijsppzname, Ze vySe
uvedené algebry (pokud je dimenze prost&Muovna fadu uvazovanych matic) jsou
izomorfni, tj. z algebraického hlediska nerozliSitelné. Jeékiooym prvkem algebry
¢tvercovych matic je jednotkova matice (2imae ji obvykle E), jednotkovym prvkem
algebry endomorfisih prostoru V je identicky automorfismus prostord (zn&ime jej
obvykle 1).

Obecngji.

V obecrgjSim pipadt pozdji uvidime, Ze jsou izomorfni vektorovy prostor tdo(U,V)
a vektorovy prostorifislusnych matic: poznamenejme, Ze

U, V jsou prostory nad, dimU =n a dimV =m, matice typumxn nad T.

Poznamka. Pokud je u ¥t krom¢ prvniho dikazu je&t jiny diikaz sta&i znat jen ten prvni.
Hloubawjsi si vSak pro dokonalejSi porozam latce mohouigist i tyto ,jiné dikazy"“.



