Metodicka poznamka Nekteré \eci clovéeku nedochazeji ihned, gebuje to cas, ale
zejména vytrvalost. Neit se nazpart bez porozumni, ale snaZit seifjit vécem ,na
kloub®“. Na druhé stranse definice pojin music¢lovék s porozuménim nauéit, aby chapal
to, co nasleduje. A pokud mu to neni jasnéjgbd se vratit kigdchozimu. S matematikou
je to jako se stavbou domu. Nelze budoviddtu, nejsou-li jiz zaklady, obvodové zdi atd.
V matematice vice nez kdekoli jinde stavime badphozich poznatcich (definicichitéach

a disledcich).

Slovni interpretace Wty 7.4. Jedna se isledek axiomd (v) a (vi) vektorového prostoru,
kterym se Bkdy ne zcela fesre rika distributivni zakony PrepiSeme-li rovnost uvedenou ve
vété 7.4 bez uziti znak Y. , uvidime, Ze se jednda mznasobeni zavorek (obecny
distributivni zdkoh

(a1t azx+...tay) e (Ut Ux+...+ W) =aqus + U +...+ U + agup +...+ @l +...+ anlik
Na pravé strahje mksowini & u; (index i bézi od 1 dam, index j od 1 dok).

Priklad 7.8(i). UvaZujme vektorovy prostor vSech vazanych vakterrovirg, které
vychazeji z pevtidaného bodupcatek). Tento vektorovy prostor ma tyto podprostory:

o Nulovy podprostarktery sestava jen z nulového vektoru (vektor &faem i vrcho-
lem v paatku).

o Podprostory vSech vekiigrkteré vychazeji z gatku a jejich vrcholy lezi na zvolené
piimce prochézejici gatkem. Bch je nekonéné mnoho.

o Nevlastni podprostotj. mnoZina vSech vektbroviny, které vychézejici z patku.

Obdobre pro vektorovy prostor vSech vekiiov prostoru, které vychazeji z pevavoleného
bodu pocatel. Tam mame navic podprostory vSech vektditeré vychazeji z gatku
a jejich vrcholy lezi na pewrevolené rovig prochazejici ptatkem.

Kazdé téleso je vektorovym prostorem samo nad sebowPredstavme si dva exempia
danéhodlesaT. Jeden exempidudeme chapat jakéleso(jeho prvky se nazyvagkalary),
druhy exempl& jako vektorovy prostor (jeho prvky se nazyvegktory. [Pro inspiraci si
dame gkolik panaki, abychom d&leso vicli dvakrat.] Nasobeni vektdrz T skalary zT
definujeme jako nasobeni piivkélesaT. Ostatni operace jiz mame definovany. VSechny
axiomy vektorového prostoru jsou sy — vyplyvaji z platnosti axiomtélesaT.

Jiny pohled. Ne#la-li ndm problém fiklad vektorového prostoru vSeoktic prvka télesaT,
stati nyni polozitn = 1 a mame ifklad, o ktery se jednagleso samo nad sebou. Prvky
vektorového prostordl (pro odliSeni od skal@rz T) mizeme chapat jako 1-tice zapisované
v zavorce: &;). Tak mizeme formala v tomto gikladu odliSit vektory a skalary (n&d se

to vsak).

Poznamka. Geometricky si vektoryfiedstavujeme jako ,Sipky* {iklad 7.8(i)). Jeieba si
vSak u¥domit, Zepovahavektorti abstraktniho/obecného vektorového prostoru ridew



nezajima. Definice vektorového prostorpavaze vektol vilbec nic néika, podstatné jsou
pouze vlastnostj které jsou popsany v axiomech. Vektory jsou tguyky jakéhokoli
vektorového prostoruTedy nap. n-tice prviki néjakého Elesa, resp. matice, resp. funkce
apod.

Priklad 7.8(ii). Mnozina obdélnikovych matic pevdaného typu, které jsou sestavenérnap
z realnychcisel, je vektorovym prostorem nadlesem realnychtisel. Tyto matice jsou
v tomto okamziku vektory a realn&isla jsou skalary. Ggp je podstatné pouze to, Ze jsou
splreny prislusné axiomy.

Prazdny sowet, prazdna linearni kombinace, prazdny sofin. Matematici jsou do jisté
miry perfekcionisté, neradi maji vyjimky, protdack situaci dotahuji &ci zcela do krajnosti,
ad absurdum, coz normalnim lidefigada (docela opra¥n¢) az uchylné. Je ndm jasné, co
je souet dvou, i, ¢tyr ¢isel. Co je sotet jen jednoho jedinéhg&isla? Sniiime se porrné
snadno stim, Ze je tpravé toto ¢islo. Co vSak, kdyz negame NIC??? Matematici se
dohodli, Ze se to bude nazyyatzdny sodet a Ze se bude rovnat NULEgsrEji nulovému
prvky pokud v dané mnozinexistuje (nulovy/neutralni prvek operacé&téni). Linearni
kombinace je saiet nasobk néjakych vektot, tj. vektoi, takZze prazdna linearni kombinace
je rovna (podle naSi imluvy) nulovému prvku vekt@ioo prostoru, tedy nulovému vektoru.
Podobr se zavadiprazdny sodn jako jednotkovy prvekpokud v uvaZzované mnoZin
existuje (jednotkovy/neutralni prvek operace nasgb&avedenim takovychto ,extrémnich*
pojmi se v dalSich dvahach vyhneme zbgten predpokladm, které bychom ve &éach
museli formulovat (nap predpoklad, Ze uvazovana mnozina je neprazdna ez Ar12).

Véta 7.12. Dowvetek ,s koeficienty zdlesa T* jen znovu zdraziuje, ze jsou vektory
nasobeny vyhradnskalary z &lesaT. M¢lo by to byt samazjmé, ale ragi jsem to ve ¥te
zdaraznil.

Priklad 7.13(iii). Linearni kombinace je vZdkonefny sowet ndsobi danych vektat.
Jednéa-li se o vektory X, 2, x°, X*, ... prostoru funkci nadslesem redlnycliisel, tvdime
souty jejich ndsobl: apel +a na*X + a o +...+ a1°X "+ a goX" . Musime gitat jen
koneiny patet vektoii, existuje tedy neptSin, pro které je v linearni kombinaci ndsobek
funkcex". Uvédomme si, Ze &které koeficienty mohou byt nulové, tjiiglusné mocniny

v linearni kombinaci chybi.

Formalné nekonany souwet. Jedna se d&onefny soutet, kdy jsou sgitanci vybrani

z nekonéné mnoziny, ktery je zapsany jako nekéme souet. Sitdme tedy fes

nekonénou mnozinu index(nag. pres vSechnaijpozenacisla), ale pozadujeme, alkoro

vSechny &tané prvkybyly nulové. Slovni spojerskoro vSechngnamena v matematicaz

na kone’ny pa‘et vyjimek Tedy jen pro kong¢ mnoho index jsou €itané prvky nenulové.
Formélré nekonéna line&rni kombinace e vypadat takto:

Yau =ajut+ at...tau ... (1=1,2,3,...),

piitom jen konéné mnoho koeficient a ma nenulovou hodnotu (tj. skoro vSechny
koeficientya; jsou nulové). Bezny jazykse zde podstatrliSi od matematického. Mate-li na



vyswedéeni samé gky, miZzete v matematickém smysitici, Ze méate skoro samé jedky.
Tedy az na kor@¢ mnoho vyjimek, cozZ jsou vSechny tytiy.]

Formélré nekonény souet je viadd pripadi uzitetny kwvali potizim, které bychom
s operovanim s kogeymi souty, kdy <itance vybirame z neko#r®é mnoziny. Pro
nekonéné generované prostory se forméimekoné€ny souet vyuzije v Rkterych dikazech,
kdy (stejr jako pro konéné generované prostory) uzijeme zapis

Yau +ybiu =Y (atb)u

Pojem formals nekonéného sotitu vas nyni nemusi tak traptasem se s nimékolikrat
setkame a uvidime jeho uditest (to jiz budeme zkusgai). Viz nag. 7.18, kde mzeme
srovnanim symbolického zapisu gaudvou, ti, ..., sp@&etre mnohaci nesp@etrg mnoha
podprostoll pochopit smysl veSkerych zapidNaponiize k tomu i nasledujicitiklad 7.19.
Ke skuténému, hlubSimu pochopeni nekoén& generovanych prostir formalre
nekonénych sodta a spojeni nekorie¢é mnoha podprostérnedojde ihned, pi#buje tocas
a WtsSi matematickou zkuSenost. Zatim vas to nemugittrdobre je se kKito otazkantas
od ¢asu vratit.

Ad 7.14(vii)). Ve vektorovém prostor¥ uvazujeme linearni obal vektowy, ..., W, .
podprostorW = [vy, ..., ]. Obé uvedené rovnostikaji, Ze se linearni obal vektov,, ..., W
(tj. podprostoW) neznéni, jestlize

0 néktery z vektoh vynasobimeanenulovym skalarem,
o jakékoli nasobky &akého vektoru ficteme kostatnim vektorim.

Na zaklad téchto dvou jednoduchych tvrzeniaeme petvaet (zjednoduSovat) mnozinu
generatak podprostoruW. Velmi ¢asto se jedna o podprostor generovaagky rejakeé
matice, které postugnupravujeme, abychom zjistili tzlhhodnostmatice, abychom \esili
soustavu linearnich rovnic, transformovali matidinearni ¢i kvadratické formy apod. (to
budeme pozgi probirat). Resr to se provadi vijkladu 7.17.

Kone¢né a nekon&né generované prostory V prvni fack je treba rozliSovatkonené

akonené generovanéprostory. VSechny vektorové prostory nad raciomain resp.

realnymi, resp. komplexningisly — kron& nulového — jsou nekoteé. VSechny vektorové
prostory Q", R", C" , kde n je pirozené¢islo, jsou koné&né generované, nebosnadno
uvedeme jejichn-prvkovou mnoZinu generatior(je to dokonce tzvbéze — to zjistime
Vv pristim tydnu):

M ={(1,0,...,0), (0,1,0,...,0), (0,0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,1)}

(v kaZdén-tici je jen jedna jedika). Naproti tomu jsou vSechny prostaty' konené, maji
p" prvki. VSechny jsou korim& generované ze stejnéhévedu, vySe uvedena mnozina je
jeji mnoZinou generatar Tvoiime-li ve vySe uvedenych prostore€, R", C", Z," linearni
kombinace vektar mnoziny M, musime za koeficientyé¢hto linearnich kombinaci bréat
vyhradreé skalary z pislusnéhodesa, tedy pdac z Q, R, C, Z,.



Disjunktni sjednoceni M mnozin M, My, ..., M je sjednoceni, kdy jsou kazdéédv
sjednocované mnozinyl; a M; , kdei # j , disjunktni. Sotasre¢ iikame, ze mnozin je
disjunktrg rozloZzena na mnoziny; .

Lemma 7.21 Zde jsou popsany vlastnosti linearnich mnozinedawych definici 7.20.
Nekteré jsou zcela trivialni. Nenfeba se je &it nazpandt, v piipad poteby by si tyto
vlastnosti ndl ¢loveék uwvedomit. Nag. to, Zekazdy vektor lezi v linearni mnoZjrkterou
urcuje — viz (i). Disjunktni rozkladvektorového prostorly na linearni mnoziny dené
podprostoremW odpovida standardnim postump, s nimiz se setkavame v obecné atgeb
Jednd se o tzviaktorizaci (grupy podle normélni podgrupy, okruhu podle ideétd.).
Vektorovy prostorV je disjunktnim sjednocenimSech linearnich podmnozin cenych
podprostoremW. [Rozkrajime-li Stangli salamu na koéka, udilali jsme jeji disjunktni
rozklad — odhlédneme od drali@. Celd Stangle saldmu je disjunktnim sjednocenim
ziskanych koléek. Vektorovy prostor krajime pouze v mysli, drébezde Zadné nejsou.]

K prikladu 7.22. UvaZujme vektorovy prostoy vSech véazanych vekiprvychazejicich
z pevrg zvoleného bodu a jeho podprostiivSsech vektar lezicich na fimcep prochazejici
pocatkem. RPimek rovnolsznych s pimkou p je nekonéné mnoho. Uvazujeme-li dvrazné
piimky r, s rovnol¥zné s pimkou p, pak je #ejmé, Ze mnoZina vektibrvychazejicich
z patatku, které maji vrchol nafipncer, a mnozZina vektdr vychazejicich z patku, které
maji vrchol na fimce s, jsou disjunktni. Vektorovy prosto¥ je proto disjunktnim
sjednocenim vSech linedrnich mnoxi#V, resp. je disjunkirozloZzen na linearni mnoziny
v+W, kde vektorv probih& cely prostoy.

Pojem faktorového prostoru v linearni algglneni patbny. Druhacast odstavce 7.22
a odstavce 7.23 a 7.24 jsou zde uvedeny jen jakd fifiprava pro obecnou algebru, kde je
faktorizace vysoce tdezita. Faktorovy prostol/W (prostoruV podle podprostoriV) je
prostorem, jehoZ prvky=vektory jsou vSechny linéannozinyv+W . Pokud je podprosta
nulovy, tj. W = O, jedna se o linearni mnozimg-O = v, tedy vlasts o vektory prostorly/.
Tedy V/O = V. Pokud jeW =V, existuje jen jedna linearni mnozina:V =V , faktorovy
prostor je jednoprvkovy, tj. nulovy. Prototgdy V/O = V.

26. 10. 2020



