Metodicka poznamka.Pred studiem dalSi latky vzdy dop@uji projit si pledchozi definice
a Wty a ozivit si je ped dalSim studiem. To jde pakchleji a snadngji.

Dotaz. Pra® zavadime soubor vektomti a pr@& hovaime o jeho linearni zavislosti
a nezavislosti?

Odpovéd’. Prvky mnoziny musi byt vzdy navzajerfizné. Soubor se od mnoziny lisi tim, ze
se v itm mohou prvky opakovat. Mame-li na vysgéeni sameé jedtky, nemizeme mluvit o
mnozirg znamek na vysidceni, ale asouboruznamek. Uvazujeme-li matici, ktera ma dva
stejnétradky, neniZzeme mluvit o mnoZzih vektor, které tvdi radky této matice, ale o
souboru vektar. Jakmile se v souboru vekioralespa dva vektory opakuji, je soubor
linearre zavisly. Pokud jsou vektory souboru navzajéame, jedna se o mno-zZinu vekia
jeji linearni zavislost, resp. nezavislost je defiéina v 8.1.

Linearni zavislost/nezavislost podmnoziny a nadmnaZy. Mame-li mnozinuM, ktera je
linearre zavisla, je Bktery jeji vektorv linearni kombinaci ostatnich vekiioréto mnoziny.
Je-li M podmnozZinou &aké mnozinyK, je vektorv stale linearni kombinaci ostatnich
vektori mnoziny M, a tedy i vektar mnoziny K, takze jeK linearr¢ zavisla. Jestlize je
mnozinaL podmnozZinou mnoziny, nemusi jiz byt vektow linearni kombinaci ostatnich
vektori mnozinyL, protoZze gktery z vektoéi pavodni linearni kombinace jiz v mnoZir
nemusi byt. Tedy:

Nadmnozina linear®izavislé mnoziny je lineagrzavisla.

Podmnozina linear zavislé mnoziny #ie byt zavisla i nezavisla. Zalezi na tom, jaké
vektory ubereme

Disledkem je:
Podmnozina linearnezavislé mnoziny je linearmezavisla.

Nadmnozina lineardinezavislé mnozinyidhe byt zavisla i nezavisla. Zalezi na tom, jaké
vektory gidame.

Piiklad 8.2(iii). Uvedené dva vektory jsou lineé&rzavislé jako vektory prostor¢® nad
tslesemC, neba druhy je (1—i)-nadsobkem prvniho. Pros@t v&ak miizeme chapat row
jako prostor nadétesem realnycltisel R, skalary jsou tedy nyni pouze reéatisdla. V tomto
piipact jiz neni druhy vektor ndsobkem prvniho — pro Zady&@nécislo r neni 2 =r(1+2i).
Poznamka. fedstavime-li si komplexriisla jako vektory (v tzv. Gaussévoving), mizeme



prostorC® nadR chapat jako prostor trojic vekigrresp. Sestic redlnyatisel. Jedna se tedy
o vektory

(1,1,0,2,0,-1) a (2,0,2,2,-1,-1).

Ilhned je vidt, Ze jeden neni ndsobkem druhého.

Dikaz 8.3.Ekvivalence (i) (ii) je jednoduchad, jef¢ba se trochu oprostit od symbolickych
zapidi a podivat se na podstatécu

Je-li rektery vektorv linearni kombinaci ostatnich vekiomnozinyM, napiSeme ifisluSnou
linearni kombinaci a vektor prevedeme na druhou stranu. Tim ziskame linearni kb
kterd je rovna nulovému vektoru. Je netrivialnhaeu vektoruv je koeficient —1.

Jestlize naopak existuje netrivialni kombinace egkimnozinyM, ktera je rovna nulovému
vektoru, gevedeme na druhou strangktery nasobelav vektoru v, kde a je nenulovy
koeficient. Nyni vynasobime ziskanou rovnost sleatéa * a tim ziskame vyj&eni vektoru
v jako linearni kombinaci ostatnich vekiannozinyM.

Priklad 8.5(ii). JestliZe se jedna o vektory z prostoru natesem T, které nema
charakteristiku 2, jsou line&mezavislé, jak se vygetlo pomoci soustavy rovnic:

vySlo 2a=0, tedya =0 a odtudb =0,c = 0.

Pokud by vSak €leso T mélo charakteristiku 2 (nag. Z,), potom je 1 + 1 = 2 = O.ifPreSeni
soustavy rovnic nam vySloa2= 0. Vzhledem k tomu, Ze 2 = 0, neplyne odtidbec nic
o skalarua. V prostoru nadétesem charakteristiky 2 je

(u+v) + U+w) + vtw) =2u+2v+ 2v=0+0 +0=0.

Mame zde tedy netrivialni linearni kombinaci danyaktori (koeficienty jsou rovny 1),
kterd je rovna nulovému vektoru. Jsou tedy line&davislé.

Priklad 8.10(vii). Podledefinice 8.9 jebazeprostoruV charakterizovana dwma vlastnostmi.
Jeline&rné nezavislaageneruje prostorV.

V piikladu je v prostoruT" vSech nekonmych posloupnosti prik tslesa T uvaZovéana
mnozina vektak

M ={(1,0,0,...), (0,1,0,0,...), (0,0,1,0,...), ...}

Je nekonéné (spdetnd), je #ejme linearrs nezavisla. Neni bazi prostofll, neba neni jeho
mnoZzinou generatdr Nekon€na posloupnost samych jedek (1,1,1,...) se totiz neda
vyjadiit linearni kombinaci vektér mnoziny M. Fripomaime, Ze linearni kombinace je
konegny souet.

MnoZinaM v&ak je bazi jakéhosi podprostoru prostotuktery je utvden viemi linearnimi
kombinacemi vektar mnozinyM. Je to tedy prostor vSech nekdémgch posloupnosti prik
télesaT, které majjen konetné mnoho nenulovych slozekZnasime jej rekdy K(T).



Piiklad 8.10(viii). MnoZina M = {1, x, X%, x, X*, ...} je linearré nezavisla mnoZina vektir
v prostoruF v3ech realnych funkci definovanych na celém redlodoru. (Zadna zthto
funkci neni linearni kombinaci ostatnich.) MnoZMaeneruje v prostork podprostoR[X]
vSech polynora s realnymi koeficienty, tj. funkci

f(X) = ap+tarx + X +as X +a + ... +ax",
kden je njaké girozenécislo (nebo nula).

Obecrji miZzeme uvazovat mnozinM = {1, x, X%, >, X, ...} jako bazi prostoru polynotn
prostoruT[X], kde T je libovolné Eleso. | zde bychom mohli zavést proskorvSech funkci
definovanych nac¢tese T s funiknimi hodnotami zdlesa T, tj. prostor vSech zobrazeni
télesaT do tlesaT.

Priklad 8.10(ix). Uvazujme prosto¥ vSech realnych funkci definovanych na intervaliby.
MnozinouM nechlt je mnozina vSech funkci na intervahy ), které maji v jednom jediném
bock intervalu @, b) hodnotu 1 a ve vSech ostatnich bodech hodndtie(ich gesre tolik,
kolik je redlnychcisel v intervalu &, b), tj. nespdetr mnoho.] Tyto funkce jsou line&n
nezavislé, zadna z nich totiz neni linearni komdirestatnich. Funkce mnozil generuji
(ti. vS8echny mozné jejich linearni kombinace dgvapuze takové funkce, které maji na
intervalu @, b) jen kon€éné¢ mnoho nenulovych hodnot.édh je sice hod¥) ale zdaleka to
nejsou vSechny funkce prostovu MnozinaM tedy neni mnozinou generaipra tedy ani
bazi prostor.
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