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Př́ıklady na cvičeńı 10 (3.5.2019) – opravená verze

1. Funkce jsou dány vztahy

z = F (x, y) = x2 − y2; (x, y) = G(s, t) = (s · cos t, s · sin t).

Určete parciálńı derivace ∂z
∂s
, ∂z
∂t

(tj. parciálńı derivace složené funkce F (G(s, t))), a to (a) použit́ım řet́ızkového
pravidla, (b) př́ımým dosazeńım a zderivováńım.

2. Pro funkci
f(x, y) = xy x2

−y2

x2+y2 pro(x, y) 6= (0, 0)

= 0 pro(x, y) = (0, 0)

spočtěte parciálńı derivace ∂f
∂x

, ∂f
∂y

, a rozhodněte, ve kterých bodech jsou druhé smı́̌sené parciálńı derivace
záměnné.

3. Ukažte, že rovnice F (x, y) = x2 + 2y2 + y4 − y5 = 0 určuje v nějakém okoĺı bodu a = (0, 1) implicitńı funkci
y = ϕ(x). Spočtěte prvńı a druhou derivaci funkce ϕ v bodě 0.

Řešeńı:

1. (∂z
∂s
, ∂z
∂t
) = (2s · cos 2t,−2s2 · sin 2t)

2. V bodech (x, y) 6= (0, 0) je

∂f

∂x
= y

x4 − y4 + 4x2y2

(x2 + y2)2
,
∂f

∂y
= −x

x4 − y4 + 4x2y2

(x2 + y2)2
,

druhé (smı́̌sené) parciálńı derivace budou sice složitěǰśı, ale stále jen funkce podobného typu, tj. racionálńı
lomené se jmenovatelem (x2 + y2)4, a tedy spojité a tedy záměnné. V bodě (0, 0) muśıme parciálńı derivace
spoč́ıtat zvlášt’: funkce je nulová na osách, proto jsou ∂f

∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 0. Dále pro každý bod na ose y je

∂f
∂x

(0, y) = −y (dosadili jsme x = 0 do ∂xf(x, y)), proto
∂2f
∂y∂x

(0, 0) = −1 a podobně pro každý bod na ose x je
∂f
∂y

(x, 0) = x a ∂2f
∂x∂y

(0, 0) = 1, smı́̌sené derivce v počátku tedy nejsou záměnné.

3. ∂yF (0, 1) = −1 6= 0, proto taková funkce ϕ existuje. Dále spočteme

0 =
∂

∂x
F (x, ϕ(x)) =

∂F

∂x
+ ∂F∂yϕ′(x) (1)

a proto

ϕ′(0) = −
∂xF (0, 1)

∂yF (0, 1)
= −

2

−1
= 2.

Druhým zderivováńım dostáváme

0 =
∂2F

∂x2
+ 2

∂2F

∂x∂y
ϕ′(x) +

∂2F

∂y2
(ϕ′(x))2 +

∂F

∂y
ϕ′′(x). (2)

Odsud (po dopočteńı všech derivaćı a dosazeńım bodu a) dostáváme ϕ′′(0) = −14.



Poznámka 1: v p̊uvodńı verzi tohoto textu a na cvičeńıch 3.5. jsem špatně spočetl vztah 2, z něhož lze dopoč́ıtat
druhou parciálńı derivaci implicitńı funkce. Je to poučná chyba: vztah (1) je třeba č́ıst včetně implicitńı funkce
na mı́stě druhé proměnné, tj.

0 =
∂F

∂x
(x, ϕ(x)) +

(

∂F

∂y
(x, ϕ(x))

)

ϕ′(x) (3)

a tedy v jeho parciálńı derivaci podle x se projev́ı řet́ızkové pravidlo, konkrétně po jednotlivých sč́ıtanćıch

∂

∂x
F (x, ϕ(x)) =

∂2F

∂x2
(x, ϕ(x)) +

(

∂2F

∂x∂y
(x, ϕ(x))

)

ϕ′(x)

a

∂

∂x

((

∂F

∂y
(x, ϕ(x))

)

ϕ′(x)

)

=

(

∂2F

∂x∂y
(x, ϕ(x))

)

ϕ′(x) +

(

∂2F

∂y2
(x, ϕ(x))

)

(ϕ′(x))2 +

(

∂F

∂y
(x, ϕ(x))

)

ϕ′′(x),

a jejich součtem źıskáváme vztah (2).

Poznámka 2: Samozřejmě lze prvńı i druhou derivaci implicitńı funkce spoč́ıtat také (a pro druhou derivaci
snáze) zderivováńım explicitńıho tvaru p̊uvodńı rovnice s dosazenou funkćı ϕ(x), tj. do předpisu F (x, y) =
x2 + 2y2 + y4 − y5 = 0 dosad́ıme y = ϕ(x), derivujeme podle x a dosazujeme postupně zadané hodnoty
x = 0, ϕ(x) = 1, dopočtenou hodotu ϕ′(0) = 2 a nakonec vyjde opět ϕ′′(0) = −14.


