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4.6. Důkaz Věty 4.2 50
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2 MILAN POKORNÝ

1. Úvod

Ćılem tohoto kurzu je seznámit se s daľśımi vlastnostmi řešeńı Navier–Stoke-
sových rovnic. Tento kurz navazuje na přednášku věnované matematické teorii
Navier–Stokesových rovnic. Proto všechny d̊uležité pojmy a základńı výsledky lze
nalézt v učebńım textu [7]. V něm se věnujeme předevš́ım pojmům slabého a Leray–
Hopfova řešeńı (tj. slabé řešeńı splňuj́ıćı energetickou nerovnost). Nyńı se budeme
věnovat předevš́ım tzv. vhodnému slabému řešeńı. Tento pojem je výhodný pro
studium částečné regularity a pro lokálńı výsledky. V druhé části se pak budeme
věnovat vybraným novým výsledk̊um souvisej́ıćım s regularitou řešeńı. Přesněji,
v kapitole 2 zavedeme pojem vhodného slabého řešeńı, dokážeme jeho existenci a
některé základńı vlastnosti souvisej́ıćı s částečnou regularitou řešeńı. Tato část je za-
ložena předevš́ım na článćıch [1], [4] a [6]. Následuj́ıćı kapitola pak vycháźı z článku
[8]. Ukážeme, že pokud je tlak př́ıslušný danému slabému řešeńı Cauchyovy úlohy
omezený zdola, pak je řešeńı tak hladké, jak umožňuj́ı data úlohy. Posledńı část, vy-
cházej́ıćı z [2], ukazuje totéž za předpokladu, že slabé řešeńı patř́ı nav́ıc do prostoru
L∞(0, T ; (L3(R3))3).

Nejprve ale připomeneme, co v́ıme o Navier–Stokesových rovnićıch. Pro Ω ⊂ RN

hledáme

u : (0, T )× Ω → RN ,

p : (0, T )× Ω → R
takové, že

(1.1)

∂u

∂t
+ u · ∇u−∆u+∇p = f

divu = 0

}
v (0, T )× Ω,

u(0, x) = u0(x) v Ω,

u(t, x) = 0 na (0, T )× ∂Ω.

Protože existence klasického řešeńı neńı zřejmá, studovali jsme slabé řešeńı:

u ∈ L∞(0, T ; (L2(Ω))N ) ∩ L2(0, T ;W 1,2
0,div(Ω))

takové, že
∂u

∂t
∈ Lq(0, T ; (W 1,2

0,div(Ω))
∗), q ≥ 1

a 〈∂u
∂t
,φ

〉
+

∫
Ω

(u · ∇u) ·φ dx+

∫
Ω

∇u : ∇φ dx = 〈f ,φ〉

∀φ ∈W 1,2
0,div(Ω)

a s.v. t ∈ (0, T ). Nav́ıc

lim
t→0+

∫
Ω

u ·φ dx =

∫
Ω

u0 ·φ dx ∀φ ∈ (L2(Ω))N .

Uvědomme si, že

• u ∈ C([0, T ); (L2(Ω))Nw ) ⇒ splněńı počátečńı podmı́nky dává smysl
• ze slabé formulace vypadl tlak ⇒ je třeba vědět, zda lze tlak rekonstruovat.

Co se týká slabého řešeńı, dokázali jsme následuj́ıćı výsledek:

Věta 1.1. Necht’ Ω ⊂ RN je omezená oblast, N = 2, 3, dále mějme pravou stranu
f ∈ L2((0, T ), (W−1,2(Ω))N ) a počátečńı podmı́nku u0 ∈ L2

0,div(Ω). Potom existuje

alespoň jedno slabé řešeńı (1.1); toto řešeńı nav́ıc splňuje energetickou nerovnost:

(1.2)
1

2

∫
Ω

|u(t, ·)|2 dx+

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2 dx dτ ≤ 1

2

∫
Ω

|u0(t, ·)|2 dx+

∫ t

0

〈f ,u〉dτ
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pro s.v. t ∈ (0, T ) (přičemž změnou na množině mı́ry nula lze dosáhnout toho, aby
nerovnost platila ∀t ∈ (0, T )).

Nav́ıc, je-li N = 2, pak toto řešeńı je jediné na tř́ıdě slabých řešeńı1. Dále,
pro N = 2, je-li Ω ∈ C2, u0 ∈ W 1,2

0,div(Ω) a f ∈ L2(0, T ; (L2(Ω))2), pak u ∈
C([0, T ]; (W 1,2(Ω))2) ∩ L2(0, T ; (W 2,2(Ω))2), ∂u

∂t ∈ L2(0, T ; (L2(Ω))2).

Pro př́ıpad N = 3 jsme analogický výsledek nedostali. Zde

• Plat́ı pouze energetická nerovnost.
• Jednoznačnost neńı obecně zřejmá, plat́ı jen na tř́ıdě slabých řešeńı splňu-
j́ıćıch energetickou nerovnost a muśıme nav́ıc požadovat

u ∈ Lt(0, T ; (Ls(Ω))3)
2

t
+

3

s
≤ 1

(dokazovali jsme pouze pro s > 3).
• Regularita neńı zřejmá, plat́ı jen: je-li Ω ∈ C2, f ∈ L2(0, T ; (L2(Ω)))3,

u0 ∈W 1,2
0,div(Ω) a nav́ıc

u ∈ Lt(0, T ; (Ls(Ω))3)
2

t
+

3

s
≤ 1,

pak
u ∈ C([0, T );W 1,2

0,div(Ω)) ∩ L
2(0, T ; (W 2,2(Ω))3)

(opět jsme dokázali jen pro s > 3; př́ıpad s = 3 bude dokázán v kapitole
4).

Otázka existence tlaku je také značně netriviálńı. Viděli jsme několik metod, jako
nejvýhodněǰśı se ovšem ukázala metoda regularity evolučńıho Stokesova problému,
tzn. uvažujeme úlohu

∂v

∂t
−∆v +∇p = g

divv = 0

}
v (0, T )× Ω,

v(0, x) = u0(x) v Ω,

v(t, x) = 0 na (0, T )× ∂Ω.

(1.3)

Potom, je-li Ω ∈ C2, g ∈ Lt(0, T ; (Ls(Ω))N ), u0 je dostatečně hladká (např.
(W 1,∞(Ω))N ), pak ‖∂v

∂t ,∇
2v,∇p‖Lt(0,T ;Ls(Ω)) ≤ C(‖g‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))N ),u0).

Pokud polož́ıme g = f −u ·∇u, pak d́ıky jednoznačnosti řešeńı Stokesova problému
máme totéž i pro u řešeńı (1.1). Speciálně tedy pro f a u0 dostatečně hladkou

‖∇p‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))N ) ≤ C(f ,u0, ‖u · ∇u‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))N )),

tj. ∇p ∈ Lt(0, T ; (Ls(Ω))N ), kde 2
t +

N
s ≤ N + 1, 1 < s < N

N−1 a N = 2, 3.
Pokud nav́ıc nanormujeme tlak tak, aby∫

Ω

p(t, ·) dx = 0 pro s.v. t ∈ (0, T ),

pak pro N = 3 máme
p ∈ Lt(0, T ; (Ls(Ω))N )

pro 2
t +

3
s ≤ 3, 3

2 < s < 3; speciálně pro t = s = 5
3

p ∈ L
5
3 ((0, T )× Ω).

1Toto řešeńı splňuje energetickou rovnost a u ∈ C([0, T ); (L2(Ω))2).
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2. Vhodné slabé řešeńı

2.1. Základńı pojmy. Dř́ıve než se pust́ıme do definice vhodného slabého řešeńı,
provedeme formálńı odvozeńı. Vezměme Φ ∈ C∞

0 ((0, T ) × Ω) a formálně násobme
(1.1) 2Φu a integrujme přes (0, t)× Ω, t ≤ T . Potom

2

∫ t

0

∫
Ω

∂u

∂t
· uΦdxdτ =

∫ t

0

∫
Ω

∂

∂t
|u|2Φdx dτ

= −
∫ t

0

∫
Ω

|u|2 ∂Φ
∂t

dxdτ +

∫
Ω

|u|2(t, ·)Φ(t, ·) dx,

2

∫ t

0

∫
Ω

(u · ∇u) · uΦdxdτ =

∫ t

0

∫
Ω

u · ∇|u|2Φdx dτ

= −
∫ t

0

∫
Ω

|u|2u · ∇Φdx dτ,

−2

∫ t

0

∫
Ω

(∆u · u)Φdxdτ = 2

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2Φdxdτ

+2

∫ t

0

∫
Ω

(∇u · u) · ∇Φdxdτ

= 2

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2Φdxdτ −
∫ t

0

∫
Ω

|u|2∆Φdx dτ,

2

∫ t

0

∫
Ω

∇p · uΦdxdτ = −2

∫ t

0

∫
Ω

pu · ∇Φdxdτ.

Celkem tedy máme ∀Φ ∈ C∞
0 ((0, T )× Ω) a ∀t ∈ (0, T ):∫

Ω

|u|2(t, ·)Φ(t, ·) dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2Φdxdτ =

∫ t

0

∫
Ω

|u|2
(∂Φ
∂t

+∆Φ
)
dxdτ

+

∫ t

0

∫
Ω

(|u|2 + 2p)u · ∇Φdx dτ +

∫ t

0

∫
Ω

2f · uΦdxdτ.

Podobně jako u slabého řešeńı nelze očekávat splněńı rovnosti, ale pouze nerov-
nosti. To nás přivád́ı k následuj́ıćı definici.

Definice 2.1. Necht’ f ∈ L2(0, T ; (L
6
5 (Ω))3) + L1(0, T ; (L2(Ω))3), Ω ⊂ R3 je

omezená oblast. Potom dvojice (u, p) se nazývá vhodným slabým řešeńım Navier–
Stokesových rovnic, jestliže

• (u, p) splňuje rovnice (1.1) ve smyslu distribućı, tj. plat́ı

−
∫ T

0

∫
Ω

u · ∂φ
∂t

dx dτ −
∫ T

0

∫
Ω

(u⊗ u) : ∇φ dx dτ −
∫ T

0

∫
Ω

u ·∆φdx dτ

−
∫ T

0

∫
Ω

p divφdxdτ =

∫ T

0

∫
Ω

f ·φ dxdτ ∀φ ∈ (C∞
0 ((0, T )× Ω))3

a ∫
Ω

u · ∇ψ dx = 0 pro s.v. t ∈ (0, T ) a ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω)

• u ∈ L2(0, T ;W 1,2
0,div(Ω)) ∩ L∞(0, T ; (L2(Ω))3), p ∈ L

3
2 ((0, T )× Ω)

• ∀Φ ∈ C∞
0 ((0, T )× Ω), Φ ≥ 0, je splněna zobecněná energetická nerovnost:

∫
Ω

|u|2(t, ·)Φ(t, ·) dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2Φdxdτ ≤
∫ t

0

∫
Ω

|u|2
(∂Φ
∂t

+∆Φ
)
dxdτ

+

∫ t

0

∫
Ω

(|u|2 + 2p)u · ∇Φdxdτ + 2

∫ t

0

∫
Ω

f · uΦdxdτ

(2.1)
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pro s.v. t ∈ (0, T ).

Poznámka 2.2. Ve formulaci se nevyskytuje počátečńı podmı́nka. Protože na zá-
kladě prvńıch dvou bod̊u v́ıme, že u ∈ C([0, T ); (L2(Ω))3w), lze v tomto smyslu
předpokládat splněńı počátečńı podmı́nky. Protože pro přesnou charakterizaci pro-
storu, z něhož potřebujeme vźıt u0, by byly potřeba jisté speciálńı interpolačńı
prostory, budeme nadále předpokládat, že u0 je dostatečně hladká funkce.

Naš́ım ćılem bude dokázat následuj́ıćı dva výsledky:

1) Za jistých předpoklad̊u na u0, f , Ω existuje alespoň jedno vhodné slabé
řešeńı.

2) Množina př́ıpadných singularit řešeńı ve smyslu Definice 2.1 je dostatečně
malá.

Podmı́nky, za nichž tato tvrzeńı plat́ı, budeme precizovat později.

Poznámka 2.3. Vše, co jsme dělali na omezené oblasti, lze s trochou práce udělat
i pro neomezené oblasti, např. R3, vněǰśı oblasti, ale i oblasti s nekompaktńımu hra-
nicemi apod. T́ım se nebudeme zabývat, stejně jako vynecháme př́ıpadná zobecněńı
pro N ≥ 4.

2.2. Existence vhodného slabého řešeńı. Naš́ım ćılem je dokázat následuj́ıćı
větu.

Věta 2.4. Necht’ omezená oblast Ω ⊂ R3 je tř́ıdy C2, u0 je dostatečně hladká,
a necht’ f ∈ L2(0, T ; (L

6
5 (Ω))3). Potom existuje alespoň jedno vhodné slabé řešeńı

Navier–Stokesových rovnic.

Poznámka 2.5. Předpoklady na f lze modifikovat, např. f ∈ L
5
3 (0, T ; (L

15
14 (Ω))3) ∩

L1(0, T ; (L2(Ω))3).

Uvažujme mı́sto (1.1) rovnici

∂uδ

∂t
+ (uδ)δ · ∇uδ −∆uδ +∇pδ = f

divuδ = 0

 v (0, T )× Ω,

uδ(0, x) = u0(x) v Ω,

uδ(t, x) = 0 na (0, T )× ∂Ω,

(2.2)

kde

(uδ)δ(t, x) = (ωδ ∗ ũ)(t, x) =
1

δ3

∫
R3

ω
(x− y

δ

)
ũ(t, y) dy

pro

ũ(t, y) = uδ(t, y) pro y ∈ Ω, ũ(t, y) = 0 pro y /∈ Ω,

ω(·) standardńı regularizačńı jádro, 0 < t < T . Protože uδ = 0 na ∂Ω ve smyslu
stop, je ũ(t, ·) ∈ (W 1,2(R3))3. Proto také

div(uδ)δ(t, x) = div
1

δ3

∫
R3

ω
(x− y

δ

)
ũ(t, y) dx

=
1

δ3

∫
R3

3∑
i=1

∂

∂xi
ω
(x− y

δ

)
ũi(t, y) dx = − 1

δ3

∫
R3

3∑
i=1

∂

∂yi
ω
(x− y

δ

)
ũi(t, y) dx

=
1

δ3

∫
R3

ω
(x− y

δ

)
div ũ(t, y) dx = 0.

To nám zaručuje, že d̊uležitá podmı́nka pro źıskáńı apriorńıch odhad̊u je zachována.
Nav́ıc je pro

u ∈ L∞(0, T ; (L2(Ω))3) ∩ L2(0, T ; (W 1,2(Ω))3)
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funkce
(uδ)δ ∈ L∞(0, T ; (L∞(Ω))3) ∩ L2(0, T ; (W 1,∞(Ω))3),

v prostorových proměnných dokonce hladká. Proto máme

Lemma 2.6. Necht’ δ > 0 a necht’ jsou splněny předpoklady Věty 2.4. Potom
existuje alespoň jedno slabé řešeńı systému (2.2) ve smyslu definice slabého řešeńı
Navier–Stokesových rovnic.

D̊ukaz. Nebudeme ho provádět detailně, protože v podstatě jenom koṕırujeme ana-
logický d̊ukaz pro Navier–Stokesovy rovnice. Proto jenom naznač́ıme základńı ideu.

Krok 1 : Galerkinova aproximace — je zcela analogická jako u Navier–Stoke-
sových rovnic, jen je mı́rně modifikovaný nelineárńı člen, tj. nelinearita je
sice kvadratická, ale v jiném tvaru. To ale nic neměńı na výsledku lokálńı
existence na (0, T ].

Krok 2 : • Pokud použijeme jako testovaćı funkci

un(t, x) =

n∑
j=1

cnj (t)w
j(x),

kde {wi}∞i=1 je vhodná báze prostoru W 1,2
0,div(Ω), dostaneme

1

2

d

dt
‖un‖22 + ‖∇un‖22 =

∫
Ω

f · un dx ≤ C‖f‖ 6
5
‖∇un‖2,

zbytek je zřejmý.
• Analogicky jako v př́ıpadě Navier–Stokesových rovnic lze odhadnout
derivaci v čase d́ıky

”
hladkosti“ konvektivńıho členu. Dostaneme∥∥∥∂un

∂t

∥∥∥
L2(0,T ;(W 1,2

0,div(Ω))∗)
≤ C(δ),∥∥∥∂un

∂t

∥∥∥
L

4
3 (0,T ;(W 1,2

0,div(Ω))∗)
≤ C.

Co se týká odhad̊u nezávislých na δ, připomeňme, že

‖uδ‖q ≤ ‖u‖q, 1 ≤ q ≤ ∞,

což je d̊usledek tzv. Hörmander–Youngovy nerovnosti

‖u ∗ ωδ‖q ≤ ‖ωδ‖1‖u‖q = ‖ω‖1‖u‖q,
obecně pak

‖u ∗ ωδ‖r ≤ ‖ωδ‖p‖u‖q,
1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1,

a proto se konvektivńı člen chová, pokud chceme odhady nezávislé na δ,
přesně jako u Navier–Stokesových rovnic.

Krok 3 : Limitńı přechod — stejně jako u Navier–Stokesových rovnic se po-
užije Aubin–Lionsovo lemma a fakt, že apriorńı odhady a silná konvergence
v L2((0, T )×Ω) implikuj́ı silnou konvergenci v L2(0, T ;Lq(Ω)) pro 1 ≤ q < 6
a Lp(0, T ;L2(Ω)) pro 1 ≤ p < ∞. (Detaily jsou ponechány čtenáři za
cvičeńı.)

�
Jen pro zd̊urazněńı zopakujme, že předchoźı lemma nám dává odhad

‖uδ‖L∞(0,T ;(L2(Ω))3) + ‖∇uδ‖L2(0,T ;(L2(Ω))3×3) +
∥∥∥∂uδ

∂t

∥∥∥
L

4
3 (0,T ;(W 1,2

0,div(Ω))∗)
≤ C,

kde konstanta C nezáviśı na δ.
Daľśım krokem je přechod δ → 0+. Máme následuj́ıćı výsledek.
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Lemma 2.7. Existuje posloupnost δn → 0+ taková, že

uδn ⇀∗ u v L∞(0, T ; (L2(Ω))3),

uδn ⇀ u v L2(0, T ; (W 1,2(Ω))3),

uδn → u v (L2((0, T )× Ω))3,

kde u je slabé řešeńı Navier–Stokesových rovnic.

D̊ukaz. Postupujeme analogicky jako výše. Jediný netriviálńı člen je člen konvek-
tivńı, kde je třeba jisté opatrnosti kv̊uli nelokálńımu členu. Vı́me, že ∇uδn ⇀ ∇u
v (L2((0, T )× Ω))3×3. Proto zbývá ukázat, že

(uδn)δn → u v (L2((0, T )× Ω))3,

neboli

uδn ∗ ωδn → u v (L2((0, T )× Ω))3.

Uvědomme si, že v́ıme, že uδn → u v (L2((0, T )× Ω))3, a proto

‖(uδn)δn − u‖(L2((0,T )×Ω))3

≤ ‖(uδn)δn − uδn‖(L2((0,T )×Ω))3 + ‖uδn − u‖(L2((0,T )×Ω))3 .

Zbývá pouze ukázat, že prvńı člen jde k nule. Tedy

‖(uδn)δn − uδn‖2(L2((0,T )×Ω))3

=

∫ T

0

∫
Ω

( 1

δ3n

∫
Ω

ω
(x− y

δn

)(
uδn(t, y)− uδn(t, x)

)
dy

)2

dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

(∫
B1(0)

ω(z)
(
uδn(t, x− zδn)− uδn(t, x)

)
dz

)2

dx dt ≡ I1,

a protože uδn → u v (L2((0, T )×Ω))3, jsou funkce {uδn} stejně spojité v pr̊uměru
v druhé mocnině, tj.

I1 ≤
∫
B1(0)

ω2(z) dz

∫
B1(0)

∫ T

0

∫
Ω

(
uδn(t, x− zδn)− uδn(t, x)

)2
dx dtdz → 0

pro δn → 0+. �

Zbývá se pod́ıvat na existenci tlaku a na zobecněnou energetickou nerovnost.
Pokud přeneseme konvektivńı člen na pravou stranu, dostaneme jak pro limitńı
Navier–Stokesovy rovnice, tak pro (2.2) následuj́ıćı odhad pro tlak:

‖∇p‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))3)

≤ C
(
‖f‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))3) + ‖u · ∇u‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))3)

)
+ C1(u0),

‖∇pδn‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))3)

≤ C
(
‖f‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))3) + ‖(uδn)δn · ∇uδn‖Lt(0,T ;(Ls(Ω))3)

)
+ C1(u0).

Volbou t = 5
3 a s = 15

14 dostáváme

‖(uδn)δn · ∇uδn‖
L

5
3 (0,T ;(L

15
14 (Ω))3)

≤ ‖(uδn)δn‖L10(0,T ;(L
30
13 (Ω))3)

‖∇uδn‖L2(0,T ;(L2(Ω))3×3)

≤ C‖(uδn)δn‖
1
5

L2(0,T ;(L6(Ω))3)‖(u
δn)δn‖

4
5

L∞(0,T ;(L2(Ω))3)‖∇uδn‖L2(0,T ;(L2(Ω))3×3)

≤ konst.,
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a tedy

‖∇p‖
L

5
3 (0,T ;(L

15
14 (Ω))3)

≤ C,

‖∇pδn‖
L

5
3 (0,T ;(L

15
14 (Ω))3)

≤ C,

což při normováńı tlaku∫
Ω

pδn dx =

∫
Ω

p dx = 0 ∀t ∈ (0, T )

dává

‖p‖
L

5
3 ((0,T )×Ω)

≤ C1

‖pδn‖
L

5
3 ((0,T )×Ω)

≤ C1,

kde C1 je nezávislá na δn. Proto máme pro limitńı problém i pro problém (2.2)

existenci tlaku; pro (2.2) je tlak stejnoměrně omezen v L
5
3 ((0, T ) × Ω), a tud́ıž

i v L
3
2 ((0, T ) × Ω). Tedy limitńı dvojice (u, p) je určitě řešeńım (1.1) ve smyslu

distribućı. Zbývá dokázat splněńı zobecněné energetické nerovnosti.

Lemma 2.8. Řešeńı (u, p) splňuje zobecněnou energetickou nerovnost (2.1).

D̊ukaz. Protože (uδn)δn je omezená, neńı těžké si uvědomit, že uδn je dobrá tes-
tovaćı funkce pro (2.2) s δ = δn. Přesněji, testujeme 2uδnΦ, kde Φ je nezáporná
hladká funkce s kompaktńım nosičem v (0, T )×Ω. Pokud budeme opakovat výpočet
ze Sekce 2.1, dostaneme∫

Ω

|uδn |2(t, ·)Φ(t, ·) dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

|∇uδn |2Φdx dτ

=

∫ t

0

∫
Ω

|uδn |2
(∂Φ
∂t

+∆Φ
)
dx dτ +

∫ t

0

∫
Ω

|uδn |2(uδn)δn · ∇Φdxdτ

+ 2

∫ t

0

∫
Ω

pδnuδn · ∇Φdx dτ + 2

∫ t

0

∫
Ω

f · uδnΦdx dτ .

Tuto rovnost vynásob́ıme funkćı ψ(t) ≥ 0, ψ(t) ∈ C∞
0 (0, T ), a budeme integrovat

přes čas, t ∈ (0, T ):∫ T

0

∫
Ω

|uδn |2(t, ·)Φ(t, ·) dxψ(t) dt+ 2

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

|∇uδn |2Φdxdτψ(t) dt

=

∫ T

0

[ ∫ t

0

∫
Ω

|uδn |2
(∂Φ
∂t

+∆Φ
)
dxdτ +

∫ t

0

∫
Ω

|uδn |2(uδn)δn · ∇Φdxdτ

+2

∫ t

0

∫
Ω

pδnuδn · ∇Φdxdτ + 2

∫ t

0

∫
Ω

f · uδnΦdxdτ
]
ψ(t) dt.

Nyńı provedeme limitu pro δn → 0+. V prvńım členu použijeme fakt, že uδn → u
v (L2((0, T ) × Ω))3, ve druhém pak Fatouovo lemma. Ve třet́ım členu se využije
silná konvergence (viz Lemma 2.6), ve čtvrtém silná konvergence v L3((0, T )×Ω);
ta plyne z odhadu

‖u‖
(L

10
3 ((0,T )×Ω))3

≤ ‖u‖
2
5

L∞(0,T ;(L2(Ω))3)‖u‖
3
5

L2(0,T ;(L6(Ω))3),

a z interpolace L3 mezi L2 a L
10
3 . Výpočet pro (uδn)δn je analogický jako dř́ıve,

tj. ‖(uδn)δn −uδn‖(L3((0,T )×Ω))3 → 0. V pátém členu použijeme slabou konvergenci
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pδn v L
5
3 ((0, T )×Ω) a silnou konvergenci uδn v (L

5
2 ((0, T )×Ω))3, posledńı člen je

zřejmý. Proto máme∫ T

0

∫
Ω

|u|2Φdxψ(t) dt+ 2

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2Φdxdτψ(t) dt

≤
∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

|u|2
(∂Φ
∂t

+∆Φ
)
dxdτψ(t) dt+

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

|u|2u · ∇Φdxdτψ(t) dt

+ 2

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

pu · ∇Φdxdτψ(t) dt+ 2

∫ T

0

∫ t

0

∫
Ω

f · uΦdxdτψ(t) dt ,

tj. d́ıky tomu, že nerovnost plat́ı ∀ψ ∈ C∞
0 (0, T ), ψ ≥ 0, dostáváme nerovnost (2.1)

s.v. na (0, T ). �

Lemma 2.8 dokončuje d̊ukaz Věty 2.4.

2.3. Částečná regularita vhodného slabého řešeńı. Ćılem této kapitoly bude
charakterizovat množiny př́ıpadných singularit vhodného slabého řešeńı. Než se
do toho pust́ıme, muśıme nejprve precizovat pojmy jako je singulárńı a regulárńı
bod, a vyjasnit, co rozumı́me pod pojmy k-dimenzionálńı parabolická mı́ra či k-
dimenzionálńı Hausdorffova mı́ra.

Budeme nadále předpokládat, že f = 0. Pro př́ıpad f 6= 0 odkazujeme na článek
[4].

Definice 2.9. Necht’ z = (t, x) ∈ (0, T )×Ω. Řekneme, že z je regulárńı bod vhod-
ného slabého řešeńı Navier–Stokesových rovnic na (0, T )×Ω, pokud ∃Uδ(z) takové,
že u ∈ C0,α(Uδ(z)) pro jisté 0 < α ≤ 1. Bod z je singulárńı bod vhodného slabého
řešeńı Navier–Stokesových rovnic na (0, T )× Ω, pokud neńı bodem regulárńım.

Poznámka 2.10. Hölderovská spojitost rychlosti de facto implikuje i jistou hladkost
tlaku, my se ale touto problematikou zabývat nebudeme. Jen zmiňme, že obecně
nev́ıme, zda u je spojitě diferencovatelné i v čase, a tud́ıž nemáme plnou regularitu.

Zaved’me následuj́ıćı značeńı (z0 = (t0, x0) ∈ (0, T )× Ω):

Q(z0, r) =
{
z = (t, x) ∈ (0, T )× Ω; t ∈ (t0 − r2, t0), x ∈ Br(x0)

}
,

Q∗(z0, r) =
{
z = (t, x) ∈ (0, T )× Ω; t ∈

(
t0 − 7

8r
2, t0 +

1
8r

2
)
, x ∈ Br(x0)

}
.

Definice 2.11. Necht’ X ⊂ R× RN , k ∈ R+. Potom Pk(X) definované jako

Pk(X) = lim
δ→0

Pk
δ (X) = sup

δ>0
Pk
δ (X),

kde

Pk
δ (X) = inf

{ ∞∑
i=1

rki ; X ⊂
∞⋃
i=1

Q(zi, ri), ri < δ
}
,

nazýváme k-dimenzionálńı parabolická mı́ra X (tj. pokrýváme X spočetně mnoha
parabolickými cylindry) a Hk(X) definované jako

Hk(X) = lim
δ→0

Hk
δ (X) = sup

δ>0
Hk

δ (X),

kde

Hk
δ (X) = inf

{ ∞∑
i=1

rki ; X ⊂
∞⋃
i=1

Bri(zi), ri < δ
}
,

nazýváme k-dimenzionálńı Hausdorffova mı́ra X (tj. pokrýváme X spočetně mnoha
koulemi v RN+1).
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Obrázek 1. Pokryt́ı parabolického válce koulemi

Poznámka 2.12. Plat́ı Hk(X) ≤ cPk(X), nebot’ pro r < 1 je situace jako na ob-
rázku 1, tj. množinu pokrytou parabolickým cylindrem pokryjim koulemi o stejném
poloměru, m je konečné a nezávislé na δ a k, záviśı ale na N . Proto

m
∑
i

rki = m
∑
i

rki =
∑
j

rkj

(neboli m× pokryt́ı cylindry = m× pokryt́ı koulemi = pokryt́ı koulemi) a z toho
plyne, že

m inf
{∑

i r
k
i ; X pokryto cylindry Q(zi, ri), ri < δ

}
≥ inf

{∑
j r

k
j ; X pokryto koulemi o poloměru rj , rj < δ

}
⇒ mPk

δ (X) ≥ Hk
δ (X), ∀0 < δ < 1.

Naš́ım ćılem je ukázat následuj́ıćı:

Věta 2.13. Necht’ D ⊂ D ⊂ (0, T )× Ω, SD = S ∩D, kde S je množina singulár-
ńıch bod̊u, tj. všech bod̊u z (0, T ) × Ω, které nejsou regulárńı. Potom P1(SD) = 0,
tj. jednodimenzionálńı parabolická mı́ra množiny singulárńıch bod̊u lež́ıćıch uvnitř
časoprostorového válce je nulová.

K d̊ukazu Věty 2.13 budeme potřebovat

Věta 2.14. Existuje ε∗ > 0 takové, že pokud

(2.3) lim sup
r→0+

1

r

∫
Q∗(z0,r)

|∇u|2 dxdt < ε∗,

potom z0 je regulárńı bod.

Důkaz Věty 2.14 provedeme v daľśı kapitole. Budeme ještě potřebovat následuj́ıćı
pokrývaćı lemma.

Lemma 2.15. Necht’ J je tř́ıda parabolických cylindr̊u Q∗(z, r), které jsou ob-
saženy v omezené podmnožině R × R3. Potom existuje nejvýše spočetná podtř́ıda
J ′ = {Q∗

i (zi, ri)}∞i=1 taková, že

(2.4) Q∗
i ∩Q∗

j = ∅, i 6= j,

(2.5) ∀Q∗ ∈ J ∃Q∗
i (zi, ri) ∈ J ′ : Q∗ ⊂ Q∗

i (zi, 5ri).

D̊ukaz. Položme J0 = J a postupujme indukćı. Mějme zvolené {Q∗
k}nk=1 a položme

Jn = {Q∗ ∈ J , Q∗ ∩ Q∗
k = ∅, 1 ≤ k ≤ n} (tj. pro n = 0 neděláme nic). Je-li

Jn 6= ∅, zvolme Q∗
n+1(zn+1, rn+1) ∈ Jn tak, že ∀Q∗(z, r) ∈ Jn : r ≤ 3

2rn+1. Je-li
Jn = ∅, pak proces ukonč́ıme a J ′ =

⋃n
i=1Q

∗
i . Je-li proces nekonečný, pak nutně

rn → 0 (jinak spor s omezenost́ı množiny). Z konstrukce je zřejmé, že všechny
cylindry v J ′ jsou disjunktńı. Zbývá ukázat druhou vlastnost. Vezměme libovolný

Q̃∗ = Q̃∗(z, r) ∈ J \ J ′. Potom existuje n ∈ N0 tak, že Q̃∗ ∈ Ji pro i = 0, ..., n a
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Q̃∗ /∈ Jn+1 (jinak spor s rn → 0). Tedy Q̃∗ ∩ Q∗
n+1 6= ∅ a rn+1 ≥ 2

3r. Provedeme
natažeńı x-krát a

x · rn+1 ≥
(
1 + 2 · 3

2

)
rn+1 = 4rn+1 =⇒ x ≥ 4,

1

8
(xrn+1)

2 ≥
(1
8
+

9

4

)
r2n+1 =

19

8
r2n+1 =⇒ x2 ≥ 19.

Tedy stač́ı uvažovat x = 5 a Q̃∗ ⊂ Q∗
n+1(zn+1, 5rn+1). �

D̊ukaz. (Věta 2.13) Necht’ (u, p) je vhodné slabé řešeńı a necht’ S je jeho singulárńı
množina, SD jej́ı pr̊umět do omezené množiny D lež́ıćı uvnitř časoprostorového
válce. Potom dle Věty 2.14

z = (t, x) ∈ SD ⇒ lim sup
r→0+

1

r

∫
Q∗(z,r)

|∇u|2 dx dt ≥ ε∗.

Necht’ V je okoĺı SD v R × R3 a necht’ δ > 0 je dostatečně malé. Pro každé
(t, x) ∈ SD zvolme Q∗(z, r) s r < δ tak, že

1

r

∫
Q∗(z,r)

|∇u|2 dxdt ≥ ε∗

2
a Q∗(z, r) ⊂ V.

Podle Lemmatu 2.15 v́ıme, že existuje disjunktńı tř́ıda {Q∗
i (zi, ri)}∞i=1 tak, že SD ⊂⋃

iQ
∗
i (zi, 5ri) a

∞∑
i=1

ri ≤
2

ε∗

∑
i

∫
Q∗

i (zi,ri)

|∇u|2 dx dt ≤ 2

ε∗

∫
V

|∇u|2 dx dt ≤ K

ε∗
.

Uvědomme si, že (L4 znač́ı čtyřdimenzionálńı Lebesgueovu mı́ru)

L4(SD) ≤ C

∞∑
i=1

(5ri)
5 ≤ Cδ4

∞∑
i=1

ri ≤ C
δ4

ε∗
,

kde δ > 0 lze zvolit libovolně malé, a proto L4(SD) = 0. Dále, P1(SD) ≤
∑∞

i=1 5ri ≤
5
ϵ∗

∫
V
|∇u|2 dx dt pro každé okoĺı V množiny SD. Protože SD má čtyřdimenzionálńı

Lebesgueovu mı́ru nulovou a ∇u ∈ (L2((0, T )× Ω))3×3, můžeme brát V libovolně
malé, a d́ıky absolutńı spojitosti Lebesgueova integrálu je P1(SD) = 0. �

Důsledek 2.16. Množina singulárńıch čas̊u (tedy čas̊u v (0, T ), kde se nacháźı bod
ze singulárńı množiny S) má 1

2 -dimenzionálńı Hausdorffovu mı́ru nulovou.

D̊ukaz. Je-li X ⊂ R×R3, ΣX projekce X na R a P1(X) = 0, pak je H 1
2 (ΣX) = 0.

Máme-li totiž X pokryto spočetně mnoha válci s poloměrem ri ≤ δ takovými,
že

∑
i ri = o(1) pro δ → 0+, potom je projekce na časovou osu pokryta spočetně

mnoha intervaly délky ρi = r2i ≤ δ2 = ∆. Potom
∑

i ρ
1
2
i =

∑
i ri = o(1) pro δ → 0+,

tedy i pro ∆ → 0+. �

Důsledek 2.17. Jestlǐze řešeńı splňuje ∇u ∈ L4(0, T ; (L2(Ω))3×3) (tj. je splněno
i u ∈ L4(0, T ; (L6(Ω))3)), pak je S prázdná.

D̊ukaz. Necht’ z = (t, x) a poč́ıtejme∫
Q∗(z,r)

|∇u|2 dy dt =
∫ t+ 1

8 r
2

t− 7
8 r

2

(∫
|x−y|<r

|∇u|2 dy
)
dτ

≤ Cr
(∫ t+ 1

8 r
2

t− 7
8 r

2

(∫
|x−y|<r

|∇u|2 dy
)2

dτ
) 1

2

,



12 MILAN POKORNÝ

a tedy

lim sup
r→0+

1

r

∫
Q∗(z,r)

|∇u|2 dy dt

≤ C lim sup
r→0+

(∫ t+ 1
8 r

2

t− 7
8 r

2

(∫
|x−y|<r

|∇u|2 dy
)2

dτ
) 1

2

= 0

d́ıky absolutńı spojitosti Lebesgueova integrálu (integrál je konečný a zmenšuji
množinu). �

Poznámka 2.18. Poznamenejme, že u ∈ L4(0, T ; (L6(Ω))3) odpov́ıdá přesně Prodi–
Serrinovým podmı́nkám, nebot’ 2

4+
3
6 = 1. Obecně, je-li ∇u ∈ Lp(0, T ; (Lq(Ω))3×3),

2
p +

3
q = 2, potom je možno ukázat, že pro libovolné ∞ ≥ q > 3

2 , tedy 1 ≤ p <∞, je

řešeńı regulárńı a jediné na tř́ıdě Leray–Hopfových slabých řešeńı; d̊ukaz je podobný
př́ıpadu Prodi–Serrinových podmı́nek pro samotnou rychlost. Poznamenejme, že i
∇u ∈ L∞(0, T ; (L

3
2 (R3))3×3) implikuje regularitu, nebot’ u ∈ L∞(0, T ; (L3(R3))3).

Nav́ıc, pokud předpokládáme, že ∇u ∈ Lp(0, T ; (Lq(Ω))3×3) pro p i q ≥ 2 (tedy
q ∈ [2, 3]), potom stejně jako výše můžeme ukázat, že∫

Q∗(z,r)

|∇u|2 dy dt =
∫ t+ 1

8 r
2

t− 7
8 r

2

(∫
|x−y|<r

|∇u|2 dy
)
dτ

≤ Cr2
p−2
p +3 q−2

q

(∫ t+ 1
8 r

2

t− 7
8 r

2

(∫
|x−y|<r

|∇u|q dy
) p

q

dτ
) 2

p

,

proto pro 2p−2
p + 3 q−2

q , tedy 2
p + 3

q = 2, máme, že množina singulárńıch bod̊u je

prázdná. V pr̊uběhu výpočtu jsme použili, že p i q ≥ 2.

2.4. Důkaz lokálńıho kritéria regularity. V této kapitole dokážeme Větu 2.14,
která nám v předchoźı části umožnila studovat částečnou regularitu. Bez újmy na
obecnosti, kv̊uli zjednodušeńı notace, budeme brát z = (0, 0) a mı́sto Q∗ bereme
Q. Př́ıpad z 6= (0, 0) resp. Q∗ lze źıskat analogicky. Budeme nadále psát Qr mı́sto
Q((0, 0), r).

Věta 2.19. Existuj́ı konstanty ε0 > 0, C0 > 0 takové, že pokud pro (u, p) vhodné
slabé řešeńı plat́ı

(2.6)

∫
Q1

(
|u|3 + |p| 32

)
dx dt ≤ ε0,

pak ‖u‖(C0,α(Qk))3
≤ C0 pro jisté 0 < α ≤ 1, 0 < k ≤ 1.

K d̊ukazu budeme potřebovat několik pomocných tvrzeńı.

Lemma 2.20. Necht’ (un, pn) je posloupnost vhodných slabých řešeńı Navier–Sto-
kesových rovnic splňuj́ıćıch

(2.7) ess sup
t∈(−1,0)

∫
B1(0)

|un(t, ·)|2 dx <∞,

(2.8)

∫
Q1

|∇un|2 dx dt <∞,

(2.9)

∫
Q1

|pn|
3
2 dxdt <∞.

Je-li (u, p) slabá (či slabá-∗) limita (un, pn) v prostorech s výše uvedenými normami,
pak (u, p) je vhodné slabé řešeńı Navier–Stokesových rovnic.
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D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu Věty 1.1. Potřebujeme silnou konvergenci v
L3(Q1), na to chceme použ́ıt Aubin–Lionsovo lemma. Potřebujeme tedy odhad na
časovou derivaci. V distributivńım smyslu máme

∂un

∂t
= ∆un − un · ∇un −∇pn

a z předpoklad̊u máme omezenost posloupnost́ı

• ∆un v L2(−1, 0; (W−1,2(B1))
3),

• ∇pn v L
3
2 (−1, 0; (W−1, 32 (B1))

3),

• un · ∇un v L
5
3 (−1, 0; (L

15
14 (B1))

3),

přičemž L
15
14 (B1) ↪→W−1, 53 (B1) ↪→W−1, 32 (B1) = (W 1,3

0 (B1))
∗. Nejhorš́ı informace

je z tlaku. Máme tedy, že ∂un

∂t je omezeno v prostoru L
3
2 (−1, 0; (W−1, 32 (B1))

3).

Použit́ım Aubin–Lionsova lemmatu (W 1,2(B1)↪→↪→L2(B1) ↪→ W−1, 32 (B1)) dostá-

váme un → u v (L2(Q1))
3, což spolu s omezenost́ı un v (L

10
3 (Q1))

3 dává un → u
v (Lq(Q1))

3 pro 1 ≤ q < 10
3 , tj. i pro q = 3. Zbytek d̊ukazu je zřejmý.

�

Lemma 2.21. Existuje ε0 > 0 takové, že pokud
∫
Q1

(
|u|3 + |p| 32

)
dxdt ≤ ε0 pro

(u, p) vhodné slabé řešeńı Navier–Stokesových rovnic, potom

(2.10)
(
θ−5

∫
Qθ

|u− uθ|3

θα0
dxdt

) 1
3

+ θ
(
θ−5

∫
Qθ

|p− pθ(t)|
3
2

θα0
dxdt

) 2
3

≤ 1

2

((∫
Q1

|u|3 dx dt
) 1

3

+
(∫

Q1

|p| 32 dxdt
) 2

3
)

pro jisté θ ∈ (0, 1) (lze brát θ ∈ (θ, θ), θ = θ
2
, 0 < θ < θ < 1) a α0 ∈ (0, 12 ), kde

(2.11) uθ = θ−5

∫
Qθ

u(τ, y) dy dτ, pθ(t) = θ−3

∫
Bθ

p(t, y) dy, −θ−2 ≤ t ≤ 0.

D̊ukaz. Tvrzeńı budeme dokazovat sporem. Necht’ existuje posloupnost εi → 0+

tak, že εi = ‖ui‖(L3(Q1))3+‖pi‖
L

3
2 (Q1)

, kde (ui, pi) je posloupnost vhodných slabých

řešeńı, a necht’ zároveň (2.10) neplat́ı pro žádné θ ∈ (0, 1) a pro dvojice (ui, pi),
i ∈ N. Označme Ui =

ui

ϵi
a Pi =

pi

ϵi
. Tyto veličiny splňuj́ı ve slabém smyslu

∂Ui

∂t
+ εiUi · ∇Ui −∆Ui +∇Pi = 0,

divUi = 0;

nav́ıc to je zřejmě vhodné slabé řešeńı, a je tak splněna zobecněná energetická
nerovnost pro každé Φ ∈ C∞

0 ((−1, 0]×B1),Φ ≥ 0 ve tvaru∫
B1

Φ(t, ·)|Ui(t, ·)|2 dx+ 2

∫ t

−1

∫
B1

Φ|∇Ui|2 dxdt

≤
∫ t

−1

∫
B1

|Ui|2
(
∂Φ

∂t
+∆Φ

)
dx dt+

∫ t

−1

∫
B1

(
2Pi + εi|Ui|2

)
Ui · ∇Φdxdt.

Máme ‖Ui‖(L3(Q1))3 ≤ 1, ‖Pi‖
L

3
2 (Q1)

≤ 1, tedy také máme, že Ui je omezeno v

L∞
loc((−1, 0]; (L2

loc(B1))
3) a v L2

loc((−1, 0]; (W 1,2
loc (B1))

3); proto též v (L
10
3

loc((−1, 0]×
B1))

3. Použit́ım podobného postupu jako v d̊ukazu Lemmatu 2.20 dostaneme

Ui ⇀ U v (L3(Q1))
3,

Pi ⇀ P v L
3
2 (Q1),
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a také

Ui → U v (Lq
loc((−1, 0]×B1))

3 pro 1 ≤ q <
10

3
,

kde dvojice (U, P ) řeš́ı ve slabém smyslu

∂U

∂t
−∆U+∇P = 0,

divU = 0.

Ze slabé zdola polospojitosti norem dostáváme ‖U‖(L3(Q1))3 ≤ 1, ‖P‖
L

3
2 (Q1)

≤
1. Nyńı můžeme využ́ıt znalost́ı o Stokesově problému, speciálně toho, že U je
hölderovsky spojitá funkce v čase, řekněme s exponentem 2α0, a lipschitzovsky
spojitá v prostoru. (Důkaz je technický, ale v podstatě standardńı a dobře známý.)
Proto máme

θ−5

∫
Qθ

|U−Uθ|3 dx dt ≤ Cθ−5

∫
Qθ

(
θ2α0 + θ

)3
dxdt ≤ 1

2

1

53
θα0

volbou dostatečně malého θ ≤ 1
2 . Nav́ıc máme Ui → U v (L3

loc((−1, 0] × B1)
3, a

proto

(2.12) θ−5

∫
Qθ

|Ui −Ui,θ|3 dxdt ≤
1

53
θα0

pro dostatečně velké i0, i ≥ i0.
Nyńı uvažujme tlak. Máme

∆Pi = −εi div div(Ui ⊗Ui) = −εi
∂Uk

i

∂xl

∂U l
i

∂xk
.

Můžeme tedy psát Pi = hi + gi, kde hi je harmonická funkce v B 2
3
pro t ∈ (−1, 0),

a gi splňuje

∆gi = −εi
∂Uk

i

∂xl

∂U l
i

∂xk
v B 2

3
,

gi = 0 na ∂B 2
3
.

Položme

hi,θ(t) = θ−3

∫
Bθ

hi(t, x) dx,

gi,θ(t) = θ−3

∫
Bθ

gi(t, x) dx.

Potom máme∫
Qθ

|Pi − Pi,θ|
3
2 dxdt ≤ C

(∫
Qθ

|hi − hi,θ|
3
2 dxdt

+

∫
Qθ

|gi|
3
2 dx dt+

∫
Qθ

|gi,θ|
3
2 dxdt

)
.

Nyńı∫
Qθ

|gi|
3
2 dxdt+

∫
Qθ

|gi,θ|
3
2 dxdt ≤ Cε

3
2
i

∫
Qθ

|Ui|3 dxdt

+

∫
Qθ

θ−
9
2

(∫
Bθ

|gi(t, y)|
3
2 θ

3
2 dy

)
dxdt ≤ Cε

3
2
i

∫
Qθ

|Ui|3 dxdt,

kde jsme použili Hölderovu nerovnost s jedničkou a také Fubiniho větu. Dále∫
Qθ

|hi − hi,θ|
3
2 dxdt ≤ Cθ3θ

3
2 ,
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protože hi jsou harmonické funkce, tedy hladké v prostorových proměnných. Na-
v́ıc jsou stejnoměrně omezené v L

3
2 (−1, 0;L

3
2 (B 2

3
)), protože gi i Pi jsou takové.

Dohromady tak

θ
(
θ−5

∫
Qθ

|Pi − Pi,θ|
3
2 dxdt

) 2
3 ≤ Cθ

2
3 + Cεiθ

− 7
3 ≤ 1

5
θ

2
3α0

pro dostatečně malé εi a vhodné θ. Celkem tedy(
θ−5

∫
Qθ

|Ui − Ui,θ|3

θα0
dx dt

) 1
3

+ θ
(
θ−5

∫
Qθ

|Pi − Pi,θ|
3
2

θα0
dxdt

) 2
3 ≤ 2

5
,

což vede ke sporu. �

Nyńı už přistouṕıme k d̊ukazu Věty 2.19.

D̊ukaz. (Věta 2.19) Necht’
∫
Q1

(
|u|3 + |p| 32

)
dx dt ≤ ε0. Tedy(∫

Q1

|u|3 dxdt
) 1

3

+

(∫
Q1

|p| 32 dx dt
) 2

3

≤ ε̃0

pro ε̃0 malé. Definujme

u1(t, x) = θ−
α0
3

(
u(θ2t, θx)− uθ

)
p1(t, x) = θ1−

α0
3

(
p(θ2t, θx)− pθ(θ

2t)
)
.

Přepoč́ıtáme jednotlivé diferenciálńı výrazy:

∂u1

∂t
(t, x) =

∂u

∂τ
(θ2t, θx)θ2−

α0
3

u1 · ∇u1(t, x) = u · ∇yu(θ
2t, θx)θ1−

2α0
3 − uθ · ∇yu(θ

2t, θx)θ1−
2α0
3 nebo jinak

u1 · ∇u1(t, x) = u · ∇yu(θ
2t, θx)θ1−

2α0
3 − uθ · ∇xu1(t, x)θ

−α0
3

∆u1(t, x) = ∆yu(θ
2t, θx)θ2−

α0
3

∇p1(t, x) = ∇yp(θ
2t, θx)θ2−

α0
3

a z Navier–Stokesových rovnic pro (u, p) dostaneme rovnici pro (u1, p1)

∂u1

∂t
+ θ

(
uθ + θ

α0
3 u1

)
· ∇u1 +∇p1 −∆u1 = 0 v Q1.

Použijeme Lemma 2.21 pro dvojici (u, p):(
θ−5

∫
Qθ

|u(t, x)− uθ|3

θα0
dxdt

) 1
3

+ θ
(
θ−5

∫
Qθ

|p(t, x)− pθ(t)|
3
2

θα0
dxdt

) 2
3 ≤ 1

2
ε̃0.

Substitućı x = θy, t = θ2τ máme (τ, y) ∈ Q1 a(∫
Q1

|u1(τ, y)|3 dy dτ
) 1

3

+ θ
(∫

Q1

|p1(τ, y)|
3
2 θ−

3
2+

α0
2 −α0 dy dτ

) 2
3 ≤ 1

2
ε̃0;

protože je mocnina u θ záporná a θ < 1, je také(∫
Q1

|u1(τ, y)|3 dy dτ
) 1

3

+
(∫

Q1

|p1(τ, y)|
3
2 dy dτ

) 2
3 ≤ 1

2
ε̃0.

Nyńı chceme použ́ıt podobné lemma jako Lemma 2.21 pro (u1, p1) a pro θ ∈ (θ, θ),

θ = θ
2
. Limitńı problém je zde

∂U2

∂t
+ b · ∇U2 −∆U2 +∇P2 = 0,

divU2 = 0
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pro b = θ(u)θ konstantńı vektor. Neńı to tedy Stokes̊uv problém, ale máme stejné
vlastnosti řešeńı, speciálně také hölderovskou spojitost. Poznamenejme, že máme
též div(uθ · ∇ui) = 0. Nyńı

θ−5

∫
Qθ

|u1 − u1,θ|3

θα0
dxdt = θ−10

∫
Qθ2

|u− uθ2 |3

θ2α0
dxdt,

θ
(
θ−5

∫
Qθ

|p1 − p1,θ(t)|
3
2

θα0
dxdt

) 2
3

= θ2+
α0
3

(
θ−10

∫
Qθ2

|p− pθ2(t)| 32
θ2α0

dxdt
) 2

3

,

a proto iteraćı dostaneme

(2.13) r−5

∫
Qr

|u− ur|3 dxdt ≤ Cε0r
α0 ∀r ∈ (0, θ),

což implikuje hölderovskou spojitost — viz ńıže. �

Poznámka 2.22. To, že je u hölderovsky spojitá, plyne z teorie Morrey–Campanato-
vých prostor̊u. My je zavádět nebudeme, jen ukážeme, jak se hölderovská spojitost
dokáže. Máme

1

r5+α0

∫
Q((t0,x0);r)

|u− u(t0,x0);r|
3 dx dt ≤ C, α0 > 0, r ∈ (0, θ), (t0, x0) ∈ Qβ ,

0 < β ≤ 1, u(t0,x0);r =
1

|Qr|

∫
Q((t0,x0),r)

udx dt.

Pracujme pro jednoduchost s (t0, x0) = (0, 0). Pro R0 = θ
2 , Ri+1 = Ri

2 máme

|uRi
− uRi+1

|3 ≤ C
(
|uRi

− u(t, x)|3 + |u(t, x)− uRi+1
|3
)

a po integraci
∫
QRi+1

dx dt

|uRi
− uRi+1

|3

≤ CR−5
i+1

(∫
QRi

|uRi
− u(t, x)|3 dxdt+

∫
QRi+1

|u(t, x)− uRi+1
|3 dxdt

)
≤ CRα0

i .

Proto

|uR0
− uRn+1

| ≤ C

n∑
i=1

R
α0/3
0 2−iα0/3 ≤ CR

α0/3
0 .

Podobně též

|uRn
− uRn+m

| ≤ CRα0/3
n .

Odtud vid́ıme, že uRn
je cauchyovská posloupnost, a tedy existuje limn→∞ uRn

= u,
která je rovna u(0, 0).2 Proto

|u(0, 0)− u(0,0);R| ≤ CR
α0
3 .

Celou konstrukci lze provést pro skoro všechny body časoprostorového válce, při-
čemž odhad výše je stejnoměrný vzhledem k (t, x) ∈ Qr. Máme tedy pro R =

|z1 − z2| = max{|x1 − x2|,
√
|t1 − t2|}

|u(z1)− u(z2)| ≤ |u(z1)− uz1;2R|+ |uz1;2R − uz2;2R|+ |uz2;2R − u(z2)|.

2Ve skutečnosti je limita pro s.v. (t, x) ∈ Qr rovna u(t, x). Bez újmy na obecnosti předpoklá-

dáme, že (0, 0) je takový bod.
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Prvńı a třet́ı člen lze odhadnout shora výrazem CR
α0
3 , zat́ımco druhý člen odhad-

neme pomoćı Hölderovy nerovnosti

|uz1;2R − uz2;2R|

≤ 1

|S|

(∫
Q(z1;2R)

|uz1;2R − u(z)|dz +
∫
Q(z2,2R)

|uz2;2R − u(z)|dz
)

≤ C
1

R5
R

1
3 (5+α0)R5 2

3 = CR
α0
3 ,

kde S = Q(z1, 2R) ∩Q(z2, 2R). Proto

|u(z1)− u(z2)| ≤ CR
α0
3 ≤ C|z1 − z2|

α0
3 .

Hölderovská spojitost je dokázána.

Zaved’me nyńı následuj́ıćı značeńı:

(2.14)

A(r) = sup
−r2≤t≤0

1

r

∫
Br

|u|2 dx,

B(r) =
1

r

∫
Qr

|∇u|2 dx dt,

C(r) =
1

r2

∫
Qr

|u|3 dxdt,

D(r) =
1

r2

∫
Qr

|p| 32 dxdt.

Lemma 2.23. Pro 0 ≤ r ≤ ρ plat́ı

(2.15) C(r) ≤ K
[( r
ρ

)3

A
3
2 (ρ) +

(ρ
r

)3

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

]
.

D̊ukaz. Označme fρ = 1
|Bρ|

∫
Bρ
f dx. Potom∫

Br

|u|2 dx ≤
∫
Br

(
|u|2 − (|u|2)ρ

)
dx+

∫
Br

(|u|2)ρ dx

≤
∫
Bρ

∣∣|u|2 − (|u|2)ρ
∣∣ dx+

∫
Br

(|u|2)ρ dx

≤ Kρ

∫
Bρ

|∇(|u|2)|dx+

(
r

ρ

)3 ∫
Bρ

|u|2 dx

≤ Kρ

∫
Bρ

|u||∇u|dx+

(
r

ρ

)3 ∫
Bρ

|u|2 dx,

d́ıky Poincarého nerovnosti∫
Ω

|w −wΩ|dx ≤ (diam Ω)K

∫
Ω

|∇w|dx,

kde konstanta nezáviśı na Ω. Proto∫
Br

|u|2 dx ≤ Kρ
(∫

Bρ

|u|2 dx
) 1

2
(∫

Bρ

|∇u|2 dx
) 1

2

+
( r
ρ

)3
∫
Bρ

|u|2 dx

≤ Kρ
3
2A

1
2 (ρ)

(∫
Bρ

|∇u|2 dx
) 1

2

+
( r
ρ

)3

ρA(ρ).
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Dále ∫
Br

|u|3 dx ≤ K
(∫

Br

|u|2 dx
) 3

4
(∫

Br

|u|6 dx
) 3

12

≤ K
(∫

Br

|u|2 dx
) 3

4
(∫

Br

|∇u|2 dx
) 3

4

+K(r)
(∫

Br

|u|2 dx
) 3

2

,

kde pro kouli Br ⊂ R3 lze konstantu K(r) lze určit pomoćı škálováńı:∫
B1

|w|3 dx ≤ K
(∫

B1

|w|2 dx
) 3

4
(∫

B1

|∇xw|2 dx
) 3

4

+K(1)
(∫

B1

|w|2 dx
) 3

2

,

w(x) = u(rx), y = rx, ∇x = r∇y. Tedy

1

r3

∫
Br

|u|3 dy ≤ K
( 1

r3

) 3
4
(∫

Br

|u|2 dy
) 3

4
(∫

Br

|∇yu|2 dy
) 3

4
( 1

r3

) 3
4

(r2)
3
4

+K(1)
( 1

r3

) 3
2
(∫

Br

|u|2 dy
) 3

2

,

a odtud K(r) = 1

r
3
2
. Proto∫

Br

|u|3 dx ≤ K
(∫

Br

|u|2 dx
) 3

4
(∫

Br

|∇u|2 dx
) 3

4

+
K

r
3
2

(∫
Br

|u|2 dx
) 3

2

≤ K
(∫

Bρ

|u|2 dx
) 3

4
(∫

Bρ

|∇u|2 dx
) 3

4

+
K

r
3
2

(∫
Br

|u|2 dx
) 3

2

≤ Kρ
3
4A

3
4 (ρ)

(∫
Bρ

|∇u|2 dx
) 3

4

+
K

r
3
2

[(
ρ

3
2A

1
2 (ρ)

(∫
Bρ

|∇u|2 dx
) 1

2
) 3

2

+
(( r

ρ

)3

ρA(ρ)
) 3

2
]

≤ K
[
ρ

3
4A

3
4 (ρ)

(∫
Bρ

|∇u|2 dx
) 3

4

+
ρ

9
4

r
3
2

A
3
4 (ρ)

(∫
Bρ

|∇u|2 dx
) 3

4

+
r3

ρ3
A

3
2 (ρ)

]
.

Nyńı budeme integrovat přes čas
∫ 0

−r2
·dt:∫

Qr

|u|3 dx dt ≤ K
[ ∫ 0

−r2

(∫
Bρ

|∇u|2 dx
) 3

4

dt
(
ρ

3
4A

3
4 (ρ) +

ρ
9
4

r
3
2

A
3
4 (ρ)

)
+
r5

ρ3
A

3
2 (ρ)

]
≤ Kr

1
2

(∫
Qρ

|∇u|2 dx dt
) 3

4
(
ρ

3
4A

3
4 (ρ) +

ρ
9
4

r
3
2

A
3
4 (ρ)

)
+K

r5

ρ3
A

3
2 (ρ).

Odtud

C(r) ≤ K
r3

ρ3
A

3
2 (ρ) +KA

3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

[(ρ
r

) 3
2

+
(ρ
r

)3]
,

a protože ρ ≥ r, je ρ
3
2

r
3
2
≤ ρ3

r3 , č́ımž konečně dostáváme

C(r) ≤ K
[( r
ρ

)3

A
3
2 (ρ) +

(ρ
r

)3

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

]
.

Důkaz je hotov. �

Lemma 2.24. Pro 0 < r ≤ ρ plat́ı

(2.16) D(r) ≤ K
[(ρ
r

)2

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ) +

r

ρ
D(ρ)

]
.
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D̊ukaz. Vı́me, že tlak lze psát jako p = p1 + p2, kde

∆p2 = 0 vBρ

∆p1 = −div div
(
u⊗ u− (u⊗ u)ρ

)
vBρ,

p1 = 0 na ∂Bρ.

Proto d́ıky Calderón–Zygmundově teorii∫
B1

|p1|
3
2 dx ≤ K

∫
B1

|u⊗ u− (u⊗ u)1|
3
2 dx ≤ K

(∫
B1

|∇(u⊗ u)|dx
) 3

2

.

Pomoćı Poincarého nerovnosti a škálováńı dostáváme∫
Bρ

|p1|
3
2 dx ≤ K‖∇(u⊗ u)‖

3
2

L1(Bρ)
≤ K

(∫
Bϱ

|∇u||u|dx
) 3

2

≤ Kρ
3
4A

3
4 (ρ)

(∫
Bρ

|∇u|2 dx
) 3

4

.

Tedy∫
Qρ

|p1|
3
2 dxdt ≤ Kρ

3
4A

3
4 (ρ)ρ

1
2

(1
ρ

∫
Qρ

|∇u|2 dxdt
) 3

4

ρ
3
4 = Kρ2A

3
4 (ρ)B

3
4 (ρ).

Proto∫
Qρ

|p2|
3
2 dxdt ≤ K

(∫
Qρ

|p| 32 dx dt+
∫
Qρ

|p1|
3
2 dx dt

)
≤ K%2

[
D(ρ)+A

3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

]
.

Protože p2 je harmonická v Bρ, máme

1

r3

∫
Br

|p2|
3
2 dx ≤ K

ρ3

∫
Bρ

|p2|
3
2 dx,

kdeK nezáviśı na ρ a r. Toto plyne z věty o středńı hodnotě pro harmonické funkce.
Je-li 1

2ρ ≤ r ≤ ρ, tvrzeńı je zřejmé. Proto stač́ı předpokládat, že r < 1
2ρ. V tomto

př́ıpadě pro libovolné x ∈ Br a s < 1
2ρ máme

p2(x) =
1

4πs2

∫
∂Bs(x)

p2(y) dSy,

tedy

s2|p2(x)|
3
2 ≤ C

∫
∂Bs(x)

|p2(y)|
3
2 dSy.

Integrujeme-li tuto nerovnost přes s ∈ (0, 12ρ), dostáváme

|p(x)| 32 ≤ C

ρ3

∫
B 1

2
ρ
(x)

|p2|
3
2 dy ≤ C

ρ3

∫
Bρ

|p2|
3
2 dy.

Pokud tuto nerovnost integrujeme přes Br, dostáváme dokazované tvrzeńı. Proto
pro r ≤ ρ

1

r3

∫
Qr

|p2|
3
2 dxdt ≤ K

ρ3

∫
Qρ

|p2|
3
2 dx dt.
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Tedy

D(r) =
1

r2

∫
Qr

|p| 32 dxdt ≤ K

r2

(∫
Qr

|p1|
3
2 dxdt+

∫
Qr

|p2|
3
2 dxdt

)
≤ K

( 1

r2

∫
Qr

|p1|
3
2 dx dt+

r

ρ

1

ρ2

∫
Qρ

|p2|
3
2 dxdt

)
≤ K

[(ρ
r

)2

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ) +

r

ρ
D(ρ) +

r

ρ
A

3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

]
,

≤ K
[(ρ
r

)2

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ) +

r

ρ
D(ρ)

]
,

nebot’ 0 < r ≤ ρ. �

Nyńı se můžeme pustit do d̊ukazu Věty 2.14.

D̊ukaz. (Věty 2.14) Bez újmy na obecnosti uvažujme z0 = (0, 0), Q∗ nahrad́ıme Q.
Vezměme r ≤ ρ

2 a zobecněnou energetickou nerovnost (2.1) s

Φ

 = 1 naQr,
= 0 na (R− × R3)\Qρ,
∈ C∞ naQρ\Qr,

kde 0 ≤ Φ ≤ 1 a ∇kΦ ≤ K
ρk , k = 1, 2, ∂Φ

∂t ≤ K
ρ2 . Potom máme

sup
−r2≤t≤0

1

r

∫
Br

|u|2(t, ·) dx+
1

r

∫
Qr

|∇u|2 dx dt ≤ K

r

∫
Qρ

|u|2
(∂Φ
∂t

+∆Φ
)
dx dt

+
K

r

∫
Qρ

(
|u|2 − |u|2ρ

)
u · ∇Φdxdt+

K

r

∫
Qρ

2pu · ∇Φdxdt = I1 + I2 + I3.

(2.17)

Nalevo máme A(r) +B(r), odhadujeme členy napravo:

(2.18) |I1| ≤
K

r

1

ρ2

(∫
Qρ

|u|3 dx dt
) 2

3

ρ
5
3 ≤ K

ρ

r
C

2
3 (ρ).

Pro druhý člen plat́ı (bez újmy na obecnosti předpokládáme, že ρ ≤ 1)

|I2| ≤
K

rρ

(∫
Qρ

|u|3 dx dt
) 1

3
(∫

Qρ

∣∣|u|2 − |u|2ρ
∣∣ 3
2 dx dt

) 2
3

≤ K

rρ
1
3

C
1
3 (ρ)

∫
Qρ

|∇|u|2|dxdt

≤ K

rρ
1
3

C
1
3 (ρ) sup

−ρ2≤t≤0

(∫
Bρ

|u|2 dx
) 1

2
(∫

Qρ

|∇u|2 dxdt
) 1

2
(∫ 0

−ρ2

1 dt
) 1

2

≤ Kρ2

rρ
1
3

C
1
3 (ρ)A

1
2 (ρ)B

1
2 (ρ) ≤ K

(ρ
r

)
A

1
2 (ρ)B

1
2 (ρ)C

1
3 (ρ).

(2.19)

Odhadneme posledńı člen

|I3| ≤
K

rρ

(∫
Qρ

|u|3 dxdt
) 1

3
(∫

Qρ

|p| 32 dxdt
) 2

3 ≤ K
(ρ
r

)
C

1
3 (ρ)D

2
3 (ρ).(2.20)

Dohromady dostáváme

(2.21) A
3
2 (r) ≤ K

[(ρ
r

) 3
2

C(ρ) +
(ρ
r

) 3
2

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)C

1
2 (ρ) +

(ρ
r

) 3
2

C
1
2 (ρ)D(ρ)

]
.
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Z Lemmatu 2.24 máme

(2.22) D2(r) ≤ K
[(ρ
r

)4

A
3
2 (ρ)B

3
2 (ρ) +

( r
ρ

)2

D2(ρ)
]
.

Proto celkem

A
3
2 (r) +D2(r) ≤ K

{(ρ
r

) 3
2

C(ρ) +
(ρ
r

) 3
2

A
3
2 (ρ)B

3
2 (ρ)

+
(ρ
r

) 3
2

D2(ρ) +
(ρ
r

)4

A
3
2 (ρ)B

3
2 (ρ) +

( r
ρ

)2

D2(ρ)
}
.

(2.23)

Nyńı použijeme (2.23) s r := r/2, ρ := r a dostáváme

(2.24) A
3
2

(r
2

)
+D2

(r
2

)
≤ K

(
C(r) +A

3
2 (r)B

3
2 (r) +D2(r)

)
.

Dále použijeme Lemma 2.23, (2.21), (2.22) a máme

A
3
2

(r
2

)
+D2

(r
2

)
≤ K

{( r
ρ

)3

A
3
2 (ρ) +

(ρ
r

)3

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

+B
3
2 (r)

[(ρ
r

) 3
2

C(ρ) +
(ρ
r

) 3
2

A
3
2 (ρ)B

3
2 (ρ) +

(ρ
r

) 3
2

D2(ρ)
]

+
(ρ
r

)4

A
3
2 (ρ)B

3
2 (ρ) +

( r
ρ

)2

D2(ρ)
}
.

(2.25)

Člen C(ρ) odhadneme znovu pomoćı Lemmatu 2.23, pro r = ρ. Celkem tedy

A
3
2

(r
2

)
+D2

(r
2

)
≤ K

{( r
ρ

)3

A
3
2 (ρ) +

( r
ρ

)2

D2(ρ)

+B
3
2 (r)

[(ρ
r

)α

A
3
2 (ρ) +

(ρ
r

)β

A
3
2 (ρ)B

3
2 (ρ) +

(ρ
r

)γ

D2(ρ) +
(ρ
r

)δ

B
3
2 (ρ)

]
+
(ρ
r

)ε

A
3
2 (ρ)B

3
2 (ρ)

}(2.26)

pro jistá α, β, γ, δ, ε > 0. Volme tedy r = θρ, 0 < θ < 1 s θ dostatečně malým a
použijeme předpoklad z Věty 2.14 pro ε∗ dostatečně malé. Máme

(2.27) A
3
2

(1
2
θρ

)
+D2

(1
2
θρ

)
≤ 1

2

[
A

3
2 (ρ) +D2(ρ)

]
+ ε̃∗1

pro pevné θ ∈ (0, 1), ε̃∗1 � 1 a libovolné ρ > 0. Označme θ1 = θ
2 . Potom iterováńım

(2.27) dostáváme

A
3
2

(
θk+1
1 ρ

)
+D2

(
θk+1
1 ρ

)
≤ 1

2k+1

[
A

3
2 (ρ) +D2(ρ)

]
+ ε∗1 ∀k ∈ N.

Lemma 2.23 dává

C(θk+1
1 ρ) ≤ K

(
A

3
2

(
θk+1
1 ρ

)
+B

3
2

(
θk+1
1 ρ

))
≤ K

2k+1

[
A

3
2 (ρ) +D2(ρ)

]
+ ε∗2.

Celkem tedy pro jisté θ1 ∈ (0, 1) a libovolné ρ > 0 plat́ı

C
(
θk+1
1 ρ

)
+D

(
θk+1
1 ρ

)
≤ ε0,

kde ε0 je č́ıslo z Věty 2.19.
Nyńı si stač́ı uvědomit, že je-li (u, p) řešeńım Navier-Stokesových rovnic, pak

uλ(t, x) = λu(λ2t, λx),

pλ(t, x) = λ2p(λ2t, λx)

řeš́ı tutéž rovnici, přičemž

Cu(ρ) = Cuρ(1),

Dp(ρ) = Dpρ(1),
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nebot’∫
Q1

|uρ(t, x)|3 dxdt =
ρ3

ρ5

∫
Q1

|u(ρ2t, ρx)|3ρ5 dx dt = 1

ρ2

∫
Qρ

|u(τ, y)|3 dy dτ

∫
Q1

|pρ(t, x)|
3
2 dxdt =

ρ3

ρ5

∫
Q1

|p(ρ2t, ρx)| 32 ρ5 dxdt = 1

ρ2

∫
Qρ

|p(τ, y)| 32 dy dτ,

a tud́ıž jsou splněny předpoklady Věty 2.19. Důkaz Věty 2.14 je hotov. �

3. Regularita při tlaku omezeném zdola

Nyńı se budeme zabývat Cauchyovou úlohou pro Navier–Stokesovy rovnice a uká-
žeme, že když je tlak omezený zdola (podmı́nka bude ještě obecněǰśı), pak je odpo-
v́ıdaj́ıćı řešeńı Navier–Stokesových rovnic regulárńı, tedy tak hladké, jak umožňuj́ı
data úlohy. Připomeňme, že tlak je určen až na aditivńı konstantu, tedy de facto
můžeme brát v reálných situaćıch tlak nezáporný, jestliže je zdola omezený. V př́ı-
padě, že tlak je př́ılǐs ńızký, začnou se v tekutině objevovat bublinky, tj. model
tekutiny přestává platit. Proto je tato podmı́nka fyzikálně rozumná.

V našem výkladu budeme postupovat podle práce [8]. Ćılem bude dokázat ná-
sleduj́ıćı větu.

Věta 3.1. Necht’ u je slabé Leray-Hopfovo řešeńı a lokálně v prostoru vhodné
slabé řešeńı Navier–Stokesových rovnic s f = 0 a u0 ∈ W 1,2

div (R3) a necht’ tlak
p je

”
normalizovaný“ tlak př́ıslušej́ıćı k u. Předpokládejme, že existuje funkce g:

R3 × (0,∞) → (0,∞) taková, že ∀t0 > 0 ∃R0 = R0(t0) tak, že

(3.1) A(t0) = sup
x0∈R3

sup
t∈[t0−R2

0,t0]

∫
BR0

(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx < +∞

a t 7→
∫
BR(x0)

g(t,x)
|x−x0| dx je ∀x0 ∈ R3, R ∈ (0, R0] spojitá v t0 zleva. Bud’

(3.2) |u(t, x)|2 + 2p(t, x) ≤ g(t, x), t ∈ (0,∞), x ∈ R3,

nebo

(3.3) p(t, x) ≥ −g(t, x), t ∈ (0,∞), x ∈ R3.

Potom u je hölderovsky spojitá na R3 × (0,∞), a proto je hladká a jednoznačně
určená na tř́ıdě slabých Leray-Hopfových řešeńı.

Poznámka 3.2. Speciálně g = konst podmı́nku (3.1) splňuje, tj. je-li normalizovaný
tlak p (viz ńıže) omezený zdola, pak je řešeńı hladké. Existuj́ı i jiné, méně pr̊uhledné
podmı́nky na tlak, které dávaj́ı tento výsledek.

Poznámka 3.3. Leray-Hopfovo řešeńı určitě existuje. My jsme dělali d̊ukaz pro ome-
zenou oblast s homogenńı Dirichletovou podmı́nkou; fakt, že Ω = R3, situaci př́ılǐs
nekomplikuje, sṕı̌se naopak. Stač́ı si např́ıklad uvědomit, že pro Ωn = Bn(0) źıs-
káme posloupnost un omezenou v L∞(0, T ; (L2(R3))3)∩L2(0, T ; (W 1,2(R3))3) (po
prodloužeńı nulou) a standardńım postupem dostaneme řešeńı na R3 (d̊ukaz lze
dělat i př́ımo Galerkinovou metodou).

Poznámka 3.4. Mı́rně delikátńı je otázka volby reprezentanta tlaku. Jestliže budeme
brát f = 0, tj.

∂u

∂t
−∆u+ u · ∇u+∇p = 0 na (0, T )× R3,

divu = 0 na (0, T )× R3,

u(0, x) = u0(x) na R3,

(3.4)
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pak můžeme brát

p(t, x) = p0(t, x) =
1

4π

∫
R3

1

|x− y|
div div

(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
dy.

Důvodem je, že tlak z (3.4) splňuje

∆p(t, x) = −div div(u⊗ u)(t, x).

Také p0(t, x) splňuje tuto rovnici (viz fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice).
Uvědomme si dále, že (s užit́ım substituce z = x− y)

4π
∂

∂xi
p0(t, x) =

∂

∂xi

∫
R3

1

|x− y|
div div(u⊗ u)(t, y) dy

=

∫
R3

( ∂

∂xi

1

|x− y|

)
div div(u⊗ u)(t, y) dy

= lim
ϵ→0

(∫
R3\Bϵ(0)

( ∂

∂zi

1

|z|

)
div div

(
u⊗ u

)
(t, x− z) dz

+

∫
Bϵ(0)

( ∂

∂zi

1

|z|

)
div div

(
u⊗ u

)
(t, x− z) dz

)
= I1 + I2.

(3.5)

Vid́ıme, že I2 = 0. Nyńı můžeme upravit předposledńı člen výrazu (3.5):

I1 = lim
ϵ→0

(∫
R3\Bϵ(0)

( ∂2

∂zj∂zi

1

|z|

)(
uk
∂uj
∂xk

)
(t, x− z) dz

−
∫
∂Bϵ(0)

( ∂

∂zi

1

|z|

)
nj

(
uk
∂uj
∂xk

)
(t, x− z) dS

)
.

Nyńı (nj =
−zj
|z| )∫
∂Bϵ(0)

( ∂

∂zi

1

|z|

) zj
|z|

(u · ∇u)j(t, x− z) dS

= −
∫
∂Bϵ(0)

zizj
|z|4

(u · ∇u)j(t, x− z) dS → −4π

3
(u · ∇u)i(t, x),

dále

−
∫
R3\Bϵ(0)

( ∂

∂zj

zi
|z|3

)
(u · ∇u)j(t, x− z) dz

=

∫
R3\Bϵ(0)

(3zizj
|z|5

− δij
|z|3

)
(u · ∇u)j(t, x− z) dz,

kde
(

3zizj
|z|5 − δij

|z|3

)
je Calderón–Zygmundovo jádro, a proto

‖∇p0(t, ·)‖(Lq(R3))3 ≤ C‖(u · ∇u)(t, ·)‖(Lq(R3))3 , 1 < q <∞.

Např́ıklad pro q = 15
14 máme

‖∇p0‖
(L

15
14 (R3))3

≤ C‖u · ∇u‖
(L

15
14 (R3))3

≤ C‖∇u‖(L2(R3))3×3‖u‖
(L

30
13 (R3))3

≤ C‖∇u‖
6
5

(L2(R3))3×3‖u‖
4
5

(L2(R3))3 ,

tj. ∇p0 ∈ (L
15
14 (R3))3 pro s.v. t ∈ (0, T ). Nyńı, z nám již známých d̊uvod̊u (viz

minulý semestr — omezená oblast)3 v́ıme, že tlak z (3.4) splňuje

∇p ∈ Lt(0, T ; (Ls(R3))3) pro
2

t
+

3

s
≤ 4 tj. s =

15

14
⇒ 2

t
= 4− 42

15
=

18

15
⇒ t =

5

3
,

3Důkaz je pro celý prostor analogický, v lecčems dokonce jednodušš́ı.
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tj. ∇p ∈ L
5
3 (0, T ; (L

15
14 (R3))3), a proto také funkce q(t, ·) := p(t, ·) − p0(t, ·) je

harmonická na R3 a splňuje

∇q(t, ·) ∈ (L
15
14 (R3))3,

z čehož plyne, že q(t, x) = C(t), tedy q je prostorová konstanta. Proto budeme (jak
je tomu i ve Větě 3.1) po celou dobu předpokládat, že tlak p = p0.

Uvědomme si, že každé hladké slabé řešeńı je zároveň i vhodným slabým řešeńım.
Proto na chv́ıli uvažujme, že pracujeme s vhodnými slabými řešeńımi. Zvoĺıme si
takového reprezentanta, že

(i) lim inf
t→t0

∫
R3

|u(t, x)|2 dx ≥
∫
R3

|u(t0, x)|2 dx, t0 ∈ (0,∞)

(ii) t 7→
∫
R3

u(t, x) ·w(x) dx je spojitá funkce∀t ∈ (0,∞), ∀w ∈ (L2(R3))3.

(3.6)

D̊ukaz. (Předpokladu (3.6)) Připomeňme, že v omezené podmnožině R3 je množina
singulárńıch bod̊u malá (má 1-dimenzionálńı parabolickou i Hausdorffovu mı́ru nu-
lovou a d́ıky Větě 2.19 jsou vně dostatečně velké koule pouze regulárńı body).

V regulárńıch bodech (tj. s.v.) máme

(3.7) lim
t→t0

u(t, x) = u(t0, x),

a proto z Fatouova lemmatu plyne (i). Dále z (i) plyne

‖u(t0, ·)‖(L2(R3))3 ≤ ‖u‖L∞(0,T ;(L2(R3))3) ∀t0.

Dı́ky Vitaliho větě máme, že t 7→ ‖u(t, ·)‖(Lr(BR))3 je spojitá funkce pro r ∈ [1, 2).
Tedy ∣∣∣ ∫

R3

u(t, ·) ·w dx−
∫
R3

u(t0, ·) ·w dx
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫

R3

(
u(t, ·)− u(t0, ·)

)
·wn dx

∣∣∣+ ∣∣∣ ∫
R3

(
u(t, ·)− u(t0, ·)

)
· (w −wn) dx

∣∣∣,
kde wn ∈ (C∞

0 (R3))3 je posloupnost aproximuj́ıćı funkci w v (L2(R3))3. Volbou
dostatečně velkého n je druhý integrál dostatečně malý, zat́ımco prvńı integrál je
pro dané n malý, pokud je t dostatečně bĺızko t0. Odtud plyne, opět d́ıky Vitaliho
větě a (3.7), nejen (ii), ale i to, že u ∈ C([0, T ], (Lr

loc(R3))3) pro r < 2. �

Lemma 3.5. Necht’ u splňuje (3.6), Ω0 ⊂ R3 je omezená oblast, t0 <∞, 0 < δ0 <√
t0. Necht’

a(Ω0, t0, δ0)

= sup
{ 1

R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx, x0 ∈ Ω0, t ∈ [t0 − δ20 , t0], 0 < R ≤ δ0

}
< +∞.

(3.8)

Potom

(3.9) lim
t→t−0

∫
Ω0

|u(t, x)− u(t0, x)|2 dx = 0.

D̊ukaz. Uvědomme si, že nám d́ıky (3.6) (ii) stač́ı ukázat, že

(3.10) lim
t→t−0

∫
Ω0

|u(t, x)|2 dx =

∫
Ω0

|u(t0, x)|2 dx.



REGULARITA ŘEŠENÍ NAVIER–STOKESOVÝCH ROVNIC 25

Zjevně, je-li každý bod (t0, x), x ∈ Ω0 regulárńı, pak (3.10) plat́ı. Označme Σ
množinu singulárńıch bod̊u. Vı́me, že P1(Σ) = H1(Σ) = 0. Proto ∀γ > 0 existuje
spočetná tř́ıda množin tvaru

bγ,t0i = BγRi(x
γ
i )× {t = t0}

tak, že γRi ≤ d0, Σ∩(Ω0×{t = t0}) ⊂
⋃
bγ,t0i ,

∑
i γRi ≤ γ. Fixujme ε > 0 a položme

γ =
ε

8a(Ω0, t0, δ0)
.

Potom pro t ∈ [t0 − δ20 , t0]∣∣∣ ∫⋃
i BγRi

(xγ
i )

(
|u(t, x)|2 − |u(t0, x)|2

)
dx

∣∣∣
≤

∑
i

(∫
BγRi

(xγ
i )

(
|u(t, x)|2 + |u(t0, x)|2

)
dx

)
≤ 2a(Ω0, t0, δ0)

∑
i

γRi ≤ 2γa(Ω0, t0, δ0) =
ε

4
.

Položme ωγ = Ω0×{t = t0}\
⋃

i b
γ,t0
i . Pro každé z = (t, x) ∈ ωγ existuje neprázdné

okoĺı Oz v R4 takové, že funkce u(t, x) je na Oz hölderovsky spojitá. Protože ωγ

je kompaktńı, existuje neprázdné okoĺı Oγ
ω množiny ωγ tak, že ωγ ⊂ Oγ

ω ⊂
⋃

Oz

a funkce z 7→ u(z) je hölderovsky spojitá na Oγ
ω. Proto∣∣∣ ∫

ωγ

(
|u(t, x)|2 − |u(t0, x)|2

)
dx

∣∣∣ ≤ ε

2
,

pokud t− t0 je dostatečně malé, abychom z̊ustali v Oγ
ω. Celkem máme∣∣∣ ∫

Ω0

(
|u(t, x)|2 − |u(t0, x)|2

)
dx

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫
ωγ

(
|u(t, x)|2 − |u(t0, x)|2

)
dx

∣∣∣
+
∣∣∣ ∫⋃

i BγRi
(xγ

i )

(
|u(t, x)|2 − |u(t0, x)|2

)
dx

∣∣∣ < ε 0 ≤ t0 − t ≤ δ20 .

�

Připomeňme si značeńı (z0 = (t0, x0)):

A(z0, r) = sup
t0−r2≤t≤t0

1

r

∫
Br(x0)

|u(t, ·)|2 dx,

B(z0, r) =
1

r

∫
Q(z0,r)

|∇u|2 dx dt,

C(z0, r) =
1

r2

∫
Q(z0,r)

|u|3 dxdt,

D(z0, r) =
1

r2

∫
Q(z0,r)

|p| 32 dx dt.

(3.11)

Nyńı dokažme jinou verzi podmı́nky, že daný bod je regulárńı.

Lemma 3.6. Necht’ (u, p) je vhodné slabé řešeńı Navier–Stokesových rovnic na
QT . Potom existuje ε∗ > 0 takové, že pokud pro jisté r∗ > 0

(3.12) sup
0<r<r∗

A(z0, r) < ε∗,

pak u je hölderovsky spojitá na Q(z0, r0) pro jisté 0 < r0 < r∗.
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D̊ukaz. Připomeňme, že pro 0 < r ≤ ρ d́ıky (2.15) a (2.16) máme (bod z0 budeme
nadále ve značeńı vynechávat):

(3.13)
C(r) ≤ K

[( r
ρ

)3

A
3
2 (ρ) +

(ρ
r

)3

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

]
,

D(r) ≤ K
[ r
ρ
D(ρ) +

(ρ
r

)2

A
3
4 (ρ)B

3
4 (ρ)

]
.

Dále, pokud ve vztahu (2.17) odhadneme člen

|I2| =
K

ρ

∣∣∣ ∫
Qρ

|u|2u · ∇Φdxdt
∣∣∣ ≤ K

ρ2

∫
Qρ

|u|3 dxdt ≤ KC(ρ),

mı́sto (2.21) dostáváme

(3.14) A
(ρ
2

)
+B

(ρ
2

)
≤ K

[
C

2
3 (ρ) + C

1
3 (ρ)D

2
3 (ρ) + C(ρ)

]
.

Definujme nový funkcionál

F (r) := C(r) +D(r).

Z nerovnosti (3.14) máme

(3.15) A
(ρ
2

)
+B

(ρ
2

)
≤ K

(
F

2
3 (ρ) + F (ρ)

)
.

Dále pro r ≤ ρ
2 máme z (3.13)1 a (3.15) nerovnost

C(r) ≤ K
[(2r

ρ

)3

A
3
2

(ρ
2

)
+
( ρ

2r

)3

A
3
4

(ρ
2

)
B

3
4

(ρ
2

)]
≤ K

[( r
ρ

)3

A
3
2 (ρ) +

(ρ
r

)3

A
3
4 (ρ)

(
F

1
2 (ρ) + F

3
4 (ρ)

)]
.

(3.16)

Analogickým postupem dostaneme z (3.13)2 a (3.15)

D(r) ≤ K
[(2r

ρ

)
D
(ρ
2

)
+
( ρ

2r

)2

A
3
4

(ρ
2

)
B

3
4

(ρ
2

)]
≤ K

[( r
ρ

)
F (ρ) +

(ρ
r

)2

A
3
4 (ρ)

(
F

1
2 (ρ) + F

3
4 (ρ)

)]
.

(3.17)

Položme θ = r
ρ a z nerovnost́ı (3.16) a (3.17) máme pro θ < 1

2

F (θρ) ≤ K
[
θF (ρ) + θ3A

3
2 (ρ) + (θ−3 + θ−2)A

3
4 (ρ)

(
F

1
2 (ρ) + F

3
4 (ρ)

)]
≤ K

[
θF (ρ) + θ−15

(
A3(ρ) +A

3
2 (ρ)

)]
.

Fixujme θ < θ, 0 < θ < θ < 1
2 , tak, aby Kθ ≤

1
2 a θ

2
= θ. Potom pro θ ∈ (θ, θ)

F (ρθ) ≤ 1

2
F (ρ) + Cε∗.

Iteraćı dostáváme

F (ρθk) ≤ 1

2k
F (ρ) + 2Cε∗ ≤ 4Cε∗.

Proto na 0 < r < r∗ plat́ı

F (r) ≤ 4Cε∗,

tj. d́ıky Větě 2.19 dostáváme pro ε∗ dostatečně malé tvrzeńı Lemmatu 3.6. �
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Lemma 3.7. Necht’ u je slabé řešeńı Navier–Stokesových rovnic jako ve Větě 3.1
a necht’ p je normalizovaný tlak. Potom ∀x0 ∈ R3, t > 0, R > 0 plat́ı

∫
BR(x0)

1

|y − x0|
(
2p(t, y) + |ûx0(t, y)|2

)
dy =

∫
BR(x0)

1

R

(
3p(t, y) + |u(t, y)|2

)
dy

= R2

∫
R3\BR(x0)

∇2
y

( 1

|y − x0|

)
:
(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
dy,

(3.18)

kde

ûx0(t, y) = u(t, y)− u(t, y) · (y − x0)(y − x0)

|y − x0|2
.

D̊ukaz. Mějme dostatečně hladkou funkci g : R+ → R+. Potom d́ıky Fubiniho větě∫
BR(x0)

g(|x0 − x|)p(t, x) dx

=
1

4π

∫
R3

div div
(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)( ∫
BR(x0)

g(|x0 − x|)
|x− y|

dx
)
dy.

Nyńı ∫
BR(x0)

g(|x0 − x|) 1

|x− y|
dx

= 4π


1

|y − x0|

∫ |y−x0|

0

ρ2g(ρ) dρ+

∫ R

|y−x0|
ρg(ρ) dρ, |y − x0| ≤ R

1

|y − x0|

∫ R

0

ρ2g(ρ) dρ |y − x0| > R,

(3.19)

viz Lemma 3.8 ńıže. Proto máme∫
BR(x0)

g(|x0 − x|)p(t, x) dx =∫
BR(x0)

(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
: ∇2

y

( 1

|y − x0|

∫ |y−x0|

0

ρ2g(ρ) dρ+

∫ R

|y−x0|
ρg(ρ) dρ

)
dy

+

∫ R

0

ρ2g(ρ) dρ

∫
R3\BR(x0)

(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
: ∇2

y

( 1

|y − x0|

)
dy.

Volbou g(ρ) = 2
ρ dostáváme∫

BR(x0)

2p(t, y)

|x0 − y|
dy

=

∫
BR(x0)

(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
: ∇2

y

(
|y − x0|+ 2R− 2|y − x0|

)
dy

+R2

∫
R3\BR(x0)

(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
: ∇2

y

( 1

|y − x0|

)
dy.

Nyńı

∇2
y(|y − x0|)ij =

∂

∂yj

(y − x0)i
|y − x0|

=
δij

|y − x0|
− (y − x0)i(y − x0)j

|y − x0|3
.

Tedy (
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
: ∇2

y(|y − x0|) =
( |u(t, y)|2
|y − x0|

−
(
u(t, y) · (y − x0)

)2
|y − x0|3

)
=

1

|y − x0|
|ûx0(t, y)|2,
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což dává prvńı identitu. Volbou g(ρ) = 1 v (3.19) máme∫
BR(x0)

p(t, y) dy =

∫
BR(x0)

(u(t, y)⊗ u(t, y)
)
: ∇2

y

( |y − x0|2

3
+
R2

2
− |y − x0|2

2

)
+
R3

3

∫
R3\BR(x0)

(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
: ∇2

y

( 1

|y − x0|

)
dy,

poděleńım R
3 a d́ıky tomu, že ∂2

∂yi∂yj

(
|y−x0|2

2

)
= δij , dostáváme

1

R

∫
BR(x0)

3p(t, y) dy = R2

∫
R3\BR(x0)

(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
: ∇2

y

( 1

|y − x0|

)
dy

− 1

R

∫
BR(x0)

|u(t, y)|2 dy,

č́ımž je dokázána druhá identita v (3.18). �

Lemma 3.8. Pro dostatečně hladké funkce g plat́ı identita (3.19).

D̊ukaz. Poč́ıtejme

I =

∫
BR(x0)

g(|x0 − x|) 1

|x− y|
dx.

Uvědomme si, že bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že (y − x0) =
(0, 0, a), a = |y − x0|. Proto při použit́ı souřadnic

x1 − x10 = ρ cosϕ sin θ,

x2 − x20 = ρ sinϕ sin θ,

x3 − x30 = ρ cos θ

máme

I =

2π∫
0

π∫
0

R∫
0

g(ρ)
ρ2 sin θ√

ρ2 cos2 ϕ sin2 θ + ρ2 sin2 ϕ sin2 θ + (ρ cos θ − a)2
dρ dθ dϕ

= 2π

R∫
0

π∫
0

g(ρ)ρ2 sin θ√
ρ2 + a2 − 2aρ cos θ

dθ dρ = 2π

R∫
0

g(ρ)ρ2

[√
ρ2 + a2 − 2aρ cos θ

aρ

]π

0

dρ,

kde [√
ρ2 + a2 − 2aρ cos θ

aρ

]π

0

=
1

aρ

(√
ρ2 + a2 + 2aρ−

√
ρ2 + a2 − 2aρ

)

=
1

aρ

(√
(ρ+ a)2 −

√
(ρ− a)2

)
=


2

ρ
, ρ > a,

2

a
, ρ < a.

Proto

I =
4π

|y − x0|

∫ R

0

g(ρ)ρ2 dρ pro R ≤ |y − x0|,

I =
4π

|y − x0|

∫ |y−x0|

0

g(ρ)ρ2 dρ+ 4π

∫ R

|y−x0|
g(ρ)ρdρ pro R > |y − x0|.

�

Nyńı přejdeme k d̊ukazu Věty 3.1
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D̊ukaz. (Věty 3.1) Předpokládejme, že t0 je okamžik, kdy se objev́ı prvńı singularita.
Vı́me, že t0 > 0, a dále v́ıme, že pro každé T < t0 je řešeńı hladké na (0, T ). Speciálně
na (δ, T )×Ω, Ω ⊂ R3, 0 < δ < T je toto řešeńı vhodné slabé řešeńı a na (0, T )×R3

je slabé řešeńı.
Máme tedy současně splněno (připomeňme, že f = 0)∫

R3

|u(t, x)|2 dx+ 2

t∫
0

∫
R3

|∇u(τ, x)|2 dxdτ =

∫
R3

|u0(x)|2 dx, 0 < t < T

a ∫
R3

|u(t, x)|2Ψ(x) dx+ 2

t∫
0

∫
R3

|∇u(τ, x)|2Ψ(x) dxdτ =

∫
R3

|u0(x)|2Ψ(x) dx

+

t∫
0

∫
R3

|u(τ, x)|2∆Ψ(x) dxdτ +

t∫
0

∫
Ω

(
|u(τ, x)|2 + 2p(τ, x)

)
u(τ, x) · ∇Ψ(x) dxdτ

∀Ψ ∈ C∞
0 (R3), 0 < t < T.

Uvědomme si totiž, že naše řešeńı je hladké a tud́ıž můžeme testovat rovnici u resp.
uΨ, Ψ ∈ C∞

0 (R3). Tedy∫
R3

|u(t, x)|2
(
1−Ψ(x)

)
dx+ 2

t∫
0

∫
R3

|∇u(τ, x)|2
(
1−Ψ(x)

)
dxdτ

=

∫
R3

|u0(x)|2(1−Ψ(x)) dx−
t∫

0

∫
R3

|u(τ, x)|2∆Ψ(x) dxdτ(3.20)

−
t∫

0

∫
R3

(
|u(τ, x)|2 + 2p(τ, x)

)
u(τ, x) · ∇Ψ(x) dxdτ.

Dále v́ıme, že u ∈ L∞(0, T ; (L2(R3))3) ∩ L2(0, T ; (W 1,2(R3))3). Pak

(3.21)
‖u‖3L3(0,t0;(L3(R3))3) ≤

t0∫
0

‖u‖
3
2

(L6(R3))3‖u‖
3
2

(L2(R3))3 dτ

≤ Ct
1
4
0 ‖u‖

3
2

L∞(0,t0;(L2(R3))3)‖u‖
3
2

L2(0,t0;(W 1,2(R3))3) ≤ Ct
1
4
0 ‖u0‖3(L2(R3))3 .

Pokud ve druhé identitě (3.18)2 Lemmatu 3.7 poděĺıme obě strany 4
3πR

2 a prove-
deme limR→0+ , dostaneme

3p(t, x0) + |u(t, x0)|2 =
3

4π
lim

R→0+

∫
R3\BR(x0)

∇2
y

(
1

|y − x0|

)
:
(
u(t, y)⊗ u(t, y)

)
dy.

(3.22)

Proužit́ım Calderón-Zygmundovy teorie singulárńıch integrálńıch operátor̊u źıs-
káme z (3.22) a z (3.21)

(3.23) ‖p‖
L

3
2 ((0,t0)×R3)

≤ C‖u‖2(L3((0,t0)×R3))3 ≤ Ct
1
6
0 ‖u0‖2(L2(R3))3 .

Nyńı zvoĺıme
Ψ(x) = 1 v BR

2
(0),

Ψ(x) = 0 v R3 \BR(0),

∇Ψ(x) ∼ 1

R
, ∇2Ψ(x) ∼ 1

R2
.
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Dı́ky této volbě testovaćı funkce plyne z (3.20)

lim
R→∞

sup
0≤t<t0

∫
R3\BR(0)

|u(t, x)|2 dx = 0.

Protože máme zvoleného reprezentanta, aby

lim inf
t→t−0

∫
R3\BR(0)

|u(t, x)|2 dx ≥
∫

R3\BR(0)

|u(t0, x)|2 dx,

dostáváme

(3.24) lim
R→∞

sup
0≤t≤t0

∫
R3\BR(0)

|u(t, x)|2 dx = 0,

tj. tvrzeńı plat́ı i pro t = t0.

I) Předpokládejme, že |u|2+2p ≤ g, tj. podmı́nka (3.2) ve Větě 3.1. Označme

ũx0(t, x) =
u(t, x) · (x− x0)(x− x0)

|x− x0|2
.

Potom použit́ım (3.18) v Lemmatu 3.7

− 1

2R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx+
3

2R

∫
BR(x0)

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)
dx

=

∫
BR(x0)

1

|x− x0|
(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)
dx−

∫
BR(x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

= R2

∫
R3\BR(x0)

K(x, x0)
(
u(t, x)⊗ u(t, x)

)
dx,

kde K(x, x0) = ∇2
x

(
1

|x−x0|
)
.

Proto máme

1

2R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx =
3

2R

∫
BR(x0)

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|
|ũx0(t, x)|2 dx−

∫
BR(x0)

1

|x− x0|
(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)
dx

≤ 3

2R

∫
BR(x0)

g(t, x) dx−
∫

BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR(x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
dx(3.25)

≤ 1

2

∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR(x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
dx.
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Z Lemmatu 3.7 dále plyne

1

2

∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR(x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
dx

=
3

2

∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx−R2

∫
R3\BR(x0)

K(x, x0)
(
u(t, x)⊗ u(t, x)

)
dx.

Proto použit́ım předchoźı rovnosti máme pro všechna R ≤ R0(t0) a 0 ≤
t0 −R2

0(t0) ≤ t ≤ t0 z Věty 3.1

1

2R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx ≤ 1

2

∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR(x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
︸ ︷︷ ︸

≥0

dx

≤ 1

2

∫
BR0

(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR0

(x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR0

(x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
dx

=
3

2

∫
BR0

(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx−R0(t0)

2

∫
R3\BR0

(x0)

K(x, x0)
(
u(t, x)⊗ u(t, x)

)
dx

≤ 3

2
A(t0) +

C

R0(t0)
‖u‖2L∞(0,t0;(L2(R3))3).

Nyńı použijeme Lemma 3.5. Výše uvedená nerovnost implikuje, že máme
(také d́ıky tomu, že pro t < t0 je řešeńı hladké)

sup
0<R≤R0(t0)

sup
0≤t≤t0

1

R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx ≤ C <∞, ∀x0 ∈ R3.

Proto pro r > 0 libovolné plat́ı

lim
t→t−0

∫
Br(0)

|u(t, x)− u(t0, x)|2 dx = 0,

stač́ı použ́ıt předchoźı odhad pro libovolné x0, libovolnou kouli pokryjeme
konečně mnoha koulemi o poloměru R0, tvrzeńı plyne tedy z Lemmatu 3.5.

Protože plat́ı (viz (3.24))

lim
R→∞

sup
0≤t≤t0

∫
R3\BR(0)

|u(t, x)|2 dx = 0,

dostáváme

(3.26) lim
t→t−0

∫
R3

|u(t, x)− u(t0, x)|2 dx = 0.
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Fixujme nyńı libovolný bod x0 ∈ R3. Necht’ ε∗ je z Lemmatu 3.6. Potom
existuje R⋆ ≤ R0(t0) takové, že (uvědomme si, že integrály jsou konečné)

3

2

∫
BR⋆ (x0)

g(t0, x)

|x− x0|
dx−R2

⋆

∫
R3\BR⋆ (x0)

K(x, x0)
(
u(t0, x)⊗ u(t0, x)

)
dx

=
1

2

∫
BR⋆ (x0)

g(t0, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR⋆ (x0)

|ũx0(t0, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR⋆ (x0)

1

|x− x0|

[
g(t0, x)−

(
|u(t0, x)|2 + 2p(t0, x)

)]
dx <

ε∗
2
.

Dı́ky (3.26) a vlastnostem g je funkce

t 7→ 3

2

∫
BR⋆ (x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx−R2

⋆

∫
R3\BR⋆ (x0)

K(x, x0)
(
u(t, x)⊗ u(t, x)

)
dx

spojitá zleva v bodě t0. Existuje tedy δ⋆ ≤
√

t0
2 taková, že

1

2

∫
BR⋆ (x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR⋆ (x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR⋆(x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
dx < ε∗

pro všechna t ∈ [t0 − δ2⋆, t0]. Použit́ım nerovnosti (3.25) dostáváme

1

2R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx ≤ 1

2

∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR(x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
dx

≤ 1

2

∫
BR⋆ (x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR⋆ (x0)

|ũx0(t, x)|2

|x− x0|
dx

+

∫
BR⋆ (x0)

1

|x− x0|

[
g(t, x)−

(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)]
dx < ε∗

pro všechny R ∈ (0, R⋆) a t ∈ [t0−δ2⋆, t0]. Proto je bod z = (t0, x0) regulárńı
bod, viz Lemma 3.6. Jelikož x0 byl libovolný bod, funkce u je hölderovsky
spojitá na R3× [ t02 , t0]. Proto je také ∇u ∈ C([ t02 , t0]; (L

2(R3))3×3) a ∃t1 >
t0 tak, že ∇u ∈ C([t0, t1]; (L

2(R3))3×3). Tedy v bodě t0 nemůže nastat
žádná singularita, což odporuje definici bodu t0.
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II) Předpokládejme, že plat́ı p(t, x) ≥ −g(t, x). Budeme postupovat obdobně.
Z Lemmatu 3.7 máme

1

R

∫
BR(x0)

[
|u(t, x)|2 + 3

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx

=
3

R

∫
BR(x0)

g(t, x) dx− 2

∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
|ûx0(t, x)|2 + 2

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx

≤
∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
|ûx0(t, x)|2 + 2

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx.

Opětovným použit́ım Lemmatu 3.7 máme∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
|ûx0(t, x)|2 + 2

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx

= 3

∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+R2

∫
R3\BR(x0)

K(x, x0)
(
u(t, x)⊗ u(t, x)

)
dx.

Protože p(t, x) ≥ −g(t, x), máme pro 0 < R ≤ R0(t0) a 0 ≤ t0 − R2
0(t0) ≤

t ≤ t0 z Věty 3.1

1

R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx ≤ 1

R

∫
BR(x0)

[
|u(t, x)|2 + 3

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx

≤ 1

R

∫
BR0

(x0)

[
|u(t, x)|2 + 3

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx ≤

∫
BR0

(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx

+

∫
BR0

(x0)

1

|x− x0|

[
|ûx0(t, x)|2 + 2

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx

= 3

∫
BR0

(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+R2

0

∫
R3\BR0

(x0)

K(x, x0)
(
u(t, x)⊗ u(t, x)

)
dx

≤ 3A(t0) +
C

R0(t0)
‖u‖2L∞(0,t0;(L3(R3))3).

Proto d́ıky Lemmatu 3.5 podobně jako výše dostáváme, že

(3.27) lim
t→t−0

∫
R3

|u(t, x)− u(t0, x)|2 dx = 0.

Fixujme libovolný bod x0 ∈ R3. Necht’ ε⋆ je z Lemmatu 3.6. Potom existuje
R⋆ ≤ R0(t0) takové, že

ε∗
2
>

∫
BR⋆ (x0)

g(t0, x)

|x− x0|
dx

+

∫
BR⋆ (x0)

1

|x− x0|

[
|ûx0(t0, x)|2 + 2

(
p(t0, x) + g(t0, x)

)]
dx

= 3

∫
BR⋆ (x0)

g(t0, x)

|x− x0|
dx+R2

⋆

∫
R3\BR⋆ (x0)

K(x, x0)
(
u(t0, x)⊗ u(t0, x)

)
dx.

Podobně jako v minulém př́ıpadě použijeme argument, že funkce

t 7→ 3

∫
BR⋆ (x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx+R2

⋆

∫
R3\BR⋆ (x0)

K(x, x0)
(
u(t, x)⊗ u(t, x)

)
dx
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je spojitá zleva v bodě t0. Tedy existuje δ⋆ ≤
√

t0
2 takové, že

1

R

∫
BR(x0)

|u(t, x)|2 dx ≤
∫
BR(x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx

+

∫
BR(x0)

1

|x− x0|

[
|ûx0(t, x)|2 + 2

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx ≤

∫
BR⋆ (x0)

g(t, x)

|x− x0|
dx

+

∫
BR⋆ (x0)

1

|x− x0|

[
|ûx0(t, x)|2 + 2

(
p(t, x) + g(t, x)

)]
dx < ε∗

pro všechny R ∈ (0, R⋆), t ∈ [t0 − δ2⋆, t0]. Pomoćı Lemmatu 3.6 a argu-
ment̊u podobných jako v bodu I) źıskáme spor s t́ım, že t0 je okamžik prvńı
singularity. T́ım je d̊ukaz Věty 3.1 hotov.

�

4. Hraničńı př́ıpad Prodi–Serrinových podḿınek

Ćılem této kapitoly je ukázat, že pokud slabé (Leray–Hopfovo) řešeńı nav́ıc patř́ı
do L∞(0, T ; (L3(R3))3), pak je řešeńı hladké. Připomeňme, že slabé řešeńı patř́ıćı
do L∞(0, T ; (L3(R3))3) je současně i v prostoru L4(0, T ; (L4(R3))3) a tud́ıž splňuje
dokonce energetickou rovnost, je to tedy řešeńı Leray–Hopfovo. Tento výsledek řeš́ı
hraničńı př́ıpad Prodi–Serrinových podmı́nek, tj. dokazuje tvrzeńı, že je-li slabé
řešeńı Navier–Stokesových rovnic prvkem prostoru Lt(0, T ; (Ls(R3))3), 2

t +
3
s ≤ 1,

s ≥ 3, potom je toto řešeńı tak hladké, jak umožňuj́ı data úlohy. Př́ıpad s > 3 je
možno nalézt v [7]. Naš́ım ćılem tedy bude ukázat následuj́ıćı

Věta 4.1. Necht’ u0 ∈ (L3(R3))3 ∩ L2
div(R3) a f = 0. Necht’ u je slabé řešeńı

Navier–Stokesových rovnic odpov́ıdaj́ıćı těmto dat̊um. Necht’ nav́ıc máme, že pro
jisté T > 0 naše řešeńı u ∈ L∞(0, T ; (L3(R3))3). Potom u ∈ (L5((0, T ) × R3))3,
a tud́ı̌z je na tomto intervalu hladké, tj. patř́ı do (C∞((0, T )× R3))3.

V d̊ukazu budeme postupovat následovně. Nejprve ukážeme, že pro počátečńı
podmı́nku u0 ∈ (L3(R3))3 ∩ L2

div(R3) existuje lokálně v čase hladké řešeńı Navier–
Stokesových rovnic, které je tud́ıž jednoznačné na tř́ıdě Leray–Hopfových slabých
řešeńı, a proto je na svém intervalu existence totožné s řešeńım z Věty 4.1. Druhá
část pak obsahuje d̊ukaz toho, že Věta 4.2 ńıže implikuje Větu 4.1:

Věta 4.2. Necht’ (u, p) jsou definovány v časoprostorovém válci Q1 = (−1, 0)×B1.
Necht’ (u, p) splňuj́ı Navier–Stokesovy rovnice ve smyslu distribućı a necht’

u ∈ L∞(−1, 0; (L2(B1))
3) ∩ L2(−1, 0; (W 1,2(B1))

3), p ∈ L
3
2 (Q1).

Dále předpokládejme, že

u ∈ L∞(−1, 0; (L3(B1))
3).

Potom je u hölderovsky spojitá na Q 1
2
.

Třet́ı část pak obsahuje d̊ukaz jednoho technického lemmatu souvisej́ıćıho s regu-
laritou řešeńı, který je rozš́ı̌reńım Věty 2.19. Čtvrtá a pátá část pak obsahuj́ı d̊ukaz
lemmat, která souviśı s d̊uležitou myšlenkou d̊ukazu Věty 4.2, totiž s jednoznačným
prodlužováńım a zpětnou jednoznačnost́ı řešeńı rovnice vedeńı tepla. Posledńı část
pak obsahuje samotný d̊ukaz Věty 4.2.
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4.1. Lokálńı existence silného řešeńı s počátečńı podmı́nkou z (L3(R3))3 ∩
L2
div(R3). Nejprve dokažme dvě pomocná lemmata.

Lemma 4.3. Mějme Cauchyovu úlohu pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
−∆u = 0 v (0, T )× R3,

u(0, x) = a(x) v R3.
(4.1)

Potom

(4.2) ‖u(t, ·)‖s ≤ C(s, s1)t
−l‖a‖s1

pro libovolné t > 0, s ≥ s1 ≥ 1 a l = 3
2

(
1
s1

− 1
s

)
.

D̊ukaz. Řešeńı můžeme psát pomoćı konvoluce

u(t, ·) = Γ(t, ·) ∗ a,

kde konvolučńı jádro je definováno vztahem

Γ(t, x) =
1

(4πt)3/2

{
e−

|x|
4t , t > 0,
0, t ≤ 0,

a tedy

‖u(t, ·)‖s ≤ ‖a‖s1‖Γ(t, ·)‖r, pro
1

s
=

1

s1
+

1

r
− 1.

Máme

‖Γ(t, ·)‖rr =

∫
R3

( 1

(4πt)3/2
e

−|x|2
4t

)r

dx.

Substitućı y = x√
t
konečně dostáváme

‖Γ(t, ·)‖rr ≤ 1

(4π)
3
2

t−
3
2 r+

3
2

∫
R3

e
−r|y|2

4 dy = Ct
3
2 r(

1
r−1) = Ct

3r
2 ( 1

s−
1
s1

).

�

Lemma 4.4. Uvažujme Cauchyovu úlohu pro Stokes̊uv systém

∂u

∂t
−∆u = div f −∇q

divu = 0

 v QT = (0, T )× R3,

u(0, x) = a(x) v R3.

(4.3)

Necht’ f ∈ (L5/2(QT ))
3×3 ∩ (L2(QT ))

3×3, a ∈ L2
div(R3)∩ (L3(R3))3. Pak pro každé

T > 0 existuje (u, q) řeš́ıćı Stokes̊uv problém (4.3) takové, že

(4.4)
u ∈ C([0, T ]; (L2(R3))3) ∩ L2(0, T ;W 1,2

div (R3)) ∩ C([0, T ]; (L3(R3))3)∩
∩(L4(QT ))

3 ∩ (L5(QT ))
3,

q ∈ L2(QT ) ∩ L5/2(QT ).

Nav́ıc

(4.5) lim
t→0+

‖u(t, ·)− a‖(L3(R3))3 = 0,

(4.6) ‖u‖L∞(0,T ;(L3(R3))3) + ‖u‖(L5(QT ))3 ≤ C
(
‖f‖(L5/2(QT ))3×3 + ‖a‖(L3(QT ))3

)
,

(4.7) ‖u‖(L4(QT ))3 ≤ C
(
‖f‖(L5/2(QT ))3×3∩L2(QT ))3×3 + ‖a‖(L3(QT ))3∩L2(QT ))3

)
.
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D̊ukaz. Předpokládejme, že f ∈ (C∞
0 (QT ))

3×3 a a ∈ C∞
0,div(R3), obecný př́ıpad

źıskáme pomoćı aproximaćı. Je zřejmé, že řešeńı (u, q) existuje a je hladké. Současně
použit́ım energetické metody máme odhady

‖u‖L∞(0,T ;(L2(R3))3) + ‖∇u‖(L2(QT ))3×3 +
∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥
L2(0,T ;(W 1,2

div (R3))∗)

≤ C
(
‖a‖(L2(R3))3 + ‖f‖(L2(QT ))3×3

)
,

což také dává u ∈ C([0, T ]; (L2(R3))3). Z rovnice

(4.8) ∆q = div div f

źıskáme odhad

(4.9) ‖q‖L5/2(QT ) ≤ C‖f‖(L5/2(QT ))3×3 .

Otestujme rovnici funkćı |u|u. Dostáváme

1

3

d

dt
‖u‖3(L3(R3))3 + 2

∫
R3

|u||∇u|2 dx =

∫
R3

(
q div(|u|u)− f : ∇(|u|u)

)
dx.

Máme tedy

d

dt
‖u‖3(L3(R3))3 + ‖∇|u| 32 ‖2(L2(R3))3

≤ C
(
‖q‖L5/2(R3) + ‖f‖(L5/2(R3))3×3

)( ∫
R3

|∇u| 53 |u| 53 dx
)3/5

.

Odhadujme posledńı člen∫
R3

|∇u| 53 |u| 53 dx ≤
(∫

R3

|∇u|2|u|dx
)5/6(∫

R3

|u|5 dx
)1/6

≤
(∫

R3

|∇u|2|u|dx
)5/6

‖u‖
1
3

(L3(R3))3‖u‖
1
2

(L9(R3))3 .

Proto celkem d́ıky (4.9)

(4.10)

d

dt
‖u‖3(L3(R3))3 + ‖∇|u| 32 ‖2(L2(R3))3

≤ C‖f‖(L5/2(R3))3×3

(∫
R3

|∇u|2|u|dx
) 1

2 ‖u‖
1
5

(L3(R3))3‖u‖
3
10

(L9(R3))3

≤ C(ε)‖f‖
5
2

(L5/2(R3))3×3‖u‖
1
2

(L3(R3))3 + ε

∫
R3

|∇u|2|u|dx+ ε‖u‖3(L9(R3))3

pro ε libovolně malé. Tento odhad dává

‖u‖L∞(0,T ;(L3(R3))3) ≤ C
(
‖f‖(L5/2(QT ))3×3 + ‖a‖(L3(R3))3

)
a také

‖|u| 32 ‖
2
3

L2(0,T ;W 1,2(R3)) ≤ C
(
‖f‖(L5/2(QT ))3×3 + ‖a‖(L3(R3))3

)
.

Protože

‖u‖(L5(QT ))3 ≤ C‖u‖2/5L∞(0,T ;(L3(R3))3)‖u‖
3/5
L3(0,T ;(L9(R3))3),

‖u‖(L4(QT ))3 ≤ C‖u‖1/2L∞(0,T ;(L3(R3))3)‖u‖
1/2
L2(0,T ;(L6(R3))3),

dostáváme

(4.11)
‖u‖(L5(QT ))3 ≤ C

(
‖f‖(L5/2(QT ))3×3 + ‖a‖(L3(R3))3

)
,

‖u‖(L4(QT ))3 ≤ C
(
‖f‖(L5/2(QT ))3×3∩(L2(QT ))3×3 + ‖a‖(L3(R3))3∩(L2(R3))3

)
.

Ukažme nyńı, že u ∈ C([0, T ]; (L3(R3))3). Zřejmě d́ıky (4.10) máme, že ‖u‖(L3(R3))3

je spojitá na [0, T ]. Nav́ıc, d́ıky Lemmatu 2.2.5 z [7] (u ∈ C([0, T ]; (L2(R3))3),
L3(K) ↪→ L2(K), hustě) je u ∈ C([0, T ]; ((L3(K))3)w) ∀K, omezené, což d́ıky
odhadu v L∞(0, T ; (L3(R3))3) dává u ∈ C([0, T ]; ((L3(R3))3)w). Dohromady tedy
u ∈ C([0, T ]; (L3(R3))3). �
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Nyńı můžeme přistoupit k d̊ukazu lokálńı existence silného řešeńı Navier–Stoke-
sových rovnic pro počátečńı podmı́nku z (L3(R3))3 ∩ L2

div(R3).

Věta 4.5. Necht’ a ∈ (L3(R3))3 ∩ L2
div(R3). Potom existuje T ∗ > 0 tak, že na

[0, T ∗) existuje dvojice (u, q) řešeńı

∂u

∂t
−∆u+ div(u⊗ u) = −∇q

divu = 0

}
na (0, T ∗)× R3,

u(0, x) = a(x) na R3.

Toto řešeńı splňuje (4.4), (4.5) a je tud́ı̌z na (0, T ∗) hladké.

D̊ukaz. Položme u1(t, ·) = Γ(t, ·) ∗ a(·), κ(T ∗) = ‖u1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖u1‖(L4(QT∗ ))3 .

Protože div a = 0, máme též divu1 = 0. Dále polož́ıme pro k ≥ 1

uk+1 = wk + u1,

kde wk řeš́ı Cauchyovu úlohu pro Stokes̊uv problém

∂wk

∂t
−∆wk = − div(uk ⊗ uk)−∇qk

divwk = 0

 na (0, T ∗)× R3,

w(0, ·) = 0 na R3.

(4.12)

Má-li posloupnoust uk limitu U, bude U = w + u1, kde

∂w

∂t
−∆w = −div(U⊗U)−∇q, divw = 0, w(0, ·) = 0,

∂u1

∂t
−∆u1 = 0, divu1 = 0, u1(0, ·) = a,

a tedy

∂U

∂t
−∆U = −div(U⊗U)−∇q,

divU = 0,

U(0, x) = a,

tj. U řeš́ı naš́ı úlohu. Ukažme, že zobrazeńı uk 7→ uk+1 je kontrakce na vhodném
prostoru. Označme

Wk = uk+1 − uk = wk −wk−1,

tj.

∂Wk

∂t
−∆Wk = −div(uk ⊗ uk) + div(uk−1 ⊗ uk−1)−∇(qk − qk−1).

Označ́ıme-li pravou stranu v rovnici výše F, máme

F = div((uk−1 − uk)⊗ uk−1) + div(uk−1 ⊗ (uk−1 − uk)),

a proto použit́ım odhad̊u z Lemmatu 4.4 (viz (4.11)) dostáváme

‖uk+1 − uk‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk+1 − uk‖(L4(QT∗ ))3

≤ C
(
‖(uk−1 − uk)⊗ (uk−1 + uk)‖

(L
5
2 (QT∗ ))3×3

+‖(uk−1 − uk)⊗ (uk−1 + uk)‖(L2(QT∗ ))3×3

)
≤ C

(
‖uk − uk−1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk − uk−1‖(L4(QT∗ ))3

)
×

×
(
‖uk‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk−1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk‖(L4(QT∗ ))3 + ‖uk−1‖(L4(QT∗ ))3

)
.

Ukažme, že můžeme volit T ∗ tak, aby

(4.13) ‖uk+1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk+1‖(L4(QT∗ ))3 ≤ 2κ(T ∗) ∀k ∈ N0.
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Pro k = 0 je (4.13) d̊usledkem definice κ(T ∗). Dále postupujeme indukćı. Máme,
d́ıky (4.11) a (4.12),

‖uk+1 − u1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk+1 − u1‖(L4(QT∗ ))3

≤ C
(
‖uk‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk‖(L4(QT∗ ))3

)2
.

Proto

‖uk+1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk+1‖(L4(QT∗ ))3

≤ C
(
‖uk‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk‖(L4(QT∗ ))3

)2
+ ‖u1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖u1‖(L4(QT∗ ))3 .

Tedy využit́ım indukčńıho předpokladu

‖uk+1‖(L5(QT∗ ))3 + ‖uk+1‖(L4(QT∗ ))3 ≤ 4Cκ2(T ∗) + κ(T ∗) = κ(T ∗)(1 + 4Cκ(T ∗)).

Stač́ı tedy ověřit, že lze volit T ∗ tak, že

κ(T ∗) <
1

4C
.

Položme aϵ = ωϵ ∗ a zhlazeńı a. Položme u1
ϵ(t, ·) = Γ(t, ·) ∗ aϵ(·). Potom

κ(T ∗) ≤ I1ϵ + I2ϵ ,

kde
I1ϵ = ‖u1

ϵ‖(L5(QT∗ ))3 + ‖u1
ϵ‖(L4(QT∗ ))3 ,

I2ϵ = ‖u1 − u1
ϵ‖(L5(QT∗ ))3 + ‖u1 − u1

ϵ‖(L4(QT∗ ))3 .

Použit́ım Lemmatu 4.4 (které zajisté plat́ı i pro rovnici vedeńı tepla)

I2ϵ ≤ C
(
‖a− aϵ‖(L3(R3))3 + ‖a− aϵ‖(L2(R3))3),

kde C je konstanta nezávislá na čase. Fixujme ε > 0 tak, aby

I2ϵ <
1

8C
.

Pro odhad I1ϵ použijeme Lemma 4.3. Odhad (4.2) nám dává

‖u1
ϵ(t, ·)‖(L5(R3))3 ≤ Kt−3/40‖aϵ‖(L4(R3))3 ,

‖u1
ϵ(t, ·)‖(L4(R3))3 ≤ Kt−1/8‖aϵ‖(L3(R3))3 ,

proto

‖u1
ϵ‖(L5(QT∗ ))3 ≤ K(T ∗)β1‖aϵ‖(L4(R3))3 ,

‖u1
ϵ‖(L4(QT∗ ))3 ≤ K(T ∗)β2‖aϵ‖(L3(R3))3

pro kladné konstanty K, β1 a β2. Volbou T
∗ dostatečně malého zajist́ıme

I1ϵ <
1

8C
.

Proto lze provést limk→∞, zobrazeńı je kontrakce a tud́ıž existuje jediná limita.
Odhady jsou d̊usledkem odhad̊u z Lemmatu 4.4. Protože řešeńı patř́ı do (L5(QT∗))3,
je hladké a jediné na tř́ıdě Leray–Hopfových řešeńı. �

4.2. Kritérium regularity implikuje hlavńı větu. Dokažme nyńı, že pokud
plat́ı Věta 4.2, potom plat́ı též Věta 4.1. Předpokládejme tedy, že u je slabé ře-
šeńı Navier–Stokesových rovnic, tj. u ∈ L∞(0, T ; (L2(R3))3) ∩ L2(0, T ;W 1,2

div (R3)),
a nav́ıc u ∈ L∞(0, T ; (L3(R3))3). Ukažme, že

(4.14) t 7→
∫
R3

u(t, x) ·w(x) dx

je spojité na [0, T ] ∀w ∈ (L
3
2 (R3))3. Dı́ky regularitě výše máme časovou derivaci

∂u
∂t ∈ L2(0, T ; (W 1,2

div (R3))∗) a také u ∈ C([0, T ]; (L2(R3))3). Proto také, analogicky
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jako v kapitole 3, můžeme ukázat, že u ∈ C([0, T ]; (L3
w(R3))3), což dokazuje spoji-

tost výše. Nav́ıc, d́ıky Fatouově větě,

sup
0≤t≤T

‖u(t, ·)‖(L3(R3))3 ≤ ‖u‖L∞(0,T ;(L3(R3))3).

Proto lze předpokládat, že ‖u(t, ·)‖(L3(R3))3 je omezená ∀t ∈ [0, T ]. Dále v́ıme, že

u ∈ (L4(QT ))
3

(viz interpolace mezi L∞(0, T ; (L3(R3))3) a L2(0, T ; (L6(R3))3)), tud́ıž∫ T

0

‖u · ∇u‖
4
3

(L
4
3 (R3))3

dt ≤
∫ T

0

‖u‖
4
3

(L4(R3))3‖∇u‖
4
3

(L2(R3))3×3 dt

≤ ‖u‖
4
3

L4(0,T ;(L4(R3))3)‖∇u‖
4
3

L2(0,T ;(L2(R3))3×3).

Proto také
∂u

∂t
,∇2u,∇p ∈ L

4
3 (δ, T ; (L

4
3 (R3))k).(4.15)

Dále, d́ıky rovnici
∆p = −div div(u⊗ u)

máme
p ∈ L∞(0, T ;L

3
2 (R3)).

Proto můžeme rovnici testovat uΦ, Φ ∈ C∞
0 ((0, T )×R3) a dvojice (u, p) je vhodným

slabým řešeńım na každé podoblasti, která lež́ı striktně uvnitř (0, T ) × R3. Plat́ı
energetická rovnost a zobecněná energetická nerovnost.

Nyńı použijeme Větu 4.2. Ř́ıká, že

(4.16) ∀z0 ∈ R3 × [0, T ] ∃Oz0 okoĺı bodu z0 takové, že

u je hölderovsky spojitá na (R3 × (0, T )) ∩ Oz0 .

Vı́me totiž, že ∀z0 ∃R > 0 tak, že (u, p) je vhodným slabým řešeńım na Q(z0, R) =
(t0 −R2, t0)×BR(x0). Provedeme-li škálováńı

ũ(t, x) = Ru(t0 +R2t, x0 +Rx),

p̃(t, x) = R2p(t0 +R2t, x0 +Rx),

pak ũ, p̃ splňuj́ı předpoklady Věty 4.2, tj. ũ je hölderovsky spojitá na Q 1
2
, tedy u

je hölderovsky spojitá na Q(z0,
R
2 ). Dokažme, že (4.16) implikuje tvrzeńı Věty 4.1.

Uvědomme si, že

lim
|z0|→+∞

∫
Q(z0,r)

(
|u|3 + |p| 32

)
dz = 0, Q(z0, r) ⊂ QT ,(4.17)

a proto d́ıky známému kritériu (viz Věta 2.19) máme, že

max
z0∈[δ,T ]×R3

|u(z)| ≤ C(δ) < +∞, ∀δ > 0.(4.18)

Pokud polož́ıme w = |u| 32 , pak
w ∈ L∞(0, T ;L2(R3)) ∩ L2(δ, T ;W 1,2(R3)), ∀δ > 0,

a proto použit́ım multiplikativńı nerovnosti

(4.19) ‖w(t, ·)‖
L

10
3 (R3)

≤ C‖w(t, ·)‖
2
5

L2(R3)‖∇w(t, ·)‖
3
5

L2(R3)

máme

(4.20) w ∈ L
10
3 ((δ, T )× R3).

To dává, že u ∈ (L5((δ, T )× R3))3. Konečně, d́ıky tomu, že u0 ∈ (L3(R3))3 ∩
L2
div(R3), v́ıme, že lokálně v čase existuje hladké řešeńı takové, že je shodné s naš́ım
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řešeńım, a u ∈ (L5((0, T ∗)×R3)3, viz Věta 4.5. Proto u ∈ (L5((0, T )× R3))3, tedy
u je hladké, jak umožňuj́ı data úlohy. Proto v našem př́ıpadě je u nekonečněkrát
diferencovatelná na (0, T )× R3.

4.3. Rozš́ı̌reńı kritéria regularity.

Lemma 4.6. Existuje ε0 > 0 takové, že pro (u, p) vhodné slabé řešeńı Navier–
Stokesových rovnic na Q1 splňuj́ıćı

(4.21)

∫
Q1

(|u|3 + |p|3/2) dxdt < ε0

máme, že pro každé k ∈ N je ∇k−1u hölderovsky spojitý na Q1/2.

D̊ukaz. (Idea) Př́ıpad k = 1 je přesně Věta 2.19. Ukažme tedy k = 2, ostatńı př́ıpady
plynou analogicky. Protože u je omezená na Q 1

2+2−2 , můžeme na Q 1
2+2−3 použ́ıt re-

gularitu evolučńıho Stokesova problému s pravou stranou u · ∇u ∈ (L2(Q 1
2+2−3))3.

Proto u ∈ L2(− 25
64 , 0; (W

2,2(B 1
2+2−3))3), ∂u

∂t , ∇p ∈ (L2(Q 1
2+2−3))k. Můžeme tedy

testovat ∆u, což vede k odhadu u v L∞(− 25
64 , 0; (W

1,2(B 1
2+2−3))3). Dále d́ıky re-

gularitě Stokesova problému máme u ∈ L2(− 25
64 , 0; (W

2,6(B 1
2+2−3))3), ∂u

∂t ,∇p ∈
L∞(− 25

64 , 0; (L
6(B 1

2+2−3))3). Postupné vylepšováńı regularity v prostoru mi umožńı

testovat ∆2u a ∂
∂t∆u až nakonec d́ıky větám o vnořeńı dostaneme požadovaný

výsledek. �

4.4. Jednoznačné prodlužováńı. Ćılem je dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 4.7. Necht’ |u|, |∇u|, |∇2u|, |∂u∂t | ∈ L2((0, T )×BR), |∂u∂t +∆u| ≤ C1(|∇u|+
|u|) s.v. na (0, T )×BR a pro všechna (t, x) ∈ (0, T )×BR

(4.22) |u(t, x)| ≤ Ck(|x|+
√
t)k k = 0, 1, . . .

Potom u(0, x) = 0 pro ∀x ∈ BR.

Tato věta je př́ımým d̊usledkem následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 4.8. Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 4.7. Potom existuje γ = γ(C1) ∈
(0, 3

16 ) a absolutńı konstanty β1, β2 takové, že

|u(t, x)| ≤ K1(C1, N)A0(T,R)e
− |x|2

4t

pro všechna (t, x) ∈ (0, T )×BR splňuj́ıćı 0 < t ≤ γT , |x| ≤ β1R, β2t ≤ |x|2. Zde

A0 = max
(t,x)∈(0, 34T )×B 3

4
R

(
|u(t, x)|+

√
T |∇u(t, x)|

)
.

Z lemmatu tedy plyne, že u(t, 0) = 0 pro všechna |x| ≤ β1R. Poznamenejme

ještě, že z regularity parabolických rovnic plyne, že A0 ≤ c(T,R)
∫ T

0

∫
BR

|u|2 dxdt.

D̊ukaz. Položme λ =
√
2t, ρ = 2|x|/λ. Necht’ |x| ≤ 3

8R, 8t ≤ |x|2. Potom je ρ ≥ 4

a pro y ∈ Bρ je λy ∈ B 3
4R

. Necht’ s ∈ (0, 2); pak pro T ≤ 1, t < γT a γ ≤ 3
16 je

λ2s ∈ (0, 34 ). Položme

v(s, y) = u(λ2s, λy).

Potom v(·, ·) je dobře definována na (0, 2)×Bρ. Zřejmě také∣∣∣∂v
∂s

+∆yv
∣∣∣ ≤ Kλ(|v|+ |∇v|)

v (0, 2)×Bρ. Dále

(4.23) |v(s, y)| ≤ C ′
k(|y|+

√
s)k, C ′

k = Ckλ
k, k = 0, 1, . . . .
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Zvolme ε > 0 a definujme

0 ≤ ϕ(s, y) =

 1 (s, y) ∈ (0, 32 )×Bρ−1,
∈ (0, 1) jinak,
0 (s, y) /∈ (0, 2)×Bρ,

0 ≤ ϕε(s) =

 1 s ∈ (2ε, 2),
∈ (0, 1) jinak,
0 s ∈ (0, ε).

Položme w = ϕv, wε = ϕεw. Zřejmě

(4.24)

∣∣∣∂wε

∂s
+∆wε

∣∣∣ ≤ Kλ
(
|wε|+ |∇wε|

)
+ c

(
|∇ϕ||∇v|+ |∇ϕ||v|

+|∆ϕ||v|+
∣∣∣∂ϕ
∂s

∣∣∣|v|)+ c|ϕ′
ε||v|.

Nyńı použijeme Carlemanovu nerovnost (viz Lemma 4.9 ńıže)∫ 2

0

∫
Bρ

h−2a(s)e−
|y|2
4s (|∇wε|+ |wε|)2 dy ds

≤ c

∫ 2

0

∫
Bρ

h−2a(s)e−
|y|2
4s

∣∣∣∂wε

∂s
+∆wε

∣∣∣2 dy ds,
kde c je absolutńı konstanta, h(t) = te

1−t
3 , a > 0 je libovolné. Položme

A = max
(s,y)∈(0,2)×Bρ\(0, 32 )×Bρ−1

(|v(s, y)|+ |∇v(s, y)|)

a vezměme γ dostatečně malé, aby

cK2λ2 ≤ 2cK2γ ≤ 1

2
.

Proto se hlavńı člen napravo dohadne pomoćı levé strany (viz (4.24)) a dostáváme∫ 2

0

∫
Bρ

h−2a(s)e−
|y|2
4s (|∇wε|+ |wε|)2 dy ds

≤ cA2

∫ 2

0

∫
Bρ

h−2a(s)e−
|y|2
4s χ(s, y) dy ds

+
c

ε2

∫ 2ε

0

∫
Bρ

h−2a(s)e−
|y|2
4s |v(s, y)|2 dy ds,

kde χ(·, ·) je charakteristická funkce množiny (0, 2)×Bρ \ (0, 32 )×Bρ−1. Uvědomme
si, že

|v(s, y)| ≤ C ′
k(|y|+

√
s)k, k = 0, 1, . . . .

Proved’me limε→0+ . Dostáváme (druhý člen vymiźı d́ıky exponenciále a podmı́nce
(4.23))

D =

∫ 3
2

0

∫
Bρ−1

h−2a(s)e−
|y|2
4s (|∇v|+ |v|)2 dy ds

≤ cA2

∫ 2

0

∫
Bρ

h−2a(s)e−
|y|2
4s χ(s, y) dy ds

≤ cA2
[
h−2a

(3
2

)
+ ρN−1

∫ 2

0

h−2a(s)e−
|ρ−1|2

4s ds
]
.

Protože ρ ≥ 4, je

D ≤ cA2
[
h−2a

(3
2

)
+ ρN−1

∫ 2

0

h−2a(s)e−
|ρ|2
8s ds

]
.
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Vezměme β > 0 a fixujme

a =
βρ2

2 lnh(3/2)
, tj. h−2a(3/2) = e−βρ2

.

Protože h(3/2) > 1, je vše v pořádku. Tedy

D ≤ cA2e−βρ2
[
1 + ρN−1e−βρ2

∫ 2

0

h−2a(s)e2βρ
2− ρ2

8s ds
]
.

Upřesněme volbu β ∈ (0, 1
64 ), např. β = 1

100 . Potom

D ≤ cA2e−βρ2
[
1 +

∫ 2

0

h−2a(s)e−
ρ2

16s ds
]
.

Protože β ≤ 3 ln(3/2)
32 , je pro g(s) = h−2a(s)e−

ρ2

16s splněno g′(s) ≥ 0 pro s ∈ (0, 2), a
definováno výše. Proto

D ≤ cA2e−βρ2

.

Volbou ρ a λ máme pro všechna µ ∈ (0, 1) a x ∈ B3R/8 splněno, že B1(
µ
λx) ⊂ Bρ−1.

Položme Q̃ = ( 12 , 1)×B1(
µ
λx). Potom

D ≥
∫
Q̃

e−
|y|2
2 |v|2 dy ds.

Protože

|y|2 ≤ 2
µ2

λ2
|x|2 + 2,

volbou µ =
√
2β dostáváme∫

Q̃

|v|2 dy ds ≤ cA2e(−2β+µ2

2 )
|x|2
t = cA2e−β

|x|2
t .

Na druhou stranu, použit́ım regularity pro zpětnou parabolickou rovnici∣∣∣v(1
2
,
µ

λ
x
)∣∣∣2 ≤ K(C1, N)

∫
Q̃

|v|2 dy ds,

a proto

|u(t,
√
2βx)|2 = |u(t, µx)|2 =

∣∣∣v(1
2
,
µ

λ
x
)∣∣∣2 ≤ cA2e−β

|x|2
t .

Záměnou proměnných x̃ =
√
2βx je

|u(t, x̃)| ≤ cAe−
|x̃|2
4t

pro |x̃| ≤ β1R, |x̃|2 ≥ β2t, β1 = 3
8

√
2β, β2 = 16β. �

Nyńı dokážeme Carlemanovu nerovnost použitou v d̊ukazu Lemmatu výše.

Lemma 4.9. Pro všechny u ∈ (C∞
0 (0, 2)× RN )N a libovolné a > 0 plat́ı∫ 2

0

∫
RN

h−2a(t)e−
|x|2
4t

(a+ 1

t
|u|2 + |∇u|2

)
dx dt

≤ c0

∫ 2

0

∫
RN

h−2a(t)e−
|x|2
4t

(∂u
∂t

+∆u
)2

dxdt,

kde h(t) = te
1−t
3 a c0 je pevná kladná konstanta.

D̊ukaz. Necht’ u ∈ C∞
0 ((0, 2) × RN )N je libovolná funkce. Pro a > 0 položme

Φ(t, x) = − |x|2
8t − (a+ 1) lnh(t), v = eΦu. Potom

∂v

∂t
+∆v = eΦ

∂u

∂t
+ ueΦ

∂Φ

∂t
+ div

(
eΦu⊗∇Φ

)
+ div

(
∇ueΦ

)
.
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Proto

Lv := eΦ
(∂u
∂t

+∆u
)
=
∂v

∂t
− div(v ⊗∇Φ)− (∇v)∇Φ+∆v +

(
|∇Φ|2 − ∂Φ

∂t

)
v.

Rozložme tL na symetrickou a antisymetrickou část, tj.

tL = S +A,

Sv = t
[
∆v +

(
|∇Φ|2 − ∂Φ

∂t

)
v
]
− 1

2
v,

Av =
1

2

(∂(tv)
∂t

+ t
∂v

∂t

)
− t

(
div(v ⊗∇Φ) + (∇v)∇Φ

)
.

Zřejmě ∫ 2

0

∫
RN

t2e2Φ
∣∣∣∂u
∂t

+∆u
∣∣∣2 dxdt = ∫ 2

0

∫
RN

t2|Lv|2 dxdt

=

∫ 2

0

∫
RN

(
|Sv|2 + |Av|2 + [S,A]v · v

)
dx dt,

kde [S,A] = SA−AS je komutátor S a A. Př́ımým výpočtem máme

I =

∫ 2

0

∫
RN

[S,A]v · v dxdt

= 4

∫ 2

0

∫
RN

t2
[ ∂2Φ

∂xi∂xj

∂v

∂xi
· ∂v
∂xj

+
∂2Φ

∂xi∂xj

∂Φ

∂xi

∂Φ

∂xj
|v|2

]
dxdt

+

∫ 2

0

∫
RN

t2|v|2
[∂2Φ
∂t2

− 2
∂

∂t
|∇Φ|2 −∆2Φ

]
dxdt+

∫ 2

0

∫
RN

t|∇v|2 dx dt

−
∫ 2

0

∫
RN

t|v|2
(
|∇Φ|2 − ∂Φ

∂t

)
dx dt.

Při naš́ı volbě Φ dostáváme
(4.25)

I = (a+ 1)

∫ 2

0

∫
RN

t2
[
−
(h′(t)
h(t)

)′
− h′(t)

th(t)

]
|v|2 dxdt = a+ 1

3

∫ 2

0

∫
RN

t|v|2 dx dt.

Protože |∇v|2 = 1
2 (

∂
∂t +∆)|v|2 − v

(
∂v
∂t +∆v

)
, je∫ 2

0

∫
RN

t2|∇v|2 dxdt = −
∫ 2

0

∫
RN

t|v|2 dxdt

−
∫ 2

0

∫
RN

t2v · Lv dxdt+

∫ 2

0

∫
RN

t2|v|2
(
|∇Φ|2 − ∂Φ

∂t

)
dx dt.

V našem př́ıpadě je |∇Φ|2 − ∂Φ
∂t = −|∇Φ|2 + (a+ 1)h

′(t)
h(t) . Tedy (h

′(t)
h(t) = 3−t

3t )∫ 2

0

∫
RN

t2
(
|∇v|2 + |v|2|∇Φ|2

)
dxdt ≤ 3I −

∫ 2

0

∫
RN

t2v · Lv dx dt

≤ 3

∫ 2

0

∫
RN

t2|Lv|2 dxdt+
(∫ 2

0

∫
RN

t2|Lv|2 dxdt
)1/2(∫ 2

0

∫
RN

t2|v|2 dxdt
)1/2

.

Dı́ky (4.25) je tedy∫ 2

0

∫
RN

t2
(
|∇v|2 + |v|2|∇Φ|2

)
dx dt ≤ b1

∫ 2

0

∫
RN

t2|Lv|2 dx dt,

kde b1 je absolutńı kladná konstanta. Protože

eΦ|∇u| ≤ |∇v|+ |v||∇Φ|
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a |∇Φ|2 ≥ a+1
2t , e2Φ = e−

|x|2
4t h−2(a+1)(t), je∫ 2

0

∫
RN

h−2a(t)(th−1(t))2
[
(a+ 1)

|u|2

t
+ |∇u|2

]
e−

|x|2
4t dxdt

≤ b2

∫ 2

0

∫
RN

h−2a(t)(th−1(t))2
(∂u
∂t

+∆u
)2

e−
|x|2
4t dxdt,

kde b2 je konstanta. Důkaz je hotov. �

4.5. Zpětná jednoznačnost.

Věta 4.10. Necht’ R > 0, T > 0 a QR,T = [0, T ] × RN\BR. Necht’ M > 0 a

|∂u∂t + ∆u| ≤ M(|∇u| + |u|) v QR,T . Necht’ |u|, |∇u|, |∇2u|, |∂u∂t | ∈ L2
loc(QR,T ).

Necht’ nav́ıc |u(t, x)| ≤ MeM |x|2 v QR,T . Je-li u(0, x) = 0 v RN\BR, je u = 0 v
QR,T .

Budeme vycházet z článku [3]. Nejdř́ıve dokážeme dvě nerovnosti Carlemanova
typu (Lemmata 4.11 a 4.12) a poté dokážeme tvrzeńı věty ve dvou kroćıch; nej-
prve pro dostatečně krátké časové intervaly, přeškálováńım pak dostaneme výsledek
hlavńı věty.

Důkaz budeme dělat pro skalárńı funkci u. Pro vektorovou funkci by se d̊ukaz
dělal úplně stejně. Podstatné je, že d́ıky speciálńı struktuře rovnice máme, že (viz
[5]) nerovnost (4.52) plat́ı v analogickém tvaru, tj.

(4.26)
√
s|∇u(s, y)|+ |u(s, y)| ≤ C(M)

sN/2+1

∫ 2s

s

∫
B√

s(y)

|u|dxdt,

kde

(4.27)
∣∣∣∆u+

∂u

∂t

∣∣∣ ≤M
(
|u|+ |∇u|

)
a |y| > 2

√
s+R, 0 < s ≤ T/2.

Nejprve máme

Lemma 4.11. Necht’ u ∈ C∞
0 ([0, T ]× (RN \BR)). Potom existuje α0 = α0(R,N)

tak, že
(4.28) ∥∥eα(T−t)(|x|−R)+|x|2u

∥∥
L2(QR,T )

+
∥∥eα(T−t)(|x|−R)+|x|2∇u

∥∥
(L2(QR,T ))N

≤
∥∥∥eα(T−t)(|x|−R)+|x|2

(
∆u+

∂u

∂t

)∥∥∥
L2(QR,T )

+ ‖e|x|
2

∇u(T, ·)‖(L2(RN\BR))N

plat́ı ∀α ≥ α0 a pro u splňuj́ıćı u(0, x) = 0 ∀x ∈ RN \BR.

D̊ukaz. Budeme postupovat v několika kroćıch:
Krok 1: Př́ımým výpočtem lze ukázat, že pro G, u, hladké funkce v otevřené pod-
množině RN+1 a pro F = 1

G

(
∂G
∂t −∆G

)
plat́ı

(4.29)

div
(
2
∂u

∂t
G∇u+ |∇u|2∇G− 2(∇G · ∇u)∇u+ uFG∇u+

1

2
u2F∇G

−1

2
u2G∇F

)
− ∂

∂t

(
|∇u|2G+

1

2
u2FG

)
= 2

(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u+
1

2
Fu

)(
∆u+

∂u

∂t

)
G

−2
(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u+
1

2
Fu

)2

G− 1

2
u2

(∂F
∂t

+∆F
)
G− 2∇2(lnG)∇u · ∇uG.
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Nyńı, pokud zintegrujeme identitu (4.29) přes (0, T )× RN \BR, dostáváme

(4.30)

2

∫ T

0

∫
RN\BR

(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u+
1

2
Fu

)2

Gdxdt

+2

∫ T

0

∫
RN\BR

∇2(lnG)∇u · ∇uG dxdt

+
1

2

∫ T

0

∫
RN\BR

u2
(∂F
∂t

+∆F
)
G dxdt

= 2

∫ T

0

∫
RN\BR

(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u+
1

2
Fu

)(
∆u+

∂u

∂t

)
G dxdt

+

∫
RN\BR

[
|∇u|2G+

1

2
u2FG

]T
0
dx.

Protože prvńı člen na levé straně je nezáporný, za předpoklad̊u na funkci G

• lnG je konvexńı
• ∂F

∂t +∆F > 0

nám předchoźı identita unožňuje kontrolovat váhovou L2-normu u a ∇u (s vahou
G) pomoćı váhové L2-normy (∂u∂t +∆u) se stejnou váhou.

Speciálně, zvolme

(4.31) G(t, x) = e2α(T−t)(|x|−R)+2|x|2 .

Zřejmě potom

(4.32)
∂2

∂xi∂xj
lnG(t, x) =

(2α(T − t)

|x|
+ 4

)
δij − 2α(T − t)

xixj
|x|3

a tento výraz splňuje pro α > 0

∂2

∂xi∂xj
lnG(t, x)ξiξj ≥ c0|ξ|2.

Dále je splněno
(4.33)

F (t, x) =
∂G(t,x)

∂t −∆G(t, x)

G(t, x)

= −2α(|x| −R)− 2Nα

|x|
(T − t) +

2α

|x|
(T − t)− 4N −

(2α
|x|

(T − t) + 4
)2

|x|2

a konečně
(4.34)

∂F (t, x)

∂t
+∆F (t, x)

= 8α2(T − t) + 16α|x|+ 2α(T − t)(N − 1)(N − 3)− 16α(T − t)
N − 1

|x|2
− 32N,

tedy pro α dosti velké (v závislosti na T a R) je

(4.35) F ≤ 0,
∂F

∂t
+∆F ≥ 1.

Konečně, protože F ≤ 0 a G ≥ 1, u(0, ·) = 0, z posledńıho integrálu v (4.30)
je nezáporný pouze jeden člen; na prvńı integrál napravo použijeme Hölderovu
nerovnost a dostáváme (4.28). �

K d̊ukazu druhé Carlemanovy nerovnosti, viz Lemma 4.12 ńıže, bychom potře-

bovali vźıt G(t, x) = e−|x|2/4t. V tomto př́ıpadě je

∂2G(t, x)

∂xi∂xj
= e−|x|2/4t

(xixj
4t2

− δij
2t

)
,
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tedy tato funkce neńı konvexńı. Proto muśıme tuto funkci vynásobit vhodnou
funkćı, která záviśı pouze na čase.

Lemma 4.12. Necht’ σ(t) = te−t/3, σa(t) = σ(t+ a). Potom existuje K = K(N)
tak, že nerovnost
(4.36)∥∥σ−α−1/2

a e−|x−y|2/8(t+a)u
∥∥
L2((0,1)×RN )

+
∥∥σ−α

a e−|x−y|2/8(t+a)∇u
∥∥
(L2((0,1)×RN ))N

≤ K
∥∥∥σ−α

a e−|x−y|2/8(t+a)
(
∆u+

∂u

∂t

)∥∥∥
L2((0,1)×RN )

plat́ı ∀α ≥ 0, 0 < a < 1, y ∈ RN a u ∈ C∞
0 ([0, 1)× RN ) splňuj́ıćı u(0, ·) ≡ 0.

D̊ukaz. Pokud v identitě (4.29), kde G řeš́ı rovnici vedeńı tepla (∂G∂t − ∆G = 0),

použijeme mı́sto G funkci σ−αG = Gα (σ = σ(t), Fα = (∂Gα

∂t − ∆Gα)/Gα =

−α∂σ
∂t /σ = −α ∂

∂t lnσ), máme
(4.37)

σ−α div
(
2
∂u

∂t
G∇u+ |∇u|2∇G− 2(∇G · ∇u)∇u− αuG∇udσ

dt
/σ

−αdσ
dt
/(2σ)u2∇G

)
− ∂

∂t

(
σ−α|∇u|2G− α

dσ

dt
/(2σ)σ−αu2G

)
= 2σ−α

(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u− α
dσ

dt
/(2σ)u

)(∂u
∂t

+∆u
)
G+

α

2
σ−α d2

dt2
(lnσ)u2G

−2σ−α
(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u− α
dσ

dt
/(2σ)u

)2

G− 2σ−α∇2(lnG)∇u · ∇uG.

Vynásobme nyńı (4.37) funkćı σ/dσ
dt , uvědomme si, že

σ/
(dσ
dt

) d2

dt2
lnσ = − d

dt
ln
(
σ/

dσ

dt

)
,

σ/
(dσ
dt

) ∂
∂t

(
σ−α|∇u|2G− α

dσ

dt
/(2σ)σ−αu2G

)
=

∂

∂t

(
σ1−α

(dσ
dt

)
|∇u|2G

−α/2σ−αu2G
)
− σ1−α/

(dσ
dt

) d

dt
ln

(
σ/

dσ

dt

)
|∇u|2G+ α/2σ−α d

dt
ln

(
σ/

dσ

dt

)
u2G.

Potom
(4.38)

σ1−α/
(dσ
dt

)
div

(
2
∂u

∂t
G∇u+ |∇u|2∇G− 2(∇G · ∇u)∇u− α

dσ

dt
/σuG∇u

−αdσ
dt
/(2σ)u2∇G

)
− ∂

∂t

(
σ1−α/

(dσ
dt

)
|∇u|2G− α/2σ−αu2G

)
= 2σ1−α/

(dσ
dt

)(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u− α
dσ

dt
/(2σ)u

)(∂u
∂t

+∆u
)
G

−2σ1−α/
(dσ
dt

)(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u− α
dσ

dt
/(2σ)u

)2

G

−2σ1−α/
(dσ
dt

)
∇2(lnG)∇u · ∇uG− σ1−α/

(dσ
dt

) d

dt
ln

(
σ/

dσ

dt

)
|∇u|2G.
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Nyńı zintegrujeme (4.38) přes (0, 1) × RN ; d́ıky tomu, že funkce σ je nezáporná
neklesaj́ıćı na [0, 1), máme
(4.39)

2

∫ 1

0

∫
RN

σ1−α/
(dσ
dt

)(∂u
∂t

−∇ lnσ · ∇u− α
dσ

dt
/(2σ)u

)2

Gdxdt

+

∫ 1

0

∫
RN

σ1−α/
(dσ
dt

)( d

dt
ln

(
σ/

dσ

dt

)
|∇u|2 + 2∇2(lnG)∇u · ∇u

)
Gdx dt

= 2

∫ 1

0

∫
RN

σ1−α/
(dσ
dt

)(
∆u+

∂u

∂t

)(∂u
∂t

−∇ lnG · ∇u− α
dσ

dt
/(2σ)u

)
G dx dt.

Pokud vezmeme a ∈ (0, 1) a zvoĺıme

G(t, x) := Ga(t, x) = (t+ a)−N/2e−
|x|2

4(t+a) ,

σ(t) := σa(t) = (t+ a)e−
t+a
3 ,

máme pro t ∈ (0, 1), x ∈ RN

(4.40)
1

3e
(t+ a) ≤ σa(t) ≤ t+ a,

1

3e
≤ dσa

dt
≤ 1.

Protože
d

dt
ln
(dσa

dt
/σa

)
=

3

(t+ a)(3− (t+ a))
,

je

d

dt
ln
(dσa

dt
/σa

)
I+ 2∇2(lnG) ≥

( 3

(t+ a)(3− (t+ a))
− e−

|x|2
4(t+a)

1

t+ a

)
I

≥ 1

3− (t+ a)
I ≥ 1

3
I.

Proto máme∥∥σ(1−α)/2
a G1/2

a ∇u
∥∥
(L2((0,1)×RN ))N

≤ K
∥∥∥σ(1−α)/2

a G1/2
a

(∂u
∂t

+∆u
)∥∥∥

L2((0,1)×RN )
.

Dále si uvědomme, že(
∆+

∂

∂t

)
u2 = 2u

(
∆+

∂

∂t

)
u+ 2|∇u|2,

proto ∫ 1

0

∫
RN

(
∆+

∂

∂t

)
u2Gaσ

−β
a dxdt

=

∫ 1

0

∫
RN

2|∇u|2Gaσ
−β
a dxdt+ 2

∫ 1

0

∫
RN

u
(
∆+

∂

∂t

)
uGaσ

−β
a dxdt.

Pokud použijeme integraci per partes na levé straně nerovnosti a dále toho, že Ga

řeš́ı rovnici vedeńı tepla a u(0, ·) = 0, máme

(4.41)

∫ 1

0

∫
RN

u2σ−β−1
a Ga dx dt

≤ K
(∫ 1

0

∫
RN

σ−β
a |∇u|2Ga dxdt+

∫ 1

0

∫
RN

u
(
∆+

∂

∂t

)
uσ−β

a Ga dx dt
)
.

Vhodnou volbou α, β, použit́ım Cauchy–Schwarzovy nerovnosti v (4.41), dostáváme
(4.36), přičemž jsme využili, že výše dokázané nerovnosti jsou invariatńı na posun
v prostorové proměnné. �

Nyńı dokažme, že tvrzeńı Věty 4.10 plat́ı na krátkách časových intervalech, jsou-li
konstanty dostatečně malé.
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Lemma 4.13. Necht’ u splňuje v [0, 1]× (RN \BR)

(4.42)
∣∣∣∆u+

∂u

∂t

∣∣∣ ≤ ε(|u|+ |∇u|), |u(t, x)| ≤ eε|x|
2

a necht’ u(0, x) ≡ 0 na RN \BR pro jisté R ≥ 1. Potom existuje ε0(N) > 0 takové,
že u ≡ 0 na [0, ε]× (RN \BR) pro ε ≤ ε0(N).

D̊ukaz. Ukažme nejprve, že existuje ε0(N) > 0 a C = C(N) tak, že funkce u
splňuj́ıćı předpoklady Lemmatu 4.13 splňuje v [0, 1/C]× (RN \B6R)

(4.43) |u(s, y)|+ |∇u(s, y)| ≤ Ce−|y|2/Cs
(
1 + ‖u‖L∞((0,1)×(B4R\BR))

)
,

je-li ε ≤ ε0.
Necht’ tedy u splňuje (4.42), |y| ≥ 6R a r ≥ 4|y|. Položme nyńı ur(t, x) =

u(t, x)ϕ(t)ψr(x), ϕ ∈ C∞
0 (R), ϕ ≡ 1 pro t ≤ 1/2, ϕ ≡ 0 pro t ≥ 3/4 a ψr ∈

C∞
0 (RN ), ψr ≡ 1 pro 3R ≤ |x| ≤ 2r, ψr ≡ 0 pro |x| ≤ 2R nebo |x| ≥ 3r,

0 ≤ ϕ,ψr ≤ 1. Aplikujme nyńı Carlemanovu nerovnost (4.36) z Lemmatu 4.12 na
ur, kde voĺıme α = k, k ∈ N, a ∈ (0, 1). Potom
(4.44)∥∥σ−k−1/2

a e−|x−y|2/8(t+a)ur
∥∥
L2((0,1)×RN )

+
∥∥σ−k

a e−|x−y|2/8(t+a)∇ur
∥∥
L2((0,1)×RN )

≤ C
∥∥∥σ−k

a e−|x−y|2/8(t+a)
(∂ur
∂t

+∆ur

)∥∥∥
L2((0,1)×RN )

.

Na druhou stranu, d́ıky definici ur a (4.42)
(4.45) ∣∣∣( ∂

∂t
+∆

)
ur(t, x)

∣∣∣ ≤ ε(|ur(t, x)|+ |∇ur(t, x)|)

+|ϕ′(t)ur(t, x)|+ ϕ(t)
(
|u(t, x)|(|∆ψr(x)|+ |∇ψr(x)|) + 2|∇ψr(x)||∇u(t, x)|

)
.

Voĺıme-li ε dostatečně malé, lze prvńı člen v (4.45) převést na levou stranu v (4.44)
a proto máme
(4.46)

‖σ−k−1/2
a e−|x−y|2/8(t+a)ur‖L2((0,1)×RN ) + ‖σ−k

a e−|x−y|2/8(t+a)∇ur‖L2((0,1)×RN )

≤ C
(
‖σ−k

a e−|x−y|2/8(t+a)u‖L2((1/2,3/4)×(RN\BR))

+‖σ−k
a e−|x−y|2/8(t+a)(|u|+ |∇u|)‖L2((0,3/4)×(B3R\B2R))

+‖σ−k
a e−|x−y|2/8(t+a)(|u|+ |∇u|)‖L2((0,3/4)×(B3r\B2r)).

Nyńı využijeme L∞-odhad̊u skalárńıch parabolických rovnic, viz [5]. Budeme pak
mı́t, že

(4.47)
‖σ−k

a e−|x−y|2/8(t+a)(|u|+ |∇u|)‖L2((0,3/4)×(B3r\B2r))

≤ Ca−ke−r2‖u‖L∞((0,1)×(B4r\Br)).

Proto pro ε ≤ 1
16 jde pravá strana této nerovnosti k nule pro r → +∞. Tedy pokud

pošleme r → +∞ a potom a→ 0+ v (4.46), d́ıky (4.40) dostáváme, že

‖t−k−1/2e−|x−y|2/8tu‖L2((0,1/2)×(RN\B2R))

+‖t−ke−|x−y|2/8tu‖L2((0,1/2)×(RN\B2R))

≤ Ck(N)‖e−|x−y|2/8tu‖L2((1/2,3/4)×(RN\BR))

+Ck(N)‖t−ke−|x−y|2/8t(|u|+ |∇u|)‖L2((0,3/4)×(B3R\B2R)).

Dı́ky (4.42) máme

(4.48) ‖e−|x−y|2/8tu‖L2((1/2,3/4)×(RN\BR)) ≤ C‖eε|x|
2−|x−y|2/6‖L2(RN ) ≤ Ce|y|

2

.

Dále, e−|x−y|2/8t ≤ e−|y|2/16t pro x ∈ B3R \B2R a d́ıky Stirlingově vzorci máme

max
t>0

t−ke−|y|2/16t = |y|−2k(16k)ke−k ≤ |y|−2kCk(N)k!.
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Tedy d́ıky standardńım L∞-odhad̊um (viz [5])

(4.49)
‖t−ke−|x−y|2/8t(|u|+ |∇u|)‖L2((0,3/4)×(B3R\B2R))

≤ Ck(N)k!|y|−2k‖u‖L∞((0,1)×(B4R\BR)).

Z výše uvedených odhad̊u a z (4.42) dostáváme, že existuje C = C(N) tak, že pro
všechna |y| ≥ 6R a k ≥ 0

(4.50)
‖t−ke−|x−y|2/8tu‖L2((0,1/2)×(RN\B2R))

≤ Ck(N)(k!|y|−2k‖u‖L∞((0,1)×(B4R\BR)) + e|y|
2

).

Vynásobme (4.50) |y|2k/(2Ck(N)k!) a sečtěme přes k ≥ 0

(4.51)
‖e|y|

2/(4C(N)t)e−|x−y|2/8tu‖L2((0,1/(8C(N)))×(RN\B2R))

≤ C(1 + ‖u‖L∞((0,1)×(B4R\BR))).

Pokud nyńı použijeme standardńı odhad pro řešeńı prabolických nerovnost́ı (viz
[5])

(4.52) |u(s, y)|+
√
s|∇u(s, y)| ≤ C/sN/2+1

∫ 2s

s

∫
B√

s(y)

|u|dx dt,

nerovnosti (4.52) a (4.51) (exponenciálńı faktor!) dávaj́ı nerovnost (4.43).
Nyńı, necht’ opět 0 < a < 1, r > 0 (velké), ψa,r ∈ C∞

0 (RN ) splňuje ψa,r(x) = 0
pro |x| ≤ (1 + a)R nebo |x| > 2r a ψa,r(x) = 1 pro (1 + 2a)R ≤ |x| ≤ r. Zvolme
T = 4ε, 0 < ε ≤ 1/(10C(N)) a použijeme Carlemanovu nerovnost z Lemmatu 4.11
(viz (4.28)) na funkci ua,r = uψa,r:
(4.53)∥∥eα(4ε−t)(|x|−R)+|x|2ua,r

∥∥
L2(QR,4ε)

+
∥∥eα(4ε−t)(|x|−R)+|x|2∇ua,r

∥∥
(L2(QR,4ε))N

≤
∥∥∥eα(4ε−t)(|x|−R)+|x|2

( ∂
∂t

+∆
)
ua,r

∥∥
L2(QR,4ε)

+
∥∥e|x|2∇ua,r(4ε, ·)∥∥L2(RN )

.

Stejně jako výše

(4.54)
∣∣∣( ∂
∂t

+∆
)
ua,r

∣∣∣ ≤ ε(|ua,r|+ |∇ua,r|)+ |u|(|∆ψa,r|+ |∇ψa,r|)+2|∇ψa,r||∇u|

a stejně jako v př́ıpadě (4.44)–(4.45) můžeme prvńı člen napravo pro ε dostatečně
malé schovat do levé strany. Proto dostáváme
(4.55)

e9εαaR ‖u‖L2((0,ε)×(Br\B(1+3a)R)) ≤ Ce8εαar+r2‖|u|+ |∇u|‖L2((0,4ε)×(B2r\Br))

+C(a)e8εαaR‖|u|+ |∇u|‖L2((0,4ε)×(B(1+2a)R\B(1+a)R))

+‖e|x|
2

u(4ε, ·)‖L2(B2r\B(1+a)R)

+‖e|x|
2

∇u(4ε, ·)‖(L2(B2r\B(1+a)R))N .

Nerovnosti (4.55) a (4.43) dávaj́ı, že pro jistou konstantu závislou na ε a a plat́ı

(4.56) ‖u‖L2((0,ε)×(Br\B(1+3a)R)) ≤ C(ε, a)
(
eαr−r2 + e−εαaR

)
.

V této nerovnosti nejprve pošleme r → ∞, pak α → +∞, což vede nakonec k vý-
sledku

u ≡ 0 na [0, ε]× (RN \BR).

�

D̊ukaz. (Věty 4.10): Nyńı můžeme přistoupit k d̊ukazu Věty 4.10. Za předpoklad̊u
této věty existuje δ > 0 tak, že u(δ2t, δx)/M (přeznačené na u(t, x)) splňuje (4.42)
v [0, T ]× (RN \BR) pro nové R ≥ 1 a T ≥ 1 s libovolně malým ε. Pro T ≥ 1 d́ıky
Lemmatu 4.13 dostáváme, že u ≡ 0 v [0, ε]×(RN \BR). Potom ale u(t+ε, x) splňuje
(4.42) na [0, T −ε]× (RN \BR) a je-li T −ε ≥ 1, dostáváme u ≡ 0 na [0, 2ε]× (RN \
BR). T́ımto zp̊usobem nalezneme a ≥ 0 takové, že u ≡ 0 na [0, a]× (RN \BR), kde
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0 < T −a ≤ 1. Položme a0 = a a uk(t, x) = u
(
(T −ak)t+ak,

√
T − akx

)
, kde k ≥ 0,

uk splňuje (4.42) a t ∈ [0, T/(T − a0) − a0] (T/(T − a0) − a0 ≥ 1!). Lemma 4.13
zaručuje, že u ≡ 0 na [0, ak+1]× (RN \BR), ak+1 = (1−ε)ak+εT . Tedy {ak}k∈N je
rostoućı (jinak T = ak) a 0 < ak < T . Proto limk→∞ ak = T , což dokazuje tvrzeńı
Věty 4.10. �

4.6. Důkaz Věty 4.2.

D̊ukaz. Připomeňme, že funkce u ∈ L∞(−1, 0; (L2(B1))
3) ∩L2(−1, 0; (W 1,2(B1))

3)
∩L∞(−1, 0; (L3(B1))

3) a tedy patř́ı i do (L4(Q1))
3. Proto můžeme testovat rovnici

řešeńım u respektive uΦ, Φ ∈ C∞
0 (Q1). Nav́ıc p ∈ L

3
2 (Q1) a dvojice (u, p) je tud́ıž

vhodným slabým řešeńım na Q1.
Máme (viz (4.14))

t 7→
∫
B1

u(t, ·) ·w(·) dx

je spojité v [−1, 0] ∀w ∈ (L
3
2 (B1))

3
2 . Nav́ıc také

sup
−1≤t≤0

‖u(t, ·)‖(L3(B1))3 ≤ ‖u‖L∞(−1,0;(L3(B1))3).

Podobně jako několikrát dř́ıve rozlož́ıme tlak na dvě části, tj. p = p1 + p2, kde
prvńı část splňuje

∆p1(t, ·) = −div div(u⊗ u) v B1,

p1 = 0 na ∂B1,

ve slabém smyslu, a tedy druhá část tlaku, p2, je harmonická,

∆p2(t, ·) = 0 v B1.

Proto dostáváme

‖p1‖L∞(−1,0;L3/2(B1) ≤ C‖u‖2L∞(−1,0;(L3(B1))3)
.

Dále

(4.57)

‖p2‖L3/2(−1,0;L∞(B3/4))
=

(∫ 0

−1

(
sup

x∈B3/4

|p2(t, x)|3/2
)
dt
) 2

3

≤ C
(∫ 0

−1

∫
B3/4

|p2|3/2 dxdt
) 2

3

≤ ‖p‖L3/2(−1,0;L3/2(B3/4))
+ ‖p1‖L3/2(−1,0;L3/2(B3/4))

≤ C
(
‖u‖2L∞(−1,0;(L3(B1))3)

+ ‖p‖L3/2(Q1)

)
.

Předpokládejme tedy, že tvrzeńı Věty 4.2 neplat́ı. Necht’ z0 = (t0, x0) ∈ Q1/2

je singulárńı bod. Z Lemmatu 3.6 źıskáme posloupnost kladných č́ısel Rk → 0
splňuj́ıćıch

A(Rk) = sup
t0−R2

k≤t≤t0

1

Rk

∫
BRk

(x0)

|u(t, x)|2 dx ≥ ε∗

∀k ∈ N, kde ε∗ > 0 je kladná konstanta.
Označ́ıme ũ, p̃, p̃1 a p̃2 prodloužeńı u, p, p1 a p2 nulou na celé R4 a definujeme

uRk(t, x) = Rkũ(t0 +R2
kt, x0 +Rkx),

pRk(t, x) = R2
kp̃(t0 +R2

kt, x0 +Rkx),

pRk
1 (t, x) = R2

kp̃1(t0 +R2
kt, x0 +Rkx),

pRk
2 (t, x) = R2

kp̃2(t0 +R2
kt, x0 +Rkx).
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Pomoćı věty o substituci dostaneme∫
R3

|uRk(t, x)|3 dx =

∫
R3

|ũ(t0 +R2
kt, x)|3 dx,∫

R3

|pRk
1 (t, x)| 32 dx =

∫
R3

|p̃1(t0 +R2
kt, x)|

3
2 dx

(4.58)

a pro každou Ω ⊂ R3 omezenou

(4.59)

∫
R

(
sup
x∈Ω

|pRk
2 (t, x)| 32

)
dt = Rk

∫
R

(
sup
x∈Ω

|p̃2(s, x0 +Rkx)|
3
2

)
ds.

Tedy můžeme vybrat slabě konvergentńı podposloupnosti, které lze bez újmy na
obecnosti označit p̊uvodńımi indexy tak, že pro k → ∞

• uRk ⇀∗ U v L∞(R; (L3(R3))3), přičemž divU = 0,

• pRk
1 ⇀∗ P v L∞(R;L3/2(R3)),

• pRk
2 → 0 v L3/2(R;L∞(Ω))

pro každou Ω ⊂ R3 kompaktńı.
Vezměme pevnou Φ ∈ C∞

0

(
R4

)
, nezápornou. Definujme ΦRk vztahem

Φ(τ, y) = RkΦ
Rk(t0 +R2

kτ, x0 +Rky), y ∈ R3, τ ∈ R.

Zvolme Rk dost malé, aby platilo

suppΦ ⊂
{
(τ, y); t0 +R2

kτ ∈
(
− 9/16, 0

)
, x0 +Rky ⊂ B3/4

}
,

tedy

suppΦRk ⊂
(
− 9/16, 0

)
×B3/4.

Protože (u, p) je vhodné slabé řešeńı Navier–Stokesových rovnic, máme zobecněnou
energetickou nerovnost ve tvaru

2

∫ 0

−1

∫
B1

ΦRk(t, x)|∇u(t, x)|2 dxdt

≤
∫ 0

−1

∫
B1

|u(t, x)|2
(
∆ΦRk(t, x) +

∂ΦRk(t, x)

∂t

)
dxdt

+

∫ 0

−1

∫
B1

u(t, x) · ∇ΦRk(t, x)
(
|u(t, x)|2 + 2p(t, x)

)
dxdt,

a tedy, záměnou proměnných t = t0 +R2
kτ , x = x0 +Rky, dostaneme

2

∫
R

∫
R3

Φ(τ, y)|∇yu
Rk(τ, y)|2 dy dτ

≤
∫
R

∫
R3

|uRk(τ, y)|2
(
∆yΦ(τ, y) +

∂Φ(τ, y)

∂τ

)
dy dτ

+

∫
R

∫
R3

uRk(τ, y) · ∇yΦ(τ, y)
(
|uRk(τ, y)|2 + 2pRk(τ, y)

)
dy dτ.

Nyńı odvod́ıme apriorńı odhady na tlak na (a, b) × Ω, Ω ⊂⊂ R3 a −∞ < a <
b <∞:

‖pRk‖L3/2((a,b)×Ω) ≤ ‖pRk
1 ‖L3/2((a,b)×Ω) + ‖pRk

2 ‖L3/2((a,b)×Ω)

≤ C(a, b,Ω)
[
‖pRk

1 ‖L∞((a,b);L3/2(Ω)) + ‖pRk
2 ‖L3/2((a,b);L∞(Ω))

]
≤ C(a, b,Ω)

[
‖p1‖L∞(−1,0;L3/2(B1)) +

(
Rk

∫
R

(
sup
y∈Ω

|p̃2|3/2
)
ds

)2/3]
≤ C(a, b,Ω)

[
‖p‖

L
3
2 (Q1)

+ ‖u‖2L∞(−1,0;(L3(B1))3)

]
.
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Ze zobecněné energetické nerovnosti, (4.58), (4.59) a předpoklad̊um věty můžeme
tedy dostat odhady nezávislé na Rk:∫

Q

(|pRk |3/2 + |∇uRk |2) dxdt ≤ C1(Q) <∞

pro Q ⊂⊂ R4 libovolnou kompaktńı podmnožinu R4, kde konstanta C(Q) je nezá-
vislá na Rk. Připomeňme, že uRk(t, x) = 0 pro t0 +R2

kt > 0.
Připomeňme dále, že pro Q = I ×B

‖uRk‖(L4(Q))3 ≤ C‖uRk‖
1
2

L∞(I;(L3(B))3)‖u
Rk‖

1
2

L2(I;(L6(B))3),

tedy ∫
Q

|uRk |4 dx dt ≤ C2(Q).

Proto ∫
Q

|uRk · ∇uRk | 43 dxdt ≤ C3(Q).

Můžeme tedy opět použ́ıt regularitu Stokesova problému a dostat

(4.60)

∫
Q

(∣∣∣∂uRk

∂t

∣∣∣4/3 + |∇2uRk |4/3 + |∇pRk |4/3
)
dxdt ≤ C4(Q) <∞.

Proto d́ıky Aubin–Lionsově lemmatu máme

uRk → U v (L3(Q))3.

Ukažme, že nav́ıc

uRk → U v C([a, b]; (L2(Ω))3),

−∞ < a < b <∞, Ω ⊂ R3, omezená. Zřejmě d́ıky (4.60)

uRk → U v C([a, b]; (L
4
3 (Ω))3),

nebot’

W 1, 43 ([a, b];L
4
3 (Ω)) ∩ L 4

3 ([a, b];W 2, 43 (Ω)) ↪→↪→ C([a, b];L
4
3 (Ω)).

Poč́ıtejme

‖uRk(t+∆t, ·)− uRk(t, ·)‖(L2(Ω))3 ≤

‖uRk(t+∆t, ·)− uRk(t, ·)‖2/5
(L

4
3 (Ω))3

‖uRk(t+∆t, ·)− uRk(t, ·)‖3/5(L3(Ω))3 → 0

pro ∆t→ 0. Celkem limitńı funkce (U, P ) splňuj́ı

• ∫
Q

(
|U|4 + |∇U|2 +

∣∣∣∂U
∂t

∣∣∣ 4
3

+ |∇P | 43
)
dx dt ≤ C5(Q) <∞

pro všechny Q ⊂ R4, omezené
• U ∈ C([a, b]; (L2(Ω))3), −∞ < a < b <∞, Ω ⊂ R3, omezená

• U ∈ L∞(R; (L3(R3))3), P ∈ L
3
2 (R4)

• Dvojice (U, P ) je distributivńım řešeńım Navier–Stokesových rovnic (a spl-
ňuje je i skoro všude na R4)

• Pro všechny nezáporné Φ ∈ C∞
0 (R4) splňuje zobecněnou energetickou rov-

nost

2

∫
R

∫
R3

Φ|∇U|2 dx dt =
∫
R

∫
R3

[
|U|2

(
∆Φ+

∂Φ

∂t

)
+U · ∇Φ

(
|U|2 + 2P

)]
dxdt

a tud́ıž je (U, P ) ∀[a, b]×Ω, −∞ < a < b <∞, Ω ⊂ R3. omezená, vhodným
slabým řešeńım na této množině
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•
sup

−1≤t≤0

∫
B1

|U(t, x)|2 dx ≥ ε∗ > 0,

protože

sup
t0−R2

k≤t≤t0

1

Rk

∫
BRk

(x0)

|u(t, x)|2 dx = sup
−1≤t≤0

∫
B1

|uRk(t, x)|2 dx ≥ ε∗.

Dokažme nyńı, že ∃R2 a T2 > 0 tak, že ∀k = 0, 1, . . . máme ∇kU hölderovsky
spojitý a omezený na (−2T2, 0]× R3\BR2/2. Pro pevné T2 > 2 plat́ı, že∫ 0

−4T2

∫
R3

(
|U|3 + |P |3/2

)
dxdt <∞ ,

proto

lim
R→∞

∫ 0

−4T2

∫
R3\BR

(
|U|3 + |P |3/2

)
dx dt = 0 .

To tedy znamená, že pro libovolné ε0 > 0 existuje R2(ε0, T2) ≥ 4 tak, že∫ 0

−4T2

∫
R3\BR2/4

(
|U|3 + |P |3/2

)
dxdt < ε0 .

Vezměme z1 = (t1, x1) ∈ (−2T2, 0]× R3\BR2/2. Potom

Q(z1, 1) ⊂ (−4T2, 0]× R3 \BR2/4,

a proto ∫ t1

t1−1

∫
B1(x1)

(
|U|3 + |P |3/2

)
dx dt < ε0

pro všechna z1 ∈ (−2T2, 0]× R3\BR2/2, T2 > 2, R2 > 4. Proto

max
z∈Q(z1,1/2)

|∇kU(z)| ≤ C0,k <∞, ∀k = 0, 1, . . .

a ∇kU(z) je hölderovsky spojitý na (−2T2, 0]× R3\BR2/2, viz Lemma 4.6.
Definujme vorticitu ω = rotU. Potom

∂ω

∂t
+U · ∇ω − ω∇U−∆ω = 0

v (−T2, 0]×R3 \BR2
. Dı́ky hladkosti U, viz výše, máme že na (−T2, 0]×R3 \BR2

plat́ı ∣∣∣∂ω
∂t

−∆ω
∣∣∣ ≤M(|ω|+ |∇ω|), M > 0.

Nav́ıc máme |ω| ≤ C0,0 + C0,1 < ∞. Ukážeme, že ω(x, 0) = 0 pro x ∈ R3\BR2
.

Připomeňme, že U ∈ C([−T2, 0]; (L2(Ω))3), Ω ⊂ R3, omezená. Tedy pro x∗ ∈
R3 \BR2 (∫

B1(x∗)

|U(0, x)|2 dx
)1/2

≤
(∫

B1(x∗)

|uRk(0, x)−U(0, x)|2 dx
)1/2

+
(∫

B1(x∗)

|uRk(0, x)|2 dx
)1/2

≤ ‖uRk −U‖C([−T2,0];(L2(B1(x∗)))3) + |B1|1/6
(∫

B1(x∗)

|uRk(0, x)|3 dx
)1/3

≤ ‖uRk −U‖C([−T2,0];(L2(B1(x∗)))3) + |B1|1/6
(∫

BRk
(x0+Rkx∗)

|u(t0, y)|3 dy
)1/3

.
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Protože uRk
→ U v C([−T2, 0]; (L2(B1(x∗)))

3) a supt∈[−1,0] ‖u(t, ·)‖(L3(B1))3 <∞,
máme ∫

B1(x∗)

|U(0, x)|2 dx = 0 ∀x∗ ∈ R3 \BR2 ,

tedy

ω(0, x) = rotU(0, x) = 0 ∀x ∈ R3 \BR2
.

Věta 4.10 nám tedy dává, že

ω(t, x) = 0 , (t, x) ∈ (−T2, 0]× R3\BR2 .

Zbývá dokázat, že

ω = 0 v (−T2, 0]×BR2
.

T́ım totiž dostaneme U = ∇ψ, kde ψ je harmonická funkce s omezenou L3-normou
∇ψ. Pak ∇ψ = 0 a tedy U(t, ·) = 0 pro s.v. t ∈ (−T2, 0], což je ve sporu s před-
pokladem

sup
−1≤t≤0

∫
B1

|U(t, x)|2 dx ≥ ε∗ > 0.

Nyńı dokážeme, že ω ≡ 0.
Vı́me, že v (−T2, 0] × R3 \ BR2

je ∆U = ∇divU − rot rotU = 0, a proto
v (−T2, 0]× R3 \BR2 plat́ı

∂U

∂t
+ div(U⊗U) +∇P = 0

divU = 0, ∆U = 0, rotU = 0.

Proto pro libovolné Q0 ⊂ (−T2, 0]× R3 \B2R2

max
z∈Q0

[
|∇kU(z)|+

∣∣∣∇k ∂U(z)

∂t

∣∣∣+ |∇kP |
]
≤ C1

0,k <∞, k = 0, 1, . . . .

Fixujme ϕ ∈ C∞
0

(
R3

)
takovou, že ϕ ≡ 1 na B4R2

a ϕ ≡ 0 na R3 \ B6R2
. Položme

W = ϕU a R = ϕP . Potom

∂W

∂t
+ div(W ⊗W)−∆W +∇R = g

divW = U · ∇ϕ

 v Q∗ = (−T2/2, 0]×B8R2
,

W(t, x)|∂B8R2
= 0,

kde

g = (ϕ2 − ϕ) div(U⊗U) +UU · ∇ϕ2 + P∇ϕ− 2(∇U)∇ϕ−U∆ϕ.

Funkce g splňuje g(t, x) = 0 pro x ∈ B4R2 nebo x ∈ R3 \B6R2 a

sup
z∈Q∗

[
|∇kg(z)|+

∣∣∣∇k ∂

∂t
g(z)

∣∣∣] ≤ C2
0k <∞, k = 0, 1, . . . ,

což jsme dostali z hladkosti U a P . Potřebujeme pracovat s funkcemi s nulovou di-
vergenćı. Proto vyřeš́ıme Stokes̊uv problém v Q∗. Tedy pro libovolné t ∈ (−T2/2, 0]
hledáme řešeńı úlohy

−∆W̃ +∇R̃ = 0

div W̃ = U · ∇ϕ

}
v B8R2

s hraničńı podmı́nkou

W̃|∂B8R2
= 0.

Z regularity Stokesova problému máme

sup
z∈Q∗

[∣∣∣∇ ∂

∂t
W̃(z)

∣∣∣+ |∇kW̃(z)|+ |∇kR̃(z)|
]
≤ C3

0k <∞, k = 0, 1 . . . .
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Položme V = W − W̃, Q = R− R̃. Naše nové funkce splňuj́ı rovnice

∂V

∂t
+ div(V ⊗V)−∆V +∇Q = −div(V ⊗ W̃ + W̃ ⊗V) +G

divV = 0

 v Q∗,

V(t, ·)|∂B8R2
= 0,

kde

G = −div(W̃ ⊗ W̃) + g − ∂W̃

∂t
.

Z předchoźıch odhad̊u máme

sup
z∈Q∗

|∇kG(z)| ≤ C4
0k <∞, k = 0, 1, . . . .

Vlastnosti U, P a odhady výše nám dávaj́ı

V ∈ L∞(−T2/2, 0; (L3(B8R2
))3) ∩ C([−T2/2, 0]; (L2(B8R2

))3)

∩L2(−T2/2, 0; (W 1,2(B8R2))
3),

∂V

∂t
,∇2V,∇Q ∈ (L4/3(Q∗))

m, m = 3, 3× 3× 3.

Zvolme t0 ∈ (−T2/2, 0) tak, že ‖∇V(t0, ·)‖(L2(B8R2
))3 <∞. Existuje δ0 > 0 takové,

že ∂V
∂t ,∇

2V,∇Q ∈ (L2((t0, t0 + δ0) × B8R2
))m. Využijeme-li regularitu lineárńıch

rovnic, dostaneme pro k = 0, 1, . . . a ε < δ0/4 odhad

sup
t0+ϵ≤t≤t0+δ0−ϵ

sup
x∈B8R2

|∇kV(t, x)| ≤ C5
0k <∞.

Proto, speciálně

sup
t0+ϵ≤t≤t0+δ0−ϵ

sup
x∈B8R2

|∇kU(t, x)| ≤ C6
0k <∞, k = 0, 1, . . . .

Vı́me tedy, že v (t0 + ε, t0 + δ0 − ε)×B8R2
pro jistá M , M1 > 0∣∣∣∂ω

∂t
−∆ω

∣∣∣ ≤M(|∇ω|+ |ω|),
|ω| ≤M1.

Nav́ıc, je-li (t, x) ∈ (t0 + ε, t0 + δ0 − ε) × B8R2\BR2 , je ω = 0. Dı́ky Větě 4.7
(aplikované po posunut́ı v čase i prostoru) dostáváme, že

ω = 0 v (t0 + ε, t0 + δ0 − ε)×B8R2

pro s.v. t0 ∈ (−T2/2, 0). Pokud zopakujeme stejný argument na (−T2,−T2/2],
dostáváme konečně

ω(t, x) ≡ 0 v (−T2, 0]× R3.

�
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[8] Seregin, G. A., Šverák, V.: On solutions to the Navier–Stokes equations with lower bounds

on pressure, Arch. Ration. Mech Anal. 163 (2002), 65–86.


