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13 Posloupnosti a řady funkcí
13.1 Bodová a stejnoměrná konvergence I

Definice (1 Bodová a stejnoměrná konvergence D 14.1.1 a 14.1.3)
(i) Nechť {ϕn} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN a
ϕ : RN → R je definovaná na Ω.
Řekneme, že posloupnost {ϕn} konverguje stejnoměrně na Ω k funkci ϕ,
jestliže pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že

|ϕn(x)− ϕ(x)| < ε pro všechna n ≥ n0 a x ∈ Ω.

V takovém případě píšeme ϕn ⇒ ϕ na Ω.
Stejnoměrnou konvergenci řady funkcí definujeme pomocí stejnoměrné
konvergence jejích částečných součtů.
(ii) Nechť {ϕn} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN a
ϕ : RN → R je definovaná na Ω.
Řekneme, že posloupnost {ϕn} konverguje bodově na Ω k funkci ϕ, jestliže pro
každé ε > 0 a každé x ∈ Ω existuje n0 ∈ N takové, že

|ϕn(x)− ϕ(x)| < ε pro všechna n ≥ n0.

V takovém případě píšeme ϕn → ϕ na Ω.
Bodovou konvergenci řady funkcí definujeme pomocí bodové konvergence jejích
částečných součtů.
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13.1 Bodová a stejnoměrná konvergence II

Věta (1 Charakterizace stejnoměrné konvergence T 14.1.6)
Nechť {ϕn} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN a
ϕ : RN → R je definovaná na Ω. Pak

ϕn ⇒ ϕ na Ω ⇐⇒ lim
n→∞

(sup
Ω
|ϕn − ϕ|) = 0.

,

Definice (2 Lokálně stejnoměrná konvergence I Pozn. 14.1.10)
Nechť {ϕn} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN a
ϕ : RN → R je definovaná na Ω.
Řekneme, že posloupnost {ϕn} konverguje lokálně stejnoměrně na Ω k funkci
ϕ, jestliže pro každé K ⊂ Ω, K omezená a uzavřená, platí

ϕn ⇒ ϕ na K .

V takovém případě píšeme ϕn

loc
⇒ ϕ na Ω.
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13.1 Bodová a stejnoměrná konvergence III

Definice (2’ Lokálně stejnoměrná konvergence II D 14.1.9)
Nechť {ϕn} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN a
ϕ : RN → R je definovaná na Ω.
Řekneme, že posloupnost {ϕn} konverguje lokálně stejnoměrně na Ω k funkci
ϕ, jestliže pro každé x0 ∈ Ω existuje δ > 0 takové, že

ϕn ⇒ ϕ na Uδ(x0) ∩ Ω.

Lemma (1 Ekvivalence definicí Pozn. 14.1.10)
Nechť Ω je otevřená. Potom obě předchozí definice jsou ekvivalentní.



13.1 Bodová a stejnoměrná konvergence III

Definice (2’ Lokálně stejnoměrná konvergence II D 14.1.9)
Nechť {ϕn} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN a
ϕ : RN → R je definovaná na Ω.
Řekneme, že posloupnost {ϕn} konverguje lokálně stejnoměrně na Ω k funkci
ϕ, jestliže pro každé x0 ∈ Ω existuje δ > 0 takové, že

ϕn ⇒ ϕ na Uδ(x0) ∩ Ω.

Lemma (1 Ekvivalence definicí Pozn. 14.1.10)
Nechť Ω je otevřená. Potom obě předchozí definice jsou ekvivalentní.



13.1 Bodová a stejnoměrná konvergence III

Věta (2 B–C podmínka pro stejnoměrnou konvergenci V 14.1.12)
Nechť {ϕn} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN . Pak
posloupnost {ϕn} konverguje stejnoměrně na Ω právě tehdy, když je splněna
Bolzano–Cauchyova podmínka

∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n ∈ N ∩ [n0,∞) ∀p ∈ N ∀x ∈ Ω |ϕn(x)− ϕn+p(x)| < ε.



13.2 Kritéria stejnoměrné konvergence řad funkcí I

Věta (3 Nutná podmínka stejnoměrné konvergence V 14.2.1)
Nechť {ϕk} je posloupnost funkcí z RN do R definovaných na Ω ⊂ RN . Jestliže∑∞

k=1 ϕk stejnoměrně konverguje na Ω, pak ϕk ⇒ 0 na Ω.

Věta (4 Weierstrassovo kritérium V 14.2.2)
Nechť {ϕk} je posloupnost funkcí z RN do R a {wk} je posloupnost funkcí z RN

do R+
0 definovaných na Ω ⊂ RN . Nechť řada

∑∞
k=1 wk konverguje stejnoměrně

na Ω a nechť

|ϕk(x)| ≤ wk(x) pro všechna x ∈ Ω a k ∈ N.

Pak
∑∞

k=1 ϕk a
∑∞

k=1 |ϕk | konvergují stejnoměrně na Ω a na Ω platí∣∣∣ ∞∑
k=1

ϕk

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1

|ϕk | ≤
∞∑
k=1

wk .
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