Matematika pro fyziky |

Milan Pokorny

Prednaska 27.10.2022



Méritelné funkce |

Definice (10 Mé¥itelna funkce D 15.4.1)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je M-méfitelnd (neboli Q € M)
a f: Q — R je definovana skoro vSude na Q. Rekneme, Ze f je M-méFitelnd
na €, jestlize pro kazdé a € R plati

{xeQ: f(x)>a} e M.

Komplexni funkce je mé¥itelnd, je-li méfitelna jeji redlna i imagindrni ¢ast.



Méritelné funkce |

Definice (10 Mé¥itelna funkce D 15.4.1)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je M-méfitelnd (neboli Q € M)
a f: Q — R je definovana skoro vSude na Q. Rekneme, Ze f je M-méFitelnd
na €, jestlize pro kazdé a € R plati

{xeQ: f(x)>a} e M.

Komplexni funkce je mé¥itelnd, je-li méfitelna jeji redlna i imagindrni ¢ast.

Definice (11 Borelovska a lebesgueovsky méfitelna funkce D 15.4.1)

V piipad& méfitelnych funkci viiéi borelovskym mnozindm na R hovofime o
borelovskych funkcich. V ptipadé méfitelnych funkci vici lebesgueovsky
méfitelnym mno¥indm na RV (tedy z(pInéné o-algeb¥e borelovskych mnozin)
hovofime o lebesgueovsky méritelnych funkcich.



Méritelné funkce Il

Véta (12 Vlastnosti méfitelnych funkci T 15.4.3)

Necht (X, M, i) je méfitelny prostor a f: X — R*.

(i) Je-li f méfitelnd na méfitelné mnoziné Q C X, pak je f méfitelnd také na
kaZdé jeji méfitelné podmnozZiné.

(i) Je-li f mé¥itelnd na méritelnych mnoZindch {§;}72,, pak je f méritelnd také
na Uj.il Qj.



Méritelné funkce Il

Véta (12 Vlastnosti méfitelnych funkci T 15.4.3)

Necht (X, M, i) je méfitelny prostor a f: X — R*.

(i) Je-li f méfitelnd na méfitelné mnoziné Q C X, pak je f méfitelnd také na
kaZdé jeji méfitelné podmnozZiné.

(i) Je-li f mé¥itelnd na méritelnych mnoZindch {§;}72,, pak je f méritelnd také
na Uj.il Qj.

Véta (13 Charakterizace méfitelnych funkci pomoci troviiovych mnozin V
15.4.5)

Necht (X, M, n) je méfitelny prostor a f: X — R* je definovanad viude na X.
Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) f je méfitelnd

(ii) mnozina {x € X: f(x) > a} je méfitelnd pro véechna o € R

(iii) mnozina {x € X: f(x) < a} je méfitelnd pro vSechna o € R

(iv) mnoZina {x € X: f(x) < a} je méfitelnd pro vSechna o € R.



Méritelné funkce Il

Definice (12 Ekvivalentni funkce V 15.4.7)

Necht (X, M, 1) je méFitelny prostor a funkce f,g: X — R* jsou definované
véude na X. Rekneme, e f a g jsou ekvivalentni, jestlize f = g skoro viude
na X.



Méritelné funkce Il

Definice (12 Ekvivalentni funkce V 15.4.7)

Necht (X, M, 1) je méFitelny prostor a funkce f,g: X — R* jsou definované
vsude na X. Rekneme, Ze f a g jsou ekvivalentni, jestlize f = g skoro vsude
na X.

Véta (14 O méitelnosti ekvivalentnich funkci V 15.4.8)

Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a funkce f,g: X — R* jsou ekvivalentni
a definované viude na X. Pak jsou bud obé tyto funkce méfitelné, nebo jsou
obé neméritelné.



Méritelné funkce Il

Definice (12 Ekvivalentni funkce V 15.4.7)

Necht (X, M, 1) je méFitelny prostor a funkce f,g: X — R* jsou definované
vsude na X. Rekneme, Ze f a g jsou ekvivalentni, jestlize f = g skoro vsude
na X.

Véta (14 O méitelnosti ekvivalentnich funkci V 15.4.8)

Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a funkce f,g: X — R* jsou ekvivalentni
a definované viude na X. Pak jsou bud obé tyto funkce méfitelné, nebo jsou
obé neméritelné.

Véta (15 O méfitelnosti bodové limity méfitelnych funkci V 15.4.10)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor a {f,};2, jsou méfitelné funkce na X.
Pak funkce inf,en fa, sup,cn fa, liminf, oo £y, limsup,_,  f, jsou méritelné
na X. Specidlné pokud skoro vSude na X existuje bodovd limita posloupnosti
{fa}, pak je méfitelnd.



Méritelné funkce IV

Véta (16 O méfitelnosti slozené funkce V 15.4.11)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, f,g: X — R jsou méFitelné funkce na X
a F € C(R?). Pak funkce x — F(f(x),g(x)) je méfitelnd na X. Specidiné,
funkce f + g a fg jsou méritelné na X.



Méritelné funkce IV

Véta (16 O méfitelnosti slozené funkce V 15.4.11)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, f,g: X — R jsou méFitelné funkce na X
a F € C(R?). Pak funkce x — F(f(x),g(x)) je méfitelnd na X. Specidiné,
funkce f + g a fg jsou méritelné na X.

Véta (17 O lebesgueovské méfitelnosti spojité funkce V 15.4.12)

Necht Q C R" je lebesgueovsky métitelnd a f: RY — R je spojitd na Q
vzhledem k Q. Pak je f lebesgueovsky méritelna na Q2. Dokonce, je-li f spojitd
pouze na Q\ P, kde An(P) = 0, pak je f lebesgueovsky méfitelna na Q.



Méritelné funkce IV

Véta (16 O méfitelnosti slozené funkce V 15.4.11)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, f,g: X — R jsou méFitelné funkce na X
a F € C(R?). Pak funkce x — F(f(x),g(x)) je méfitelnd na X. Specidiné,
funkce f + g a fg jsou méritelné na X.

Véta (17 O lebesgueovské méfitelnosti spojité funkce V 15.4.12)

Necht Q C R" je lebesgueovsky métitelnd a f: RY — R je spojitd na Q
vzhledem k Q. Pak je f lebesgueovsky méritelna na Q2. Dokonce, je-li f spojitd
pouze na Q\ P, kde An(P) = 0, pak je f lebesgueovsky méfitelna na Q.

Dusledek (4 O lebesgueovské méfitelnosti funkce spojité az na mnozinu
miry nula)

Necht Q C R" je lebesgueovsky métitelnd a f: RV — R je spojitd na Q\ P,
pficemz Ay(P) = 0. Potom je f lebesgueovsky méfitelnd na .



14.5 Jednoduché funkce |

Definice (13 Jednoducha funkce D 15.5.1)

Necht X je mnoZina a s: X — R*. Rekneme, Ze s je jednoduchd funkce,
jestlize s(X) je kone¢nd mnozina.



14.5 Jednoduché funkce |

Definice (13 Jednoducha funkce D 15.5.1)
Necht X je mnoZina a s: X — R*. Rekneme, Ze s je jednoduchd funkce,
jestlize s(X) je kone¢nd mnozina.

Véta (18 O aproximaci mé¥itelnych funkci jednoduchymi funkcemi V
15.5.4)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a f: X — [0, 00] je méfitelnd funkce. Pak
existuje posloupnost {s,} jednoduchych méfitelnych funkci na X takovd, Ze
0<s,<sp41<f,sp<oonalX provsechnaneN as, — f naX.
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Definice (13 Jednoducha funkce D 15.5.1)

Necht X je mnoZina a s: X — R*. Rekneme, Ze s je jednoduchd funkce,
jestlize s(X) je kone¢nd mnozina.

Véta (18 O aproximaci mé¥itelnych funkci jednoduchymi funkcemi V
15.5.4)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a f: X — [0, 00] je méfitelnd funkce. Pak
existuje posloupnost {s,} jednoduchych méfitelnych funkci na X takovd, Ze
0<s,<sp41<f,sp<oonalX provsechnaneN as, — f naX.

Véta (19 O aproximaci lebesgueovsky méfitelnych funkci spojitymi
funkcemi V 15.5.6)

Necht f: RV — R je lebesgueovsky méfitelnd funkce a € > 0. Pak existuji
méFitelnd mnoZina A C RN a posloupnost {f,} spojitych funkci na RN takové,
Je An(A) <eaf,— fnaRV\ A



14.5 Jednoduché funkce Il

Véta (20 Jegorovova véta V 15.5.8)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a plati u(X) < oco. Necht {f,} je
posloupnost méfitelnych funkci z X do R*, které jsou skoro vsude kone¢né a
konverguji skoro véude na X. Necht € > 0. Pak existuje méfitelnd mnozZina
E C X takovd, Ze u(E) < € a {f,} konverguji stejnomérné na X \ E.



14.5 Jednoduché funkce Il

Véta (20 Jegorovova véta V 15.5.8)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a plati u(X) < oco. Necht {f,} je
posloupnost méfitelnych funkci z X do R*, které jsou skoro viude konecné a
konverguji skoro véude na X. Necht € > 0. Pak existuje méfitelnd mnozZina
E C X takovd, Ze u(E) < € a {f,} konverguji stejnomérné na X \ E.

Véta (21 Luzinova véta V 15.5.9)

Necht f: RV — R je lebesgueovky méfitelnd a € > 0. Pak existuje oteviend
mnozina G C R" takovd, e \n(G) < € a f je spojitd na RV \ G vzhledem
kRY\ G.



14.6 Integrél z jednoduché nezaporné funkce |

Definice (14 Integral z jednoduché nezaporné funkce)
Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, 2 C X je méfitelnd a s = > 7 ajxa, je
nezdporna méfitelnd jednoduchd funkce. Pak definujeme

Lsdu = Zaj,u(Aj n Q)

j=1



14.6 Integral z jednoduché nezdporné funkce |

Definice (14 Integral z jednoduché nezaporné funkce)
Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, 2 C X je méfitelnd a s = > 7 ajxa, je
nezdporna méfitelnd jednoduchd funkce. Pak definujeme

Lsdu = Zaj,u(Aj n Q)

j=1

Lemma (1)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a

s =21 1aXa = >4y bixs; je nezdpornd jednoduchd méfitelna funkce.
Potom fQ sdu nezavisi na tvaru rozkladu s.



14.6 Integral z jednoduché nezdporné funkce |

Definice (14 Integral z jednoduché nezaporné funkce)
Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, 2 C X je méfitelnd a s = > 7 ajxa, je
nezdporna méfitelnd jednoduchd funkce. Pak definujeme

/ Sdu = Zaj,u(Aj n Q)
Q

j=1

Lemma (1)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a

s =21 1aXa = >4y bixs; je nezdpornd jednoduchd méfitelna funkce.
Potom fQ sdu nezavisi na tvaru rozkladu s.

Lemma (2)

Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s je JINMF. Potom
() fQ sdu >0

(ii) fo sdp = 0 prdvé tehdy, kdyZ s =0 s.v. na Q

(iii) J, sdp nezdvisi na chovdni s na X \ Q a na mnozindch miry nula

(iv) je-li [ sdp < oo, potom pu({x € Q: s(x) = co}) = 0.



14.6 Integrél z jednoduché nezaporné funkce Il

Lemma (3)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a si, s, jsou JNMF.
Potom

(i) je-li s1 = 52 s.v. na Q, je fn sidp = fQ sadp

(ii) je-li s1 < s s.v. na Q, je [, s1dp < [, s2dpu.
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Lemma (3)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a si, s, jsou JNMF.
Potom

(i) je-li s1 = 52 s.v. na Q, je fQ sidp = fQ sadp

(ii) je-li s1 < s s.v. na Q, je [, s1dp < [, s2dpu.

Lemma (4)

Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s1, s> jsou JINMF a
¢ > 0. Potom

() o1+ s)dp= [ysidu+ [,s2du

(ii) [qesidpu = c [, sidp.



14.6 Integrél z jednoduché nezdporné funkce Il

Lemma (5)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s je INMF. Necht

Pe M, P CQ. Potom
/sd,ug/sdp.
P Q



14.6 Integral z jednoduché nezaporné funkce Ill

Lemma (5)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, Q C X je méfitelnd a s je INMF. Necht

Pe M, P CQ. Potom
/sd,ug/sdu.
P Q

Lemma (6)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a s je JNMF. Potom mnoZinova funkce

@(A)::/sdy, ACX, Ae M
A

je mira na o-algebre M.



