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Kapitola 1
Uvod

Parcialni diferencialni rovnice jsou rovnicemi, jejichZ feSenim jsou funkce. Na rozdil od
obycejnych diferencidlnich rovnic jde o funkce vice proménnych, pfic¢emzZ v rovnicich se
vyskytuji derivace dle alespori dvou proménnych.

Na rozdil od obycejnych diferencialnich rovnic neexistuje Zddna smysluplnd obecna
teorie parcidlnich diferencialnich rovnic (kromé& jedné véty, kterd ale poZaduje analyticka
data a dava lokalné feSeni na tfid¢ analytickych funkci, coZ je pomé&rné slaby vysledek
za pomérné silnych predpokladl). Tato situace je ale v podstaté véci, a proto je nutné
studovat jednotlivé rovnice zvlast a jak uvidime pozdéji, teorie dava pomérné rozdilné
vlastnosti feSeni pro rtizné typy rovnic. My se proto o tuto obecnou teorii pokouset nebu-
deme a odkazujeme na monografie jako tieba [ReRo], [Ev PDE] ¢i [Pe] a misto toho se
stru¢né podivame na dva typy rovnic prvniho fadu a poté se budeme vénovat hlavné tfem
zakladnim typim rovnic fadu druhého.

vy

Parcialni diferencilni rovnice popisuji rizné fyzikalni jevy: Sifeni vin, vedeni tepla,
proudéni tekutin, rovnovéhu sil, ale i dynamické zmény v elastickém télese, vyvoj pravde-
podobnost vyskytu elementarni ¢astice v riznych bodech prostoru ¢i popis celého vesmiru
ve smyslu obecné teorie relativity. Parcialni diferencialni rovnice maji ale také své pou-
Ziti i v jinych védnich oborech: 1ékafstvi, biologie nebo ekonomie. Samozfejmé existuji
rovnice, které zatim Zadnou aplikaci nemaji, ale i tak mizZe jejich studium byt zajimavé
z pohledu matematiky.

My se v tomto Gvodu soustfedime na feSeni klasicka, tedy na ta feSeni, ktera spliiuji
rovnice ve smyslu rovnosti spojitych funkci. Obecnéj$im pojmim jako zejména slabym
feSenim se vénuji dalsi kurzy parcidlnich diferencialnich rovnic na fakulté. Pomérné t€zké
na tomto kurzu je, Ze vyuZiva znalosti z riznych oborid: matematické analyzy, teorie miry
a integralu a linearni algebry. Pokracovani tohoto kurzu pak také potfebuje dobré znalosti
z funkcionalni analyzy. To je n€kdy malo populérni, ale na druhou stranu pravé tato pro-
pojenost ¢ini teorii parcialnich diferencidlnich rovnic krasnou a atraktivni pro nemalou
¢ast matematikl. A samoziejmé, propojenost s aplikacemi, a s tim souvisejici propojeni
s numerickou analyzou a numerickym feSenim té€chto rovnic, ¢inf tuto partii matematiky
atraktivni i z dal§ich dtvoda.
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1.1 Znaceni

Pro funkce u: Q ¢ R™ — R znacime

Ju
gj = Uy, = 0xju = ()ju

(dle kontextu budeme vyuZzivat nékterou z verzi vyse). Pro vyssi derivace pak Casto pracu-

jeme s multiindexovou symbolikou, tedy pro « € N, & = (@, a5, ..., ,,), |a| = Z;"Zl a;
ax®=x"1x2 . x™ piseme
=X, X, . Xy P
Dlely olaly
D% = Dxa = p ala 4 p am
X, 0x," ... 0%y,

a v tomto kurzu se budeme vzdy pohybovat v situaci, kdy jsou tyto derivace zaménné.
Dale budeme pracovat s diferencidlnim operitorem gradient

(i 2 i)
ox; 0xy" T ox, /)’
ktery zobrazuje skalarni funkci na vektorovou. Vektorové funkce budeme znacit pomoci
Sipky

fiQCR"SR, =1, fa s f)T
(sloupcovy vektor), nebo pomoci tu¢ného fontu (pro pripad, kdy s = m), tedy f: Q C
R™ — R™.

Pro vektorové funkce mame

Vi=(Vf.V... .V,

popiipad¢ lze gradient zapisovat i pomoci matice

oh oh o

ox;  dx, T ox
R ofs
Vf=| ox dxx 77 ox,
ofs s s

ox;  0xp T dx,

o

V pifpadé, Ze budeme pracovat s vyssimi gradienty, budeme pouzivat znaceni VFu, k =
1,2, .... Ve vSech vyse i niZe uvedenych ptipadech budeme vzdy predpokladat, Ze vSechny
derivace, o kterych mluvime, skute¢né existuji v klasickém smyslu.
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Pro Q otevienou mnozinu budeme pouZzivat znaceni
C'(Q) ={ueC@): Vue )}
CrQ={ueC@) : VueC ),i=1,2,...,k}
@@:ﬂ@@

keN
C(ﬁ) = {u € C(Q) : u lze spojité rozsifit aZ do hranice Q}

CKQ)={ueCc@Q) : VuecQ),i=1,2,....k}
c*@) =) ck@.

keN

Pro vektorovou funkci f: Q ¢ R” — R™ zavadime
m
af;
divf = -1
v Z ox;
i=1 !
Ziejmé plati

divf = Tr(Vf),

tedy divergence je vlastn€ stopou matice gradientu vektorové funkce pro specialni piipad
funkce f.

DalSim diferencialnim operatorem, se kterym budeme ale pracovat o poznani méné, je
rotace. Budeme ji definovat pouze pro pifpad vektorové funkce f na R3 nasledovné

rotf_(%_% %_% %_%>

a.X2 aX3 ’ 0x3 ()x3 ’ axl ()xz

Vice pak budeme pracovat s Laplaceovym operatorem. Je-1i u: R™ — R, pak definujeme
m
Z u
2’
j=19%;
pro vektorovou funkci j? :R™ > RS pak

Af i=(Af Afyr ... AF)T.
Cviceni 1.1.1. Ukazte, Ze pro skalarni funkci plati
Au = div(Vu),
zatimco pro vektorovou funkci f: R> — R3 mame

rot(rotf) = Vdivf — Af.
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1.2 Parcialni diferencialni rovnice

Nyni se dostavame k pojmu parcialni diferencialni rovnice.

Definice 1.2.1. Necht Q c RN, N > 2, je neprazdna oblast (oteviena souvisla mnoZina).
Potom parcidlni diferencialni rovnici (PDR) n-tého fadu, n > 1, pro nezndmou funkci u:
Q — R nazyvame predpis

F(x, u(x), Vu(x), V2u(x), ..., V”u(x)) =0, (1.2.1)

kde F: @ x R X RN x RV? x - x RN" > R je dana funkce, kterd neni identicky rovna
nule na 74dné podmnozing Q x R x RN x RN? x - x RN",

Nechf u: Q — R je funkce tiidy C"(2). Potom fikame, Ze u fesi rovnici (1.2.1), jestlize
po dosazeni x a u(x) do levé strany (1.2.1) plati rovnost identicky pro vSechna x € Q. Toto
feSeni nazyvame klasickym feSenim rovnice (1.2.1).

wevs

Poznamka 1.2.2. Existuji i obecnéjsi pojmy feSeni: ve smyslu distribuci, slabé feSent,
feSeni s hodnotami v mirach aj. Slabé feSeni bude zakladem pfednasky PDR 1 a 2.

Casto hraje jedna proménna, &as, specialni roli. Pro hledanou funkci pak typicky pie-
depisujeme hodnotu v néjakém Case 7, a hleddme pouze feSeni pro ¢ > ¢,. Takové rovnice
nazyvame evolu¢ni (pozdéji to budou napiiklad rovnice vedeni tepla, vlnova rovnice), po-
kud rovnice na ¢ase nezavisi, mluvime o rovnicich stacionarnich (pozdéji to budou napii-
klad rovnice Laplaceova a Poissonova). Nezndmou funkci pro evolu¢ni rovnice budeme
psévat jako u(z, x), tedy €as budeme pséat jako prvni proménnou.

V tomto semestru se budeme zabyvat predev§im rovnicemi linearnimi.

Definice 1.2.3. (i) PDR (1.2.1) nazyvame linearni, pokud ji Ize psat ve tvaru

Z a,(x)D%u(x) = f(x), x€eQ (1.2.2)

la|<n

pro dané funkce a, a f. Line4drni PDR se nazyva homogenni, je-li f = 0. V opa¢ném
pripad€ mluvime o linearni nehomogenni rovnici (popiipad€ o rovnici s nenulovou pravou
stranou).

(i1) PDR (1.2.1) nazyvame semilinearni, pokud ji Ize psat ve tvaru

Z a,(x)D%u(x) = f(x, u(x), Vu(x), ..., V"_l(x)), x€eQ (1.2.3)

|a|=n

pro dané funkce a, a f.
(iii) PDR (1.2.1) naz§yvame kvazilinearni, pokud ji lze psét ve tvaru

D ag (x,uCx), Vux), ..., V7)) D"u(x) = £ (x,u(x), Vux), ..., V"7 (x)), (1.2.4)

laf=n

x € Q pro dané funkce a, a f.
(iv) PDR (1.2.1) nazyvame nelinearni, pokud neni linearni ve smyslu (i).
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Poznamka 1.2.4. N¢kdy se téZ mluvi o rovnici ryze nelinedrni; to je situace, kdy je rovnice

nelinearni v nejvyssich derivacich. Bylo by mozné téZ hovofit o systémech parcidlnich
diferencialnich rovnic, to jde ale nad ramec tohoto kurzu.

Priklad 1.2.5. (i) Rovnice
Ju  OJu
— 4+ — = s
ox oy f(x,y)
je rovnici linearni prvniho fadu.
(ii) Rovnice
0%u ou > 0u
— tu—+u'— = f(x,
TSt S = ()
je rovnici kvazilinearni druhého fadu.
(>iii) Rovnice
Pu, P ou_
0x2 0xdy dy
je rovnici semilinearni druhého fadu.
(iv) Rovnice

Pudu  40*u  Suou 4
—— U+ —— =
0x2 0x 0%y  0xdy
je rovnici nelinearni druhého fadu.
Budeme se vénovat nasledujicim otdzkam:

(1) zda rovnice md FeSeni (dilezity je i prostor funkci, ve kterém ma feSeni leZet, tento
semestr to budou spojité diferencovatelné funkce), v idedlnim piipade (pokud je spl-
nén i nasledujici bod) téZ nalézt explicitni vztah pro toto feSeni

(ii) zda je FeSeni na dané tiidé funkci jednoznacné; uvidime i ptipady, kdy jednoznac-
nost platit nemusi

(iii) zda feSeni zavisi spojit€ na datech tlohy (prava strana, pocatecni ¢i okrajova pod-
minka).
Pokud jsou vSechny tyto tfi body splnény, mluvime o korektné zadané dloze ve smyslu J.
Hadamarda.

Nebudeme ted’ diskutovat, jaké pocate¢ni/okrajové podminky musime pfedepsat pro
dané tfidy rovnic, ukdZeme si to pozdé&ji pro konkrétni rovnice.

1.3 Oblast s lipschitzovskou a hladkou hranici. Gauss—
Ostrogradského véta a jeji dusledky

Nejprve si uvedeme definici oblasti s lipschitzovskou (diferencovatelnou) hranici, ktera
nam umozZni dobfe definovat plo$ny integral.
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Definice 1.3.1 (Oblast s lipchitzovskou hranici). Necht Q ¢ R" je omezena oblast. Necht
existuji cisla a, p > 0 a M Kkartézskych systém soufadnic

(Xps Xy s Xy 5 X ) = (XX, ), 1 € {1,2,..., M} a M funkef a,(x]) lipschitzov-

sky spojitych v

A ={x;:|xri|<a,i=1,2,...,N—1}, r=12,....M

-
a necht plati

1. pro kazdé x € dQ existuje r € {1,2,..., M} takové, Ze existuje xi eAN:T.(x)=
(x!, a.(x])) (T, je afinni zobrazeni, které bodu v pevné soufadné soustavé piifadi
jeho obraz v soufadném systému (x: Xy

2. VE={(x.x,) 1 a(x)) <x, <a.x,)+ p} spliiuje V¥ C Q

r’7rn
3.V = {(x;,er fa(x)-p< Xy < a,(x!)} spliuje V.~ C RN\ Q.
Potom znaéime Q € C%! a Q nazyvame oblasti s lipschitozvskou hranici. Pokud vSechny

funkce a,(x)) jsou tiidy C*, k = 1,2, ..., pak zna¢ime Q € C* a mluvime o oblastech s
k-krat spojité diferencovatelnou hranici.

Véta 1.3.2. Necht'Q je oblast ti'idy C%'. Potom s.v. na 0Q (ve smyslu N — 1 dimenziondlni
Lebesgueovy miry) existuje normdlovy vektor.

Diikaz této véty, ktery se opira o to, Ze lipschitzovsky spojita funkce ma s.v. totalni
diferencial, 1ze nalézt napriklad v knize [Ne] nebo [KJF].

Priklad 1.3.3. (i) Koule Q = B,(0) C RY je oblast s C* hranici.

(ii) Ctverec Q = (—1,1)x(=1, 1) je oblasti s lipchitzovskou hranici. Analogicky krychle
ve vyS$§ich dimenzich.

(iii) Kruh bez priméru Q = B;(0) \ {(x,0) : x € (0, 1)} nema lipschitzovskou hranici,
nejsou splnény body 2. a 3. z Definice 1.3.1.

Pro oblast s alespori lipschitzovskou hranici zavedme nasledujici znacent:
— (! . N —
Io={(x, %) 1 ax) =x,}
—y+ -
V.=V uV - url,.

Potom {V,}f’:[ | Je oteviené pokryti 0Q a existuje oteviend mnoZina Vi C Vyryy C Q

takova, ze {V,.} f’:[ Tl je oteviené pokryti Q. Potom existuji funkce y; € C(‘)>o (V;) (hladké

funkce s kompaktnim nosicem ve V;), i = 1,2, ..., M + 1 takové, Ze 0 < y; < 1 a plati

M+1

2 v =1
i=1
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pro vSechnax € Q a
M

2 wT()) =1

i=1

pro vSechna x € 0Q. Diikaz lze opét nalézt napiiklad v monografiich [Ne] nebo [KJF].
Nyni miZeme definovat (vSechny funkce y; jsou dodefinovany nulou vné V; a funkce

f =0 mimo Q)
M+1

dx := .d
/Qf x Z‘ /V[fw, x

= , ,a,(x! + L "
00 & Jp I 0x .

i=1 ri

Jak vite z prednasky z Geometrie (detaily jsou téZ v [Ne], [KJF] a popfipad¢ zavedeni
plosného integralu pro hladké oblasti i v [CePo 3]), tato definice nezavisi na parametrizaci.
Vzhledem k vySe uvedenym definicim plati

Véta 1.3.4 (Gauss—Ostrogradskij). Necht' Q je omezend oblast s lipschitzovskou hranici,

fecC 1(ﬁ). Potom plati
ﬂ dx = fn;ds,
a 1
X Q

respektive pro pripad vektorové funkce

/divgdx:/ g-ndsS.
Q oQ

Diikaz této véty pro hladké funkce a oblasti s C! hranici je ve skriptech [CePo 3],
pripad méné hladkych oblasti (i funkci) 1ze nalézt v [Ne] ¢i [KJF].
Predchozi véta ma nékolik uZzite¢nych pfimocarych disledki.

Véta 1.3.5 (Greenovy identity). Necht'Q je omezend oblast s lipschitzovskou hranici.

(i) Necht'funkce f, g € C 1(ﬁ). Potom

P P
/—fgdx= fgnidS—/—gfdx.
Q 0X; 20 Q 0x;

(ii) Necht funkce f € C 2(5), funkce g € C ! (5). Potom

/Afgdx:/ ggdS—/Vf-ngx.
Q oQ 0N Q

(iii) Necht’funkce f, g€ C2(Q). Potom
A — A dx — _f —_ _g dS

Cviceni 1.3.6. Pomoci Gauss—Ostrogradského véty (Véta 1.3.4) dokazte Greenovy iden-
tity z pfedchozi véty.
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Kapitola 2

Parcialni diferencialni rovnice 1.
radu. Rovnice transportni a
Burgersova

Nejprve se budeme zabyvat obecnou linedrni a kvazilinearni rovnici 1. fadu, tedy rovnici

N

Y a2 =, 2.0.1)

a,-a— =
i=1 Xi

uvaZovanou v Q C RN, pii¢emz ve smyslu terminologie zavedené v minulé kapitole pro
a; = a;(x), f = f(x) mluvime o rovnici linedrni a pro a; = a;(x,u), f = f(x,u) mluvime
o rovnici kvazilinedrni. V celé kapitole budeme pfedpokladat, Ze funkce g;,i = 1,2,..., N
i f jsou spojité na odpovidajici mnoZing.

2.1 Linearni parcialni diferencialni rovnice 1. radu

Definice 2.1.1 (Reseni linearni PDR 1. fadu). Necht Q ¢ RY je oblast, (2.0.1) je linearni
PDR 1. fadu. Potom u € C!(Q) je feSenim rovnic (2.0.1) v oblasti Q, jestliZe pro vSechna
x € Q je splnéno
N
du(x)
2 @)= == f().
X

i=1 i

Nejprve se budeme zabyvat piipadem homogenni linedrni PDR 1. fadu, tedy rovnici

N

> M _, 2.1.1)

a,-a— =
i=1 Xi

. - s vN « < 2
Budeme predpokladat, Ze Zi= 1 la;(x)| > 0 pro vSechna x € €, tedy na celé oteviené
mnoziné, na které rovnici feSime.

11
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Definice 2.1.2 (Charakteristicky systém, charakteristika). Systém ODR 1. fadu

dx; (1)
dt

=a(x(t), i=12..,N, xeQ (2.1.2)

nazyvame charakteristickym systémem rovnice (2.1.1). Libovolné feSeni ¢; €
Cl((tl,tz)), i = 1,2,..., N systtmu ODR (2.1.2) nazyvame charakteristikou rovnice
(2.1.1).

Véta 2.1.3 (O ekvivalentni charakterizaci feSeni linearni homogenni rovnice 1. fadu).
Funkce w = w(xy,x,,...,xy) je FeSenim rovnice (2.1.1) v oteviené mnoziné Q C RN
pravé tehdy, kdyZ je w konstantni podél kaZdé charakteristiky rovnice (2.1.1).

Diikaz. ,,=* Nechf y spliiuje

N
Z,wa 0 VxeQ

i=1

Necht {@; (), p;(?), ..., N ()}, t € (t],1,) je charakteristikou rovnice (2.1.1). Potom

N

a P do,(1)
W@ .00, oy ) = Y L1 0. 020, oy )

i=1 0x;

N
Z a_w go](t)s @2(t)7 (R @N(t))a,((l’l(t)’ @2(t)’ LR @N(t)) = O

tedy y je konstantni podél kazdé charakteristiky.

,»<*“ Necht je y konstantni podél kazdé charakteristiky. Zvolme libovolny bod & € Q.
ProtoZe funkce {q; }fi | jsou spojité v €, prochazi bodem & alespoii jedna charakteristika,
odpovidajici jistému intervalu (¢;,1,) (coZ plyne z Peanovy véty o existenci feSeni pro
systémy ODR 1. fadu). Fixujme jednu takovou charakteristiku { (¢, (?), @,(?), ..., @n(?)) :
t € (t;,1,)}abod 7 € (¢}, 1,) takovy, Ze plati (¢ (7), (), ..., N (T)) = (&1, &, ..., EN)-
ProtoZe w (@ (), (), ..., @ (1)) je konstantni na (¢, ¢,), plati

0= §w<¢1<t> Or(1)s .. @ (1)

N
Z a—"’ P10, 920), ., O D) (@1 (1), 920), .., oy (D).

Volbou ¢ := 7 dostdvame, Ze rovnici (2.1.1) spliiuje funkce y v bodé & € Q. Bod € je ale
libovolny bod mnoZiny €2, proto funkce y(x) fesi (2.1.1) v oblasti Q. O

Priklad 2.1.4. Hledejme feSeni rovnice

Ju Ju
=0
ox Ty
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nacelém R?, a, b € R jsou konstanty.
Charakteristicky systém této rovnice ma tvar

dx dy _

&y = bx.
a Y a

Pokud vynasobime prvni rovnici bx a druhou ay a vztahy odecteme, dostavame

d
a(b 2—ayz) =0,

tedy
bx? — ay2 = konst.

Resenim dané rovnice proto je
u(x, y) = U(bx* — ay?),
kde U: R — R je funkce tiidy C'(R).

Cviceni 2.1.5. Naleznéte feSeni rovnice

ou . Ou
cos y— +sinx— = 0.
ox dy

Priklad 2.1.6. (i) Hledejme feSeni rovnice

6_u+x@:()
ox dy

na celém R? spliiujici u(0, y) = sin y pro y € R. Tato tloha se nazyva Cauchyovou tdlohou
pro PDR 1. fadu.
Charakteristickym systémem této rovnice je

dx _, b _
a7 dt
Dostavame tedy
1
X =1+ X, y=§t2+x0t+y0.

Hledame tedy funkci, konstantni podél x =t + x5, y = %IZ + x(t + yy. Takovou funkci je

1
u(x, y) = U<y - —x2>,
2
nebot y— %xz = %tz +xot+yo— %(t +x0)* = yo— %x% = konst. Tento vztah miZeme také
odvodit podobné jako v predchozim ptikladu. Vynasobime-li prvni rovnici x a odecteme-li
od ni druhou rovnici, dostavame
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tedy opét mame %xz — y = konst. Protoze ma byt u(0, y) = U(y) = siny, je

u(x, ) = sin (y - %xz), (x,) € RZ.

(ii) Hledejme feSeni rovnice
ou + x% =0
o0x dy
na celém R? splitujici u(x, 0) = g(x) pro x € R.
Stejnym postupem jako vyse ziskdme

1
u(x,y) = U<y— Exz) =V (V/x%-2y).
ProtoZe méa byt u(x, 0) = g(x), mame

u(x,y) = g(V/x2 = 2y). (2.1.3)

Tedy na mnoZin€ {(x,y) : ¥y > 0 A x € (—1/2y,4/2y)} feseni neexistuje, mimo tuto
mnoZinu je dano vztahem (2.1.3), pficemZ musime pozadovat, aby funkce g byla suda;
mame totiZ u(x,0) = V' (|x|) = g(|x]).

Abychom vyjasnili strukturu prostoru feSeni, zobecnime pojem zavislosti funkci, ktery
jsme pouZivali pri feSeni linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic n-tého fadu (Defi-
nice 8.5.3).

Definice 2.1.7 (Zavislost funkci). @) Funkce (X, X9, oo, X ),
Ur(X1s X9y o s XN )y v s Uy (X, X0, ..., X ) JSOU ZAVis]é na mnoZiné o (mnoZina O je ome-
zend oteviend), jestliZe existuje funkce F(uy,u,, ... ,uy) takova, ze

(@ F(uy,uy, ...,uy) € CLRN)

(II) F neni v 74dné oblasti G ¢ RN identicky rovna nule

(IIT) pro vSechna x = (x|, x5,...,Xy) € 5je F(u(x),uy(x), ... ,un(x)) =0.

(i1) Funkce u (x,Xp, ..., xXN), U (X3 Xgs oo s X7)s oo s UnN (X, Xg, ..., X ) jSOU ZAvViSIE
v oblasti , pokud pro kazdou omezenou podoblast O takovou, Ze O C Q, plati, Ze funkce
UP(X 15 Xy oo s XN ) Un(X 15 Xy oo s X))y oo o UN (X[, Xg, ..., X ) jSOU ZAVISIE v O.

Plati nasledujici ekvivalentni charakterizace zavislosti funkci.

Véta 2.1.8 (Jacobiho kritérium zavislosti funkci). NechtQ C RN je oteviend, u; € C (o)
i = 1,2,...,N. Potom uj(x),uy(x), ..., un(x) jsou zavislé v Q prdvé tehdy, kdyz pro
v§echna x € Q plati

duy(x) ouy(x) duy(x)
x4 0xy oxp
duy (x) Ouy(x) . Juy (x)
J,(x) = det| Tox, x, axy  |=0.
Bu,\;(x) ()u]\.,(x) 6u,\;(x)

0x 0xy oxp
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Diikaz. Dukaz je pomérné dlouhy a technicky naro¢ny. Lze ho nalézt v [Ka, str. 302—
309]. O
Pro piipad, kdy je pocet funkci mensi neZ pocet promeénnych, plati

Véta 2.1.9 (Kritérium nezavislosti funkci pro mensi pocet funkci). Necht Q@ C RN je
oteviend, u; € Cl(Q), i=12,...,m m < N. Potom jsou funkce uy(x), uy(x), ..., u,(x)
Jjsou nezdavislé v Q, jestlize pro vSechna x € Q plati, Ze hodnost matice

duy (x) duy (x) duy(x)
0x4 0xy o 0x

Juy (x) Ouy(x) Ouy (x)
0x4 0xy o 0xX

du,, (x) du,,(x) ou,,(x)
0x4 0xy o 0x

je rovna m.

Diikaz. Dukaz pro m = N plyne z pfedchozi véty, pro m < N je pak nepiili§ obtiZznym
disledkem této véty. Detaily lze nalézt opét v [Ka, str. 310]. O

Priklad 2.1.10. (i) Nechf Q = R?, u(x,,x,) = sinx,, uy(x;, X,) = cos x,. Podle Véty
2.1.8 nejsou tyto funkce zévislé v Q (jsou tedy nezavislé), protoze J,,(x) = —cos x| sin x,
a tento vyraz neni identicky nulovy na 7adné neprazdné oteviené podmnoZiné R2. Pokud
bychom dokazovali toto tvrzeni pfimo z definice, zfejmé nemiZe existovat Zadna funkce
F z Definice 2.1.7, nebot zobrazeni (x,, x,) — (sin x;, cos x,) zobrazuje libovolnou ote-
vienou mnoZinu obsahujici [—z, #] X [-z, z] na [-1, 1] X [—1, 1], proto F splitujici (1) a
(I17) z Definice 2.1.7 by musela nutné spliiovat F = 0.

(i) Necht Q = R?, u;(xy, Xp) = X%y, U (X1, X;) = x7x3. Tyto funkce jsou dle Véty 2.1.8
zavislé. Prislu$na funkce F(u;,u,) = u% —u,.

Plati

Véta 2.1.11 (O zavislosti N feSeni). Necht'pro viechny Q' C Q oteviené je Zl]il la;(x)] >
0 alespori pro jedno x € Q. Necht yy, vy, ...,y € CHQ) Fesi (2.1.1). Potom jsou
Wi Wy, ..., W zavislé v Q.

Diikaz. Nechf y,y,, ..., yy nejsou zavislé v Q. Potom existuje bod x, € Q takovy, Ze
Jy(xp) # 0.

ProtoZe y, v, ..., wy jsou tiidy Ccl(Q), je Jy(x) # 0 na jistém okoli U'(x) C €. To
implikuje, Ze systém

%y 9y _

o, )y, +... +ﬁxN ®)yy =0

vy ' oy _

prs Dy, +... +0X1v xyy =0

mé v kaZdém bod€ x € U'(x,) pouze trividlni feSeni. To je ale ve sporu s tim, Ze alesponi
v jednom bod€ x; € U'(x) je leil la;(x;)| > 0. O
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Predchozi vysledky ospravedliiuji nasledujici definici.

Definice 2.1.12 (Fundamentalni systém). Nechf y; € cl@),i=12,..,N-1 jsou
takové funkce, Ze kazd4 z nich fe$i v Q rovnici (2.1.1). Necht pro kazdou podoblast Q' C Q
existuje bod x, € Q' takovy, Ze hodnost matice

9y (x) 9y (x) . 9y (x)
0x4 0xy 0x
W) b wm®
0x4 0xy 0xX N
N 1) N () dwn_ (%)
0xy dxy oxp

je v tomto bod€ rovna N — 1.
Potom fikame, Ze funkce y, y,, ..., W _; tvofi fundamentalni systém rovnice (2.1.1).

Véta 2.1.13 (O maximélnim poctu nezévislych feseni). Necht'pro kaZdou podoblast Q' C
Q existuje x € Q' tak, Ze 21111 la;(x)| > 0. Necht'y,y,, ..., wy_; tvoFi fundamentdlni
systém rovnice (2.1.1) v Q. Potom 6 € C(Q) je FeSenim (2.1.1) v Q pravé tehdy, kdyz jsou
YW, .. s Wh_t, 0 zdvislé v Q.

Diikaz. ,,=“ Plyne pfimo z Véty o zavislosti N feSeni (Véta 2.1.11).
»&“Nechl y,y,, ..., Wn_1,0 jsou zavislé v Q. Tedy Ji/,e = 0 v Q. Proto soustava

oy oyN_y 00
—+ -+ + =0, i =1,2,...,N 2.14
Y o, YN-1 ox, VNS ox, i ( )
ma netrividlni feSeni y;(x), y,(x), ..., yn(x) pro kazdé x € Q. Nasobme rovnici (2.1.4)

funkei a;(x). Sectenim téchto rovnosti dostdvame

09(x)

Zy,(x)Za(x) +yN(x)Za( =2 =0 vxeQ
i=1
ProtoZe y;, i =1,2,..., N — 1 fesi (2.1.1), dostavame, Ze
YN (x) Z a (x)ae(x) 0 VvieQ

i=1
Nechf 0 neni feSenim (2.1.1). Tedy existuje x, € Q takové, Ze

N

Za( Xo) (xo);éO.

i=1

Diky spojitosti vSech funkci existuje U'(xy) C Q takové, Ze Zf\il a;(x) agi’_‘) # 0 pro
vSechna x € U'(xg). Proto y5 = 0 na U'(xy), tedy rovnost (2.1.4) ma na U'(x) tvar
Iy 4% W

oy ey =0, i=1,2,...,N
V1 ox, Y2a YN-1 ox, !
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ProtoZe w1, yy, ..., w_; tvoil fundamentalni systém (2.1.1) na Q, existuje bod x; €
U'(xq) takovy, Ze tato soustava ma v tomto bod¢€ pouze trividlni feSeni. Tedy také (2.1.4)
ma v tomto bod€ pouze trividlni feSeni, tedy

Jl/_}ﬁ(xl) # 0.

To je ale ve sporu s pfedpokladem na zavislost funkci y, ..., wn_1,0 v Q. O

Nasledujici véta ndm v kombinaci s Vétou o ekvivalentni charakterizaci feSeni linearni
homogenni rovnice 1. fadu (Véta 2.1.3) dava navod, jak rovnici (2.1.1) fesit. Pomoci Véty
o ekvivalentni charakterizaci feSeni linearni homogenni rovnice 1. fddu nalezneme jedno
feSeni této rovnice, pomoci VéEty o redukci (Véta 2.1.14) pak redukujeme pocet promén-
nych a znovu se vratime k Vét€ o ekvivalentni charakterizaci feseni linedrni homogenni
rovnice 1. fAdu. Po kone¢ném poctu krokt pak nalezneme feSeni ptivodni rovnice. Je ale
tieba fici, Ze 1 kdyZ obecné tento postup vede k cili vZdy, jiZz pro N = 3 je cely postup
velmi pracny a pro N > 3 je realizovatelny jen ve velmi specidlnich ptipadech.

Zavedeme jesté€ nasledujici znaceni. Pro k € N definujeme

W L
0x 0xy 0xy
dyy 9y, L)
D(yy. v, ... ;) det] e e T A
D(xl,xZ,...,xk) : :
0x 0xy oxy

Véta 2.1.14 (O redukci). Nechtm < N — 1, y; € cl@Q),i=12,....m a jsou FeSenim
(2.1.1) v Q takové, Ze pro vSechna x = (X1, Xo, ..., Xy Xy 15 ---» X ) € Q je

Dy, ys, -, W)

3 X0y ens 0. 2.1.5
D(xy,%p, ... s X,) (1, X2 Xm) # ( )
Definujme zobrazeni X: Q — RN jako

X; = y;(x), i=1,2,....m

=it (2.1.6)

X; = X;, i=m+1,m+2,...,N.

Necht je toto zobrazeni prosté na Q a oznacme

Q=%Q)
a;(X1, X5, ... X)) = a;(x; (%), x,(X), ..., x (X)), i=m+1m+2,...,N.
Necht W, 1, Wso» --- » W1 jSou FeSenim rovnice
N ~
- 0
Y a®L =0 2.1.7)
ox;

i=m+1
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v Q (nezavislé promeénné jsou X, 1, Xpyans -+ s X N5 X1 X0, -+ » Xy JSOU parametry) a necht
plati
D(Wm+l7ll/m+2’ 7Il/N—l)
== = #0
DXy 15 Xpa2s -+ s XN-1)

pro viechna X € Q. Potom funkce

W1 (), Yo (X), s Wy, (), Wi (X, o Wy (X),
kde
v (%) = P (X(x)) vQ, k=m+1,m+2,....,N—1

tvoFi fundamentdlni systém rovnice (2.1.1) v Q.

v vz

Diikaz. Nejprve ukazme, Ze funkce y; (x), k = m+1,m+2, .. — 1 feSirovnici (2.1.1)
v Q. Fixujme tedy k e N,m+ 1 <k < N — 1. Potom

9 moow, 0%, Y, o, 0%;
Py iy 3 e o1,

~ ~ 9’
0x; = 0x; ox; A= Ox; 0x;
z . x ~ . Mooz o ayj al//j
Vynasobme tuto rovnost a;(x) a se¢téme pfes i = 1,2,... N. PouZitim vztahug =
i i

X
proj = 1,2,...ma£ =6,»j proj=m+1,m+2,..., N dostavame

N 0 X oy, (X(x N oy .(x) Noo X(x)) _
Z llfk() Z lI/ka(%( ))<Z ajx' ai(x)>+A_2 lllka(()) G
= j=1 J i=1 ! Jj=m+1 Xj
Protoze q/j,j =1,2,...,mieSiQ.LDvQay,, k=m+1,m+2,..., N —17esi (2.1.7),
reSiy,, k=m+1,m+2,..., N —1rovnici (2.1.1) v Q.

Zbyvé dokézat, 7e {y; }N ! je fundamentélni systém rovnice (2.1.1) v Q. Miizeme
psat

v = 6,Rx),  j=12...,N-1, 2.1.8)

kde X1 Q - Q je definovano vztahem (2.1.6) ze znéni véty a 6: Q — RN-! je definovano

0.0 =%, i=12....m
~ o~ . (2.1.9)
0,(X) = y;(X), i=m+1,m+2,...,N —1.
Proto diky (2.1.8), (2.1.9), (2.1.6) a (2.1.5) mame
D(‘I—’1JI/2,---,WN_1) D(619629---,0N—]) ~ D(§19%2,-'-,§N—1)
() =—=—= —— (x(x)) ()
D(X],X2,...,XN_]) D(xl,xz,...,xN_l) D(xl,X2,...,xN_1)
DWs1:Umsas - WN-1) o, D1y, W)
== = (x(x)) (x)
D(xm+1,xm+2,...,xN_l) D(xl,xZ,...,xm)
# 0.

Proto funkce yy, yy, ..., wy_; tvofi fundamentdlni systém rovnice (2.1.1) v Q. O]
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Poznamka 2.1.15. (i) V§imnéme si, Ze v = 0 je vZdy feSeni rovnice (2.1.1).
(i1) Jsou-li wy, vy, ..., y,, feSeni rovnice (2.1.1), F je tiidy C! na R™, pak

0(x) 1= F(y(x), yp(x), ..., p,(x))

v ¥z

opét esi (2.1.1).
(iii) Otazka, jak nalézt feSeni rovnice (2.0.1), tedy nehomogenni verze rovnice (2.1.1),

bude zodpovézena v pristi podsekci. Budeme se na ni divat jako na specialni pfipad kva-
zilinedrni rovnice.

Priklad 2.1.16. Naleznéme fundamentalni systém rovnice

ou + xz()u xyau -0
0x dy oz
Jedno feSeni nalezneme pouZitim Véty o ekvivalentni charakterizaci feSeni linedrni
homogenni rovnice 1. fadu (Véta 2.1.3). Charakteristicka rovnice ma tvar

dx _ 1 d_ Xz dz _ —Xx
a7 dt ’ dt Y
Odsud plyne, Ze
dy? | dz?
d_J;+ddit =2xyz —2xyz =0,
tedy
y =y + 2

je jednim feSenim dané rovnice. Hledejme druhé nezavislé feSeni. K tomu pouZijeme Vétu
o redukci (Véta 2.1.14). Zavedeme zdménu proménnych

=
I

X
y=y*+7
Z=1z

(coz odpovida X; =y, X, = X a X3 = Z ze znéni dané véty). Toto zobrazeni je prosté na
mnoZing {(x,y,x) € R3 : y > 0}, na které budeme nadale pracovat. Na této mnoZin&

hledame feSeni rovnice - -
ou ~_ /= ou
— —-XVy-z22—==0.
ox 0z
Charakteristickou rovnici je

dx dz  ~ /=
=—-X y_zzs

a7 dr
pfiGem? ¥ je parametr a uvazujeme mnoZinu {X,Z) € R? : Z* < ¥}. Odsud mame

E
—_— = =X — Z“.
dx y
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Tuto rovnici mtZzeme fesit metodou pro feSeni rovnice se separovanymi proménnymi a

dostavame ~
1 dz ~ o~
— = —xdx,
Vi [_2
y
coZ vede na _ .
arcsin <i~) + 552 =C.

Aplikaci funkce sin na obé strany rovnosti a pouZitim souctového vztahu na levé strané

rovnosti mame (zde jsme se ziZili na mnoZinu, kde Z > 0)

~ ~ =~ ~
icos<x—>+ l—z:sin<x—>=C,
NARE ZRE

tedy pfechodem do ptivodnich proménnych mame
z x? y e:
——————Cos <—> + ————sin (—) =C.
Vo2 + 22 2 Ny 2

Proto mame
2

z y [ x?
u(x,y,z) = —cos(—) + —sm(—).
Vo2 + 22 2 Ny 2

Pouzitim bodu (ii) Pozndmky 2.1.15 a tvaru funkce v je ale také

x2 . (x?
(X, y,z) = zcos <—> + ysin <—>
2 2
feSenim dané rovnice. Nen{ t&7ké ukdzat pifmym dosazenim, Ze y, fe§i nasi rovnici na R3

a (yq, ) tvoii na R3 fundamentélni systém nasi rovnice.

Priklad 2.1.17. Hledejme feSeni rovnice
ou ou N
—+y—+x*+yH—=0.
xax ydy "y )dz

Prislusny charakteristicky systém ma tvar
dx _ dy _ dz )
a - a @ -t
Ziejmé
dx?2  dy*  _dz
— 4+ =—-2-==0,
dt dt dt

odkud
1//1=x2+y2—22.
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Jinou mozZnosti je také
xd—y—yd—x =xy—xy=0
e~ dt ’

xzi(z) =0
dr \ x

Na mnozin€, kde x > 0 nebo x < 0, tedy mame

tedy

v ="

Opét neni t€Zké videt, Ze na téchto dvou mnoZinach jsme ziskali fundamentalni systém
nasi rovnice.

2.2 Kbvazilinearni rovnice 1. radu

Budeme se zabyvat rovnici ((x1, X5, ..., xy) EQ C RN)

al 0zZ(X1, X9, .. s Xp)
Zai(xl,xz,...,xN,z) o = g(x1,X9, ..., Xp, 2). 2.2.1)

i=1 i

- N ~ . . Y
Pokudje 3", la;(x, X, ..., Xy, z| > 0 ve viech bodech QX R, rovnici (2.2.1) nazyvime
kvazilinearni rovnici 1. fadu.

Poznamenejme jesté, Ze nehomogenni linearni rovnice 1. fadu, tedy rovnice (2.0.1), je
specidlnim pripadem rovnice kvazilinearni.

Definice 2.2.1 (Charakteristicky systém, charakteristika). Soustavu obycejnych diferen-
cialnich rovnic 1. fadu

i ez =128, g 222)
dl‘ i 5 3 9 Ly ey ) dt glx, e

nazyvame charakteristickym systémem rovnice (2.2.1). Libovolné feSeni soustavy (2.2.2)
s defini¢nim oborem (¢, #,) s funkcemi {x;(¥)} 111 P> 2(0) patiicimi do prostoru C 1((t1, 1))
nazyvame charakteristikou rovnice (2.2.1).
Poznamka 2.2.2. Rovnice (2.1.1) je specialnim pfipadem rovnice (2.2.1). Dle Definice
2.2.1 je libovolné feSeni soustavy
dx; dz
— = qg,(x), i=1,2,...,N, — =0
dt 4i(x) : dt
charakteristikou rovnice (2.1.1). Potom mtizeme Vétu o ekvivalentni charakterizaci FeSeni
linearni homogenni rovnice 1. fadu (Véta 2.1.3) preformulovat nasledovné. Nechf y €
Cl(Q). Potom je y feSenim rovnice (2.1.1) prave tehdy, kdyZ kazdym bodem grafu

G={(x,2) 1 x€Q,z=w(x)}
prochazi alespoii jedna charakteristika ve smyslu Definice 2.2.1, tedy

{(x1, %0, 0 xn,2) D x; =x;(0),i=1,2,...,N,z=z(t),t € (t;,1,)} CG.
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Analogicka véta plati i pro nas kvazilinearni pfipad.

Véta 2.2.3 (O charakterizaci feSeni kvazilinearni rovnice). Necht'n € C(Q). Potom je n
FeSenim rovnice (2.2.1) v Q pravé tehdy, kdyZ kaZdym bodem grafu

G={(x2):x€,z=nx)}
prochazi alespori jedna charakteristika, leZici celd v G.

Ditkaz. ,,<* Nechf (¢, u) € G. Podle predpokladu existuje charakteristika

{1 (@), x5(0), ., x N (D), 2()) 1 1 € (1), 15)}

takova, Ze existuje v € (t1,1y), x;(r) = &, i = 1,2,...,N, z(r) = p a pro vSechna
te (Il’ tz)je n(xl(t), xZ(t), AN XN(I)) - Z(t) = 0 PrOtO na (tl, tz)

0= %(yl(xl(t), Xy(8), ..., xn (1) — Z(’))

=z

on

= 9%

(x1(®), X2(0), ..., Xy ()a; (x1 (1), Xp(0), .., X N (1), 2(1))

— 8(x1(®), x5(®), ..., x N (1), 2(2)).

,,=“Necht 5 € CL(Q) je feSeni rovnice (2.2.1), (&, u) je libovolny bod mnoziny G. Sou-
stava d
X

_l

dr
ma spojité pravé strany v mnozZiné Q. Proto podle Peanovy existen¢ni véty pro systémy
ODR 1. fadu existuje alespoil jedno feSeni x;(¢), x5(f), ..., xp(#) s definiénim oborem
(t,,1,) prochéazejici bodem & takové, Ze x; € Cl((tl,fg)), i = 1,2,..., N. Necht pro
T € (1, 1)) jex;(r)=¢&;,i=1,2,..., N. Pokud poloZime

= a;(X 1, X0y oo s X H(X Y5 X0y oo e s XN))s i=1,2,....,N

z(1) = n(x; (#), x2(), ..., x5 (1)), 1€ (t),1),

pak x(¥), x5(?), ..., x5 (), z(?) je charakteristika rovnice (2.2.1) prochédzejici bodem (&, u),
kterd leZi v G. O

Poznamka 2.2.4. (i) Pokud tedy uvazujeme nehomogenni linearni rovnici

N
Y a,-(x)g—z = f(x), 22.3)
X

i=1 i
muZeme pouZit postup z predchozi véty. Charakteristickou rovnici je

d);it(t)=ai(x(t)), i=1,2,....N, dz(:)=f(x(t))

a pak postupujeme dle pfedchozi véty. VSimnéme si, Ze prvnich N rovnic lze vyfesit zvlast
a poté toto feseni 1ze dosadit do posledni rovnice.
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(i1) Ve smyslu Definice 2.1.2 je soustava (2.2.2) charakteristickou rovnici pro homogenni
rovnici

N
Z a—wai(x, z)+ a—wg(x, z)=0. 2.2.4)
ox; 0z

i=1 4

Je tedy otazkou, jestli je mezi feSenim (2.2.4) a (2.2.1) néjaky vztah.

Véta 2.2.5 (Postacujici podminka pro feSeni kvazilinearni rovnice). Necht funkce a;(x, z)
e COQXR),i=12,...,N, gx,z) € C(Q X R). Necht' w(x, z) Fesi rovnici (2.2.4) a
nechtn € CY(Q) splituje:

(i) v kaZdé podoblasti Q' C Q existuje bod & takovy

L En@) £0
zZ

(i1) w(x, n(x)) je konstantni v Q.
Potom funkce n resi rovnici (2.2.1) v Q.

Diikaz. Z podminky (ii) a z hladkosti funkce # plyne, Ze
0 0 d
W (3, n(x0) + 22 (x, (X)) - = 0, i=1,2,...,N.
ox; 0z ox;

Nasobme rovnost funkci a;(x, 7(x)) a se¢téme pfes i. Dostdvame

> a0 S (xn) + 2 o) ;

i=1 0x;

dg(x) a;(x, n(x)) = 0.
X

ProtoZe y 1esi (2.2.4) na Q X R, mame

Pl N on(x)
a—t(m n(X))< [; g—xiai(m n(x)) — g(x, n(X))> =0 Vx € Q.

Nechf # neni feSenim rovnice (2.2.1) v Q. Existuje tedy x, € Q tak, Ze
N
on(xg)
2 o ¥ 1x)) = 8Cxo,(xp)) # 0,

i=1 i

pak ale ze spojitosti vSech funkci musi totéZ platit i na jistém okoli U'(x,) C Q. Pak ale
nutné na tomto okoli plati Z—"Z/(x, n(x)) = 0, coZ je spor s predpokladem (i). L]

Otéazkou je, zda lze takto ziskat v§echna feSeni rovnice (2.2.1).

Véta 2.2.6 (O nalezeni vSech feSeni kvazilinedrni rovnice). Necht'a;(x,z),i=1,2,...,N
a g(x, z) jsou spojité funkce na Q X R a necht’

N
Dlax,2)>0  V(x,z) €QXR.
i=1
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Necht existuje fundamentdlni systém rovnice (2.2.4) v QX R. Je-li n FeSeni rovnice (2.2.1)
vQa Q' CQ CQ, pak existuje wey FeSeni rovnice (2.2.4) v Q' X R, které neni identicky
nulové v Zddné podoblasti Q X R a pro které plati

Wy (X1, X0 eee s XN (X5 X0s oo s XN)) =0 vQ.
Diitkaz. Necht y,y,, ..., wy je fundamentalni systém rovnice (2.2.4) a poloZme
Y0 =y (), j=12...,N.

Potom mame

N N

%, ow,
; a_xi(X)ai(x, nx)) = ; O—Xi(x, n(x))a;(x, n(x))
N oy, 5
+ ; a—zj(x, ﬂ(X))a—:i(x)ai(x, n(x)),
j=1,2,...,N.ProtoZe

N

oy ; oy;
2 5o (o nC0)a; 06 n() = =—=x n(x)gx, 1(x)
= Ox; 0z
a N
oy 0 o
> a—’(x, NOO)~- (X)ay(x, () = = (x, 1(x)g(x, n(x)),
~ oz ox; 0z
mame

S 0¥,

Z —— (X)a;(x,n(x)) =0, i=12,....N.

= 9x;

Podle Véty o zavislosti N feSeni (Véta 2.1.11) jsou tyto funkce zavislé v Q, nebof je jich
N. Pro libovolné Q' c Q tedy dle Definice 2.1.7 existuje funkce F: RN — R takov4, Ze
(i) F € C{(RN)

(ii) F nenf identicky nulové v Zadné podoblasti O ¢ RN

(i) F(¥,,¥,,...,¥y) =0v Q.

Tedy wey (x,1) := F(¥,,¥,, ..., ¥y) je hledané feSeni rovnice (2.2.4) v Q' X R. L]

Priklad 2.2.7. Naleznéme feSeni rovnice

0z 0z )
— +b—=
o ox
splitujici podminku
Z(tg, X) = ugp(x).
Uvazujme homogenni rovnici
ow oW, 20w

=0 2.2.5
ot ox 0z ( )
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a prislusny charakteristicky systém

dr —1 dx b dz 2
ds ds ds
Odsud zfejmé
d-b=0 a i<1+t)=o.
ds

Proto mame |
(¢, x,z) =x — bt a wo(t,x,z) = —+1.
z

Nyni vyuzijeme Vétu o postacujici podmince pro feSeni kvazilinearni rovnice (Vétu 2.2.5)
v kombinaci se zadanou podminkou. Obecné feSeni nasi homogenni rovnice (2.2.5) lze
pséat jako
w(t, x,2) = F(w(t, x, 2), y (1, X, 2)),
pri¢emz poZadujeme, aby
w (19, X, up(x)) = 0.

Tedy hleddme F(u, v), aby F(x — bt, u;(x) + 1) = 0. Odsud plyne, Ze
0

F(M,U)= U+t0.

uo(u + bty)
Proto dostavame feSeni nasi dlohy v implicitnim tvaru

1 1
ug(x — b(t — 1)) z(t.x)

(t—1) =0.

Jednoduchym vypoctem odsud plyne
up(x — b(t —1y))
1 — (1 = to)ug(x — b(t — 1y))

Odsud vidime, Ze feSeni existuje pro ¢ > ¢, (tedy podminku v bod¢ t, chapeme jako
pocéte¢ni podminku) globaln€ v ¢ase pouze pokud je uy < 0 na R. V opa¢ném piipadé

z(t,x) =

existuje feSen{ pouze na intervalu (ty, T,.,), kde T, =t + ————.
SUPyer Uo(¥)

Priklad 2.2.8. Naleznéme feSeni rovnice

xz%+yz% =x2+y2+z2
ox dy
spliiujici podminku )
z(Ly) =y~

Uvazujme misto rovnice vySe homogenni linearni rovnici

0x dy 0z
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Napis$me si pfislusny charakteristicky systém

dx dy _ dz _ 2 2, 2
5 = X% 7 = Y? ik +y +z°
Ziejm¢ mame
g(z>zi<xd_y_ d_x>_
dr\x 2\Yar Var

Odsud je
v (x,,2) =§ na {(x,y,z) €R’ : x #0}.

Abychom nalezli druhé linearn€ nezavislé feSeni, vSimnéme si, Ze

dz o 2.d
d (22) _ sz—jx -2z xd—): _ 2z(x2 + y* + z2) - 223 B 2z(x2 + y?)
dt a - - :

Prvni ¢len napravo ziskdme jednoduse; plati totiz

x2 x4 x2 x2

d(log x)
=z
dr
Ziskat druhy ¢len je naro¢néjsi, je tfeba si v§imnout, Ze
d <y2 logx> _ 2y’zlogx  2y’xzlogx N Vxz Yz
dr X2 - x2 X3 X2 x  x2

Proto

dr

Druhé feSeni je tedy (tentokrat na mnoZin€ {(x, y, z) € R3 : x>0}

d /22 =2(x* + y») logx
( ) = 0.
2

22 = 2(x%* + y*)log x

Yy =
x2

Neni té€zké zkontrolovat, Ze tato dvé feSeni jsou na vySe uvedené mnoZin€ nezavisla. Na-
leznéme nyni takové feSeni (2.2.6), které splituje podminku w(1, y, y*) = 0. Pokud zapi-
Seme toto feSeni pomoci fundamentalniho systému, mame

Fy (1,3, 7)), w1, y,5%) = F(y,y) = 0.
Tomu zjevné vyhovuje F(u, v) = u* — v, tedy

4 2 2, .2
y z- = 2(x* + y°)logx
w(x,y,2) = vy (x, 0, 2)* =y (x, 5, 2) = i = =

Odsud dopocteme, Ze

z(x,y) = %\/y‘1 + 2x2(x2 + y?) log x

fesi nasi ulohu na mnoZiné
{((x,y) €R? : x> 0)}.
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2.3 Transportni rovnice. Burgersova rovnice

V této Casti se podivame na dva specialni typy rovnic, jednu linedrni a jednu kvaziline-
arni. Nejprve se vénujme transportni rovnici, coZ je specialni typ rovnice linearni. M4 ale
pomérné velky vyznam ve fyzice, ukaZzme si nejprve, co vlastn€ popisuje.

Uvazujme v = v(t, x): [0, T] X Q — RN dané vektorové pole, [0, T1] je Casovy interval
aQ C RN oblast v RN, na které je toto vektorové pole definovano. Budeme se na toto pole
divat jako na rychlostni pole. M&jme néjakou ¢astici (naptiklad barvivo), které se v Case
t = 0 nachézi v bodé x° = (x(l), xg, ,x(})v) € Q, ktera je uniSena danym rychlostnim
polem v. Pohybuije se tedy po trajektorii (-, x%): [0, T] — Q tak, Ze ¢asovému okamZiku
t ptifadi bod x € Q takovy, Ze

01_

=v, neboli
ot

0
XD _ Lt x0)), 23.1)
ot
Ozna¢me bod v prostoru x := y(t, x°). Nase &astice miiZe transportovat n&jakou fyzikalni
veli¢inu (napfiklad hustotu, elektricky naboj). Oznacme ji u. Pokud Ize zanedbat ostatni
fyzikalni mechanismy (naptiklad zdroje veli¢iny u, difiizi), pak se hodnota u podél trajek-
torie neméni, tedy (fixujeme bod x°, tedy u zavisi pouze na ¢ase )

0= %u(r,m x0).

Aplikaci fetizkového pravidla dostdvame

N
ou 0 ou 0%k, o
0:—1‘, t, + — (1, y(1, —(, .
= (6 2(1,x%) ;axk( 2. XN =510

Proto 9
0= a—b;(t, x) + (V- Vu)(t,x) = 0. (2.3.2)

Operéator % + v - V se nazyva transportni operator.

Trajektorie Castice v daném vektorovém poli je popsana systémem obycejnych dife-
rencialnich rovnic (2.3.1), zatimco ¢asovy a prostorovy vyvoj veliCiny u, ktera se po dané
trajektorii pohybuje, fesi parcialni diferencidlni rovnici 1. fadu (2.3.2). Pokud zaddme po-
¢ate¢ni podminku pro rozloZeni pole u v pocatecnim Case, ziskdme Cauchyovu tlohu pro
parcidlni diferencilni rovnici 1. fadu

ou

—+v:-Vu=0 na (0,7) x Q

ot (2.3.3)
u(0, x) = uy na Q.

Pokud navic uvazujeme zdrojové ¢leny, pak dostadvime nehomogenni verzi pro tlohu

(2.3.3)

du
—+v-Vu= na(0,7)x Q
ot ! ( ) (2.34)

u(0, x) = uy na Q.
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Na tyto tlohy ted miZeme pouZit existencni teorii, kterou jsme si odvodili vyse.
Nejprve se podivejme na transportni rovnici (2.3.3) pro piipad N = 1, tedy na

ou ou
— +b— =0, 235
ot ox ( )

splitujici pocatecni podminku
u(0, x) = ug(x)

na celém R. Budeme uvaZovat pouze situaci, kdy b je konstanta. Pfedpokladejme, Ze u, €
C!(R). Podle vyse uvedeného hleddme feseni charakteristického systému

dr

=2
ds
dx
— =b.
ds

Resenim je t = s + to ax = bs + x,. Tedy x — bt = konst. podél feSeni tohoto systému a
obecné feseni rovnice (2.3.5) je u(t, x) = ow(x — bt). Pokud pfiddme pocate¢ni podminku,
dostavame feSeni ve tvaru

u(t, x) = ug(x — bt),

x € R, t > 0. ProtoZe uj, je tiidy C'(R), je také u € C'([0, 00) X R). Toto feSeni nazyvime
putyjici vlna (anglicky ,,travelling wave*).
UvaZujme nyni vicedimenzionalni analog této rovnice, tedy (b je opét konstatni)

%y Vu=0 na (0, T) x RN
ot (2.3.6)

u(0, x) = ug na RV,

Odpovidajici charakteristicky systém je

a_
ds
dx; .
a:bi, l:1,2,...,N.
Dostavame N nezavislych feSeni x; — b;t, i = 1,2, ..., N (poet proménnych je N + 1).
Resenim je tedy N funkci
v = wi(x; — b)),
i=1,2,..., N. To miZeme zapsat jako

u(t,x) =w(x; —bit,x, = bot, ..., x5y — byt) = w(x — bt).
Vzhledem k pocate¢ni podmince potom mame

u(t, x) = ug(x — bt), xeRN,r>0.
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Nyni hledejme feseni dlohy s pravou stranou, tedy feseni tlohy

ou N
—+b-Vu= na(0,7) xR
ot f ©.1) 2.3.7)

u(0, x) = ug(x) na RN,

ProtoZe feSeni splilujici homogenni rovnici a pocatecni podminku umime nalézt, hleddme
partikularni feseni spliiujici nulovou pocatecni podminku pro ¢t = 0. Neni téZké ovéfit, Ze
timto feSenim je

t
n(t,x) = / f(s,x —=Db(t — s))ds.
0

Pokud totiZ uvazujeme rovnici

Jw Jw
—+b-V — =0 2.3.8
ar ThVwH I 38)
a k ni pfislusny charakteristicky systém
de(s) )
ds
dx.
L)y i1, N
ds
dz(s)
5 = ) x(9),
s

dostavame d
a(x,-—b,i):O, i=1,2,...,N

a soucasné
t=s5+C° c"eRr

x;=bs+C!, i=12..,N, CER.
Proto

z(s) = /S f(t+Cy.br +Chydr.
Proto 1ze psat obecné feSeni rovnice122.3.8) ve tvaru
w(t,x,z)= F(x —bt,z — /S f(z+Cy, b+ Cl)dr>.
20
Volbou s =t mime C; = 0, Cl =b - xt, tedy
wit, x,z) = F(x —bt,z— /t Fz,x —b(t - T))dl').
20

Protoze poZadujeme splnéni nulové pocatecni podminky pro ¢ = 0, mame 0 = w (0, x, 0),
tedy

0
F(x, - /ZO f(z,x —b(t — 7)) dr) —0.
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Odsud plyne, Ze z; = 0 a F(x, z) = z, tedy

t
u(t,x) = / f(r,x —=b(t —1))dr.
0

Proto feSeni tlohy (2.3.7) 1ze psét ve tvaru
!
u(t, x) = ug(x — br) + / f(s,x —b(t —s))ds.
0

Neni také té¢zké ukazat, Ze toto feSeni je jediné na tfidé C 1 ([0, T] x RN ).

Cviceni 2.3.1. Ukazte vySe zminénou jednoznacnost, tj. dokazte, Ze jedingm klasickym
feSenim tlohy
%+b-Vu=0 na (0,7) x RN

u(0,x)=0 na RN
jeu=0.

Na zavér se podivame na Cauchyovu tlohu pro specidlni ptfipad kvaziline4rni (tedy
nelineédrni) parcialni diferenciilni rovnice prvniho fadu

du du

—+u— =0 0, X R

o ox na (0, co) (2.3.9)
u(0, x) = uy(x) na R.

Tato rovnice se nazjva Burgersova. V§imnéme si, Ze rovnici 1ze psét také ve tvaru

ou 10W?)
—= 4= =0
ot + 2 o0x

Pokud ptedpokladame, Ze naSe feSeni splfiuje lim, _, , o, u(z, x) = 0, pak mame po zintegro-
vani tvaru vySe od —R do R a provedeni limity R — oo (za predpokladu, Ze | fR ug dx| <

00)
d
— t,-)dx =0
dt/Ru(,)x ,

/u(t,-)dx:/uodx.
R R

Budeme-li navic predpokladat, Ze uy € L*(R), pak pfenasobenim funkci u a naslednou

integraci
d 2
— t,)dx =0.
o /R W31, ) dx

/uz(t,-)dx=/u(2)dx.
R R

tedy

Proto
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Analogicky, pro libovolné p > 1 (ndsobime funkci |u|?~2u)

/lulp(t,-)dx=/|u0|pdx.
R R

Provedenim lim,,_, ., proto také mame

llut, )l Loy = ol Lo (mr)-

Nyni se podivame na existenci feSeni. Pokud pouZijeme Vétu o charakterizaci feSeni
kvazilinearni rovnice (Véta 2.2.3), pak dostavame, Ze u(t, x) je feSenim Burgersovy rovnice
prave tehdy, kdyZ spliiuje

Cf—sua(s), x(s)) =0,

Y ¥z

kde #(s) a x(s) Tesi charakteristickou rovnici

dr

&, 10) = 19
3; (2.3.10)
1= u(t(s), x(s)) x(0) = x.

Vsimnéme si, Ze charakteristicky systém v tomto piipadé zavisi na feSeni. Na druhou
stranu, protoZe t =t + s, je

d
— + 1y, =0,
P u(s + ty, x(s))
tedy u(s + t(, x(s)) = konst. Odsud plyne nésledujici.
Véta 2.3.2 (O feSeni Burgersovy rovnice). Necht'u, € C L(R). Potom Feseni iilohy (2.3.9)
spliiuje
u(t, x + tup(x)) = ug(x).

Ditkaz. VSimnéme si, Ze feSeni (2.3.10) splitujici, Ze u(z(s), x(s)) je konstantni, spliiuje

H(s)=s+1
x(s) = Cs + x,

kde C = u(t(s), x(s)) = konst. Navic
C = u(t(s), x(s))lS:_,O = u(0, xo — Cty) = ug(xg — Cty).
Zaménou proménnych y, = x, — Ct, mame
u(1(s), x(s))|s=0 = u(ty, xo) = u(ty, yo + Ctg) = C = up(yp),

tedy pfeznaCenim ¢t := ty, x := y, a pfipomenutim C = uy(y;) = uy(x) dostdvime
dokazovany tvar feSeni. O
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Poznamka 2.3.3. Pro u(t, x+tuy(x)) = ug(x) a ug neklesajici na R nedochazi k tomu, Ze by
se protinaly charakteristiky, tedy feSeni (2.3.10). Je-li totiZ x| < x,, pakje ug(x;) < ug(x,),
a proto se polopfimky x(s) = sug(x;)+x;, s > 0 nikde neprotnou. Naopak, je-li pro n¢jaké
X1 < X, splnéné uy(x;) > ug(x,), pak se tyto polopiimky pro jistou hodnotu # i, = S

s v ¥

protnou. Proto v Case t = ¢;; pfestavd existovat klasické feSeni.

Jak jsme vidéli v pfedchozim piiklad€, muiZe se stét, Ze uloha (2.3.9) nemusi mit kla-
sické feseni, tedy feSeni takové, Ze u € C 1((0, 0) X R) N C([0, ) X R). Zavedeme si
proto pojem tzv. slabého feSeni, coZ je pojem slabsi neZ feSeni klasické, ale silnéjsi nez
feSeni distributivni (nebo-li feSeni ve smyslu distribuci, kde nepozadujeme, aby feSenim
byla funkce, ale mtiZze to byt i komplikovangjsi objekt, tedy distribuce).

Necht tedy ¢ € C0 (R?) (tedy spojité diferencovatelna funkce s kompaktnim nosi¢em)
je libovolna. Ndsobme (2.3.9); funkci ¢, integrujme pfes (0, co) X R a provedme piislusné
integrace per partes. Pokud pfedpoklddame, Ze u je spojita v Case 0, dostdvidme

au 2

/ / +u dxdt / / 1a(u) )dxdt

_/ / 0tudth_/u(0 x)@(0, x)dx——/ / zaq)dxdt
0 R

To nés piivadi k nasledujici definici

Definice 2.3.4 (Slabé feseni Burgersovy rovnice). Nechf u € leoc([O, o) X R) je takova,
7e zobrazeni t +— fR u(t, )o(t,-)dx je spojitd funkce v Case t+ = 0 pro vSechna ¢ €
C& ([0, ) X R). Potom u nazyvame slabym FeSenim Burgersovy rovnice, jestlize

/ / u— dxdr + = / / == 99 dxdr = / ug(x)@(0, x) dx
R

pro libovolné ¢ € Cé([O, o) X R).

Vsimnéme si, Ze ve slabé formulaci neni tieba védét nic o derivacich funkce u, stac¢i
nam lokaln{ integrovatelnost u? a jista forma spojitosti v ¢ase ¢ = 0. Viechny diferencialni
operatory jsou (podobné jako u distributivni derivace) aplikovany na funkci @, kterd se
nazyvé testovaci funkce. Ale na rozdil od chapéni rovnice ve smyslu distribuci pracujeme
s funkcemi, nikoliv s distribucemi. Plati nasledujici tvrzeni, které nam ik, Ze slabé feseni
je vhodné zobecnéni klasického feSeni.

Véta 2.3.5 (O kompatibilité slabého a klasického feSeni Burgersovy rovnice). (i) Pokud
Jje u klasickym FeSenim tilohy (2.3.9), pak je téZ slabym FeSenim dle Definice 2.3.4.

(i1) Pokud je u slabym reSenim dle Definice 2.3.4 a u € Cl([0, ) x R), pak je u té
klasickym reSenim iilohy (2.3.9).

Diikaz. (i) Tato ¢ast plyne z odvozeni nad definici slabého feseni, jen si staci uvédomit,
Ze vSechny integraly ve slabé formulaci jsou kone¢né.
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(i1) ProtoZe u je hladké dle predpokladii véty, 1ze integrovat ,,zpét per partes‘. Dostavame

/ / u+ ! u2_¢> dxdr — / ug(x)@(0, x) dx
/ / —@+ u— ) dx dr + /(u(O x) — up(x))@(0, x) dx.

Odsud dostdvame (s danym vysledkem jste se setkali na prednaSce z teorie miry, ¥ik4, Ze
pokud lokalné integrovatelna funkce spliluje, Ze /0 f @ dx = 0 pro kaZdou hladkou funkci
s kompaktnim nosi¢em v O, pak je tato funkce nulova s.v.), Ze plati s.v.na (0, 7) X R

(2.3.11)

@+u%—0
ot 0x '

ProtoZe je funkce u spojité diferencovatelna, rovnost plati na (0, T') X R. Pokud se vratime
k rovnosti (2.3.11), mame

/ (0, x) — up(x))@(0, x)dx = 0

R

pro libovolné ¢ € Cé([O, o00) X R). Proto pouZitim stejného argumentu jako vySe je
u(0, x) = uy(x) pro libovolné x € R. O

Slabé feseni je vhodnym pojmem v situacich, kdy nemame k dispozici klasické fesent,
coz budeme demonstrovat v nasledujicim piiklad¢.

Priklad 2.3.6. Uvazujme tzv. Riemanniv problém pro Burgersovu rovnici, tedy Glohu

‘;‘t‘+u3—“—o na (0, o) X R
X

0 x<0 | x<0 (2.3.12)
DU =91 ;>0 D u =99 x>o.

Resent je konstantni na charakteristikach. Po¢ate¢n{ hodnota je bud’ 0 nebo 1. Proto v pi-
padé, Ze pocatecni hodnota je nulova, ma charakteristika tvar

X = X, t=s,
pokud je pocatecni hodnota 1, pak ma charakteristika tvar
X =5+ X, t=s.
To vede k nésledujicimu problému. V piipadé dlohu a) neni feSeni definované na mnoziné
S ={(,x) €[0,00) X [0,00) : > x}.

V ptipad€ dlohy b) mnoZinou .S prochizeji dv€ charakteristiky, neni tedy jasné, jak feSeni
na této mnoZiné definovat, situace je znazornéna na Obrazcich 2.1 a 2.2.
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u0=0 Ll0=1 X

Obrazek 2.1: Tvar charakteristik Riemannova problému pro Burgersovu rovnici v piipadé
a).

uy =1 uy=0 x

Obrazek 2.2: Tvar charakteristik Riemannova problému pro Burgersovu rovnici v piipadé
b).

Ziejmé nékde na této mnoZiné vznika razova vlna, tedy feseni bude nespojité. Proto
budeme muset pracovat se slabym feSenim. Pokusme se postupovat nasledovné. Pro jisté
a > 0, které nalezneme niZe, definujme mnoZinu

I :={(tx) €[0,00) X [0,00) : t = ax}

a uvazujme charakteristiky jako na Obrazcich 2.3 a 2.4 niZe.

Tedy feSeni je po Castech konstantni, v pfipadé dlohy a) je feSeni nulové na mnoZiné
{t,x) € [0,co) xR : x <0V x>0,t> ax} anamnoziné {(¢t,x) € [0,00) X R :
x > 0,t < ax} je feSeni rovno 1, pro pfipad b) jsou hodnoty naopak. Na mnozZiné€ I" neni
tfeba slabé feseni definovat, jde o podmnoZinu R? nulové miry a v integralni formulaci se
neprojevi. Pokusime se nalézt hodnotu « tak, abychom opravdu méli slabé feSeni (prozatim
nevime, zda se hodnoty a nebudou v jednotlivych tlohach lisit).

Uvazujme nejprve piipad a). Nechf ¢ € Cé([O, o0) X R). Potom slaba formulace nasi



2.3. TRANSPORTNI ROVNICE. BURGERSOVA ROVNICE 35

r

u0=0 u0=1 X

Obrazek 2.3: Upraveny tvar charakteristik Riemannova problému pro Burgersovu rovnici

v pfipad¢ a).
/ F

Uy = 1 Uy = 0 X
Obrazek 2.4: Upraveny tvar charakteristik Riemannova problému pro Burgersovu rovnici

v ptipadé€ b).

tlohy vypada nésledovné:

2 0
/ / —+?$)dxdr—/Ruo(p(o,-)dx
a [00]
// (p 1 (p>dxdt / @(0, -)dx.
{t<axt>0} T 20x 0

Pocitejme nejdiive prvni integral na druhém fadku. Pouzitim Fubiniho véty mame

ax
/ / % gear = / / % g1
{t<axt>0}

= —[) ((p(ax, x) — (0, x)) dx
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Druhy integral potom budeme pocitat nasledovné

// 192 gear = //——ddt
{t<axs>0} 2 0X

1 [

=§/0 (p( )dt 2/0 @(ax, x)dx,

kde jsme v posledni rovnosti pouZili zZiménu proménnych ¢t = ax. Porovninim pfedcho-
zich tfi vypoctl dostavame, Ze podminkou, aby naSe feSeni bylo skute¢né slabym fesenim
pivodni dlohy a), je, Ze rovnost

<% — 1>/oo(p((xx,x)dx =0
0

musi platit pro libovolné ¢ € Cé([O, o0) X R). Nutné€ tedy musi byt o = 2.
Podobné postupujeme i v piipadé dlohy b). Slaba formulace se redukuje na

a 9 0
// "’ 1 q’)d dr — / (0, ) dx.
{ax<t,t>0} 2 ox -0
Prvni integral na druhém fadku napravo upravime nasledovné
// ‘pdxdt / / —(pdtdx—/ / 22 dtdx
{ax<t,t>0} -0 J0O ot 0 ax ot
(o)
=/ (0, x) dx+/ @(ax,x)dx.
—© 0
Druhy integral potom spocteme v opacném poradi integrace
// ——d dr = / /a l—(pdxdt
{ax<t,r>0} 2 0X
a
=—= dr = ,x)dx,
2/0 (p< (x) 2/0 Plax, x)dx

kde jsme v posledni rovnosti opét pouZili ziménu proménnych t = ax. Porovninim pied-
chozich tff rovnosti opét dostavidme, Ze podminkou, aby nase feSeni bylo skute¢né slabym
feSenim ptvodni dlohy b), je, Ze rovnost

<1 - %)/Ooo(p(ax,x)dx =0

musi platit pro libovolné ¢ € Cé([O, 00) X R). Nutné tedy musi opét byt a = 2.



Kapitola 3

Prevedeni rovnic 2. radu na
kanonicky tvar. Klasifikace
rovnic 2. radu

Uvazujme obecnou linearni rovnici 2. fadu v N dimenzionalnim prostoru. Ma tvar

Z A, J(x) + 2 B, (x)— + C(x)u = F(x), (3.0.1)

i,j=1 X

pfi¢emzZ pfedpokladame, Ze funkce {4;; N C a F jsou definovény v oteviené

ABYY
i,j=1 i=1
mnoZiné @ ¢ RN . Bez 1 djmy na obecnosti také uvazujeme A,»j(x) = Aj[(x) na Q.

Definice 3.0.1 (ReSeni linearni PDR 2. ¥adu). Nechf Q ¢ RN je oteviend mnoZina,
(A, } A {Bi}jil, C a F jsou spojité na Q, N > 2. Rikdme, Ze funkce u € C2(Q)
je feSenim rovnice (3.0.1), jestliZe je pro v§echna x € Q splnéno

N
2 Ay

ij=1

2 Bj(x )— + C(x)u(x) = F(x).

Fixujme nyni x, € Q a provedme zdménu proménnych

N

Ve = ;. (3.02)

i=1

Potom se ¢len s derivacemi druhého fadu v rovnici (3.0.1) transformuje na (pokladame
v(y) = u(x) pro y a x svazano vztahem (3.0.2))

> (¥ o
Aij(xo)akialj) .
ki=1 "ij=1 0y9y;

37
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Tedy koeficienty stojici u nejvyssi derivace se trasformuji stejné jako koeficienty kvadra-
tické formy

N
D Ayxo)ziz (3.0.3)
i.j=1
pfi zaméné proménnych
N
Ze= ) apx; (3.0.4)

i=1
VyuZitim zakona zachovani kvadratickych forem (dikaz lze nalézt napiiklad v elektro-
nickych skriptech D. Smida [Sm LA, Véta 34 Sylvesterdv zdkon zachovani kvadratickych

forem] pak dostdvame, Ze existuje regularni zobrazeni (3.0.4), které kvadratickou formu
(3.0.3) pfevadi na tvar

m
e»yg, m<N, c¢==+1, i=12,....,m.
iYj i

i=1

Zobrazeni typu (3.0.4) neni dano jednoznacné, ale pocet kladnych, zapornych (a tedy i
nulovych) koeficienti (a tedy i ¢islo m) jsou diisledkem tvaru kvadratické formy (3.0.3) a
nezaleZi na tvaru zobrazeni (3.0.4).

Proto zobrazeni (3.0.2) pfevadi rovnici (3.0.1) v bod€ x, na tvar

m N
%v dv
Y eSS+ Y bilxg)=— + ¢,(xg)v = F(xq), (3.0.5)
s ) 9y;
kde e, = 1 proi = 1,2,...,m. Tento tvar je ve smyslu poctu kladnych a zapornych

znamének koeficientil e; a poctu nulovych ¢lenti ur¢en jednoznacné.

Definice 3.0.2 (Kanonicky tvar linedrni PDR 2. fadu). Tvar (3.0.5) se nazyva kanonickym
tvarem rovnice (3.0.1) v bodé€ x.

Definice 3.0.3 (Klasifikace linearnich PDR 2. fadu v bodé). Parcialni diferencialni rovnice
(3.0.1) se nazyva

(1) elipticka

(ii) hyperbolicka

(iii) ultrahyperbolicka

(iv) parabolicka v Sir§STm smyslu

(v) parabolicka

v bod¢€ x), je-li v kanonickém tvaru (3.0.5)

(i) m = N a koeficienty e; maji stejné znaménko

(i1)) m = N a vSechny koeficienty e; kromé jednoho maji stejnd znaménka

(ili) m = N a alesponi dva koeficienty e; maji kladné a alespoil dva koeficienty e; maji
zéporné znaménko

ivym< N

(v)y m= N —1,vSechnae;, i =1,2,..., N — 1 maji stejné znaménko a b, # 0.
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Definice 3.0.4 (Klasifikace linearnich PDR 2. fadu na mnozing). Parcialni diferencialni
rovnice (3.0.1) se nazyva elipticka (hyperbolickd, ultrahyperbolicka, parabolicka v Sir§im
smyslu, parabolicka) na oblasti Q ¢ RN, jestliZe je elipticka (hyperbolick4, ultrahyperbo-
lick4, parabolicka v §ir§im smyslu, parabolickd) v kazdém bod¢ €.

Priklad 3.0.5. (i) Rovnice Poissonova (Laplaceova)

Au=f

je rovnici eliptickou.
(i1) Rovnice vlnova

0%u

— —Au=

or? !
je rovnici hyperbolickou.
(iii) Rovnice vedeni tepla

du

& Au=

ot u=f

je rovnici parabolickou.

(iv) Rovnice mtiZe také ménit sviij charakter. Napiiklad rovnice Tricomiho
JPu, Pu_
ox2  0y?

je elipticka v poloroving y > 0 a hyperbolicka v poloroving y < 0.

Poznamka 3.0.6. V knize [Pe, str. 56-65] (popfipadé pouze pro piipad hyperbolické a
parabolické rovnice také ve skriptech [JoNe RMF, str. 28-31]) je dok4zano, ze v piipadé
dvou prostorovych dimenzi 1ze rovnici

9*u(x, y) 9%u(x, y) 9%u(x, y)

A(x, y)——= + 2B(x,y)———— + C(x,
69— (x, ) xdy (x, ) 5y2

pro dostate¢né hladké funkce A, B a C takové, Ze

fo=F(x,y)  (3.06)

|AGx, p)| + | B(x, )| + |C(x, p)| >0,

na jistém okoli bodu (x, y) pfevést na kanonicky tvar na piipadn¢ mensim okoli tohoto
bodu. Pfesnéji, je-li
() Bz(xo, Yo) — A(xg, ¥9)C(xg, ¥9) > 0
(i) Bz(x()a Yo) — A(xg, y9)C(xp, ¥p) <0
(ii1) existuje V'(x, yo) takové, Ze Bz(xo, ¥o) — A(xg, ¥9)C(xq, ¥9) = 0 na tomto okoli,
pak existuje oteviené okoli V' (x(, ) a zobrazeni ¢; = ¢@(x,¥), @, = @,(x,y), které
rovnici (3.0.6) pfevadi na tomto okoli na kanonicky tvar, pfiCemzZ v pfipadé (i) je rovnice
hyperbolickd, v pfipad€ (ii) elipticka a v pfipadé (iii) parabolickd na tomto okoli. V po-
slednim piipad€ musime jest€ zajistit nenulovost piislusného koeficientu u ¢lenu s danou
derivaci prvniho fadu.

Je-li N > 3, pak obecné nelze na okoli daného bodu rovnici prevést timto postupem
na kanonicky tvar (pocet podminek kladenych na tvar kanonického tvaru je vétsi nez pocet
stupiid volnosti dané dlohy).
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Kapitola 4

Rovnice vedeni tepla (rovnice
parabolického typu)

Rovnice vedeni tepla je parcialni diferencidlni rovnice, kterd mimo jiné popisuje tepelnou
vyménu. Z dal$ich aplikaci je moZno zminit Black—Scholesiiv model popisujici vyvoj ceny
opci ¢i popis Brownova pohybu. UkaZme si jeji odvozeni pro piipad tepelné vymeény.
Predpokladejme, Ze hustotu tepelné energie 1ze zapsat jako e = ¢T', kde ¢ = ¢(t, x, T)
je mérna tepelna kapacita a T je (termodynamickd) teplota. Predpokladejme, Ze tepelné
zdroje jsou popsany pomoci jeji hustoty f = f (¢, x) a tepelny tok spliiuje Fourierdv zdkon
vedeni tepla, tedy Ze q = —« (¢, x,T)VT, kde « je tepelnd vodivost. Bilanci energie tedy

muZeme psat ve tvaru
d
— [ cTdx = fdx — q-nds,
dr Jy v v

kde n je vektor vnéjsi normaly k oV (proto znaménko minus pfed ploSnym integralem) a
V' c Qjelibovolna oteviena podmnoZina pevné oblasti s takovou hranici, aby plo$ny in-
tegral mél smysl (tedy alespoi tfidy C!). Aplikaci Gauss—Ostrogradského véty na ploiny
integrdl mame

—/ q-ndS=/ KVT-ﬂdS:/diV(KVT)dx.
oV v v

Predpokladame-li, Ze funkce jsou tak hladké, Ze lze provést zaménu Casové derivace a
integralu, dostavidme

/ [Q(CT) — div(kVT) — f] dx = 0.

y Lot

Jsou-li vSechny vystupujici funkce v integralu alespoii spojité, dostadvame rovnici vedeni
tepla ve tvaru

%(CT) — div(kVT) = f,

41
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popfipadé, jsou-li ¢ a k kladné konstanty,

oT

2
—d’AT =g. 4.0.1
5 ¢ g ( )

Pripadnym pfeskalovanim Casu lze dospét ke tvaru

AT =g. 402
E g ( )

Touto rovnici, af uz ve tvaru (4.0.1) ¢i (4.0.2), se ted budeme zabyvat.

4.1 Cauchyova uloha pro rovnici vedeni tepla

Zabyvejme se tlohou

M _ 2= f na (0,7) x RN
ot 4.1.1)

u(0, x) = ug(x) na RV,

Ozna¢me (r € (0,T], x € Q)

Clk((O,T] X Q) 1= {u e C(0,T1XQ) : Viue C(0,T1xQ),i=1,2,....,k

ou

2 e C((0.T1x Q). j = 1,2,...,1}.

25 €CUO.TIX Q). j
Klasickym feSenim budeme rozumét funkciu € C 12((0, TIXRM)NC ([0, TIXRN) spliiujici
v$ude na (0, T) x RN rovnici (4.1. 1), a nabyvajici pocate¢ni podminku (4.1.1), ve smyslu
spojitych funkci.

Nejprve si odvodme specilni feSeni rovnice
du

E—azAu=O na (0, 0) x RN,

Hledejme ho ve tvaru

u(t,x)=tlav(|tiﬂ|>, a,f eR.

Dosazenim do rovnice ziskame (y = xt~#)
at™ @ Du(|y]) + @Dy (y]) + @* @A u(]y]) = 0.

1 .12 - <2 - - .
Volbou g = 2 ziskdme rovnici pouze v proménné y. Dale pouZijeme vztah pro laplacian
radidln€ symetrické funkce,

N-1

J ().
[yl

Ayo(lyl) = v"(Iy) +
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¢imz se vyse uvedena rovnice transformuje na obycejnou diferencilni rovnici (r = |y|)
av(r) + %ru’(r) +a*"(r) + azNT_lv’(r) =0.

Volbou a = % Ize rovnici zjednodusit na tvar
(aer_lv/(r))’ + (%rNu(r))’ =0 na [0, o).

Integraci a volbou konstanty C = 0 (tedy predpokladime, Ze limity lim,_,  rN=10/(r) a
lim,_, rNo(r) jsou nulové) dostaneme

i 1
v(r)= —z—azrv(r),

tedy

2
v(r) = Be 2.

Dosazenim za a, f a r dostavame

_N L
u(t,x) = Bt 2e 4d%,

Z technickych divodd, které objasnime niZe, poloZime B = ! - Ziskali jsme
(4ra®) 7

Definice 4.1.1 (Fundamentalni feSeni rovnice vedeni tepla). Funkci

e
;Ne 4a2t XERN,I>O
U@, x):= (4ra2n)? 4.1.2)
0 xeRN,t<0
nazyvame fundamentalnim feSenim rovnice vedeni tepla.
Lemma 4.1.2. Pro libovolné t > 0 plati
/ U(t,x)dx =1.
RN
Diikaz. Pfimym vypoctem vyuZivajicim zaménu proménnych ﬁ = y dostaneme
a\/t
_Ix?
/ U(t,x)dx = ;N / e 42 dx = LN / e ay
RN (4ra2r)2 JRY n2 JRY
N
= LN(/E:_IZ|2 dz> = 1.
Tz R
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Poznamka 4.1.3. Funkce U je singularni v bodé x = 0, t = 0, mimo je hladka. Ve
skute¢nosti, ve smyslu distribuci (poptipadé temperovanych distribuci) na RxRY spliiuje

da—(t] —a*AU =0, U(0, x) = 6y(x),
kde ¢ je Diracova é-distribuce s nosi¢em v pocatku.
Vezméme nyni specidlni pfipad dlohy (4.1.1), kdy f = 0. Potom mame

Véta 4.1.4 (O feSeni rovnice vedeni tepla s nulovou pravou stranou). Necht'uy € C RMn
L®(RN) a necht

_lx=yl?
u(t,x):/ U(t,x—y)uo(y)dy=;jv/ uo(e” i dy,
R (4ra2t)> JRY

x € RN, > 0. Potom
(i) ue C*®((0,0) x RN)

(ii)
%—azAu:O na (0, 00) x RN .
ot
(iii)
lim u(t, x) = up(xq) pro vSechna x € RN.
(#,x)€(0,T)XRN —(0,x()

Diikaz. Nejprve si povSimnéme, Ze diky omezenosti funkce ug je funkce u(t, x) defino-
vand vySe nekonecnékrat spojité diferencovatelna (snadno miZeme lokalné konstruovat
integrovatelné majoranty pro Vétu o derivaci integralu podle parametru aplikovanou na
jednotlivé parcidlni derivace) a plati pro ni

du _ ouit,x—y) 5 B
<E - Au)(t, X) = /RN (T —PAUx — y)>u0(y) dy =0,

nebof U spliiuje na (0, c0) X RN rovnici vedeni tepla s nulovou pravou stranou. Ovéfme

splnéni po¢éte¢ni podminky. Pokud je u, € L*®(R™) a je spojitd v x, € R", pozadovany
vysledek plyne z formule (pfedpokladame, ze x;, — x, v RN at, — 0 )

1 _
[uty, x;) — up(xp)| = |—N /N e 1 uy (o — 24/t 2)dz — ”0(x0)|
7 Jr

72
1 1.2 k— o0

= _N/Ne ! (uo(xk—2\/tkz)—u0(x0))dz| - 0,
z2 /R

kde jsme si vypomohli Lebesgueovou vétou o majorizované konvergenci s majorantou
2 4 b4 ol ~ 7 ~_ 7z 7z . .

QM a=N2emlE" M = supgn |ug|. Konecné splnéni pocatecni podminky ve smyslu limity

vyse plyne aplikaci Heineho véty. ProtoZe u je spojitd na RY, véta je dokazéna. O
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Poznamka 4.1.5. Je-li funkce u, v n&jakém bodé& nespojita (ale stale omezend na RY,
nespojitost miize byt v kone¢ném poctu bodit), pak tvrzeni (i) a (ii) z pfedchozi véty zii-
stavaji v platnosti a ke zméné€ dochazi pouze u bodu (iii). To plati pouze v té€ch bodech, ve
kterych je ug spojita. Je tedy rozumné takovou funkci nazvat feSenim nasi tlohy (i kdyz
ne nutng klasickym) a ma smysl takové poc¢ate¢ni podminky bréit do Gvahy.

Predchozi poznamky vyuZijeme k demonstraci jistého speciilniho chovani feSeni rov-
nice vedeni tepla.

Piiklad 4.1.6. (i) ReSme dlohu

2
%—M=O na (0, T)xR
ot ox2
u(0,x) = H(x) naR,

kde H je Heavisideova funkce, tedy konstantni 1 pro x > 0 a 0 pro x < 0.
Véta o feSeni rovnice vedeni tepla s nulovou pravou stranou (Véta 4.1.4) kombinovana
s Poznamkou 4.1.5 nam dava feeni tvaru (pouZijeme substituci z = ;—_y)
t

7

® 1 e © 1 _e?
u(t,x) = H(y) e 4 dy= e 4 dy
-0 1/ 0

24/xt 24/xt
=L /m e 7 dz.
Vr J-w
u(t]’ ) I/l(tz, )

)
-
.

Obrézek 4.1: Reeni Cauchyovy tlohy pro rovnici vedeni tepla v jedné dimenzi s nespo-
jitou pocétecni podminkou v ¢asech 0 < #; < ¢, < 0.

s

Vsimnéme si, Ze toto feSeni mé nésledujici vlastnosti. Pro ¢ — 0, se bliZi k funkci,
ktera je nulova pro x < 0 a rovna jedné pro x > 0. V pocatku je piislusna limita nespojita.
Tedy pocatecni podminka je splnéna (ve smyslu limity funkénich hodnot) ve vSech bodech
kromé pocatku. Pro libovolny ¢as # > 0 méa feSeni v bod€ x = 0 hodnotu % a pro Cas jdouci

o v 1ews PRV 1
do nekonecna se feSeni blizi ke konstantnimu feSeni u = 2
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u(0+v ) Ll(OO, )
10— 1T
1
! 2
®:
© X X

Obrazek 4.2: Asymptotika feSeni Cauchyovy dlohy pro rovnici vedeni tepla v jedné di-
menzi s nespojitou pocatecni podminkou pro ¢ — 0, (vlevo) at — oo (vpravo).

Tento piiklad ukazuje na jeden aspekt rovnice vedeni tepla a tim je nekonecnd rychlost
Sifeni signdlu. V§imnéme si u piikladu vyse, Ze bod ,libovolné blizko* minus nekonecna
v libovoln& kratkém Case ,,vi“ o tom, Ze poatedni podminka na R* byla rovna jedné.
Analogicky pro body ,,pobliZ* plus nekonec¢na.

Nyni se podivdme na feSeni nehomogenni dlohy, tedy na

du 2 N
— —a“Au=f na (0, 7)xR", 0<T <o
ot (4.1.3)
u0,x)=0  naR".

Ke konstrukci vztahu pro feSeni pouZijeme Duhameldv princip. Pfipomertime, Ze pro pevné
s € (0, T) funkce

v(t, x;8) 1= / Ut —s,x=y)f(y.s)dy
RN

9 PAp=0 na (s, 00) X RV
ot (4.1.4)

v(s, x;8) = f(x,s) na RY,

Duhameluv princip pak fik4, Ze feSeni dlohy (4.1.3) Ize ziskat pomoci feSeni tlohy (4.1.4)
integraci pres s, tedy
1
u(t,x)z/ u(t,x;s)ds, x € IRN,t>O.
0

Dostavame tedy nasledujici vztah pro feSeni tlohy (4.1.3)

t
u(t,x)z// Ut-s,x—y)f(y,s)dyds
0o JRN

, 1 e .1.5)
B / / ————¢ ¥ f(y,5)dyds.
0 IRN Uzt —5))2
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Ukazme, Ze za jistych pfedpokladi na hladkost funkce f (to lze vyrazné zeslabit, ale ne-
budeme to délat) dava tento vztah skutecné klasické feseni tlohy (4.1.3).

Véta 4.1.7 (O feseni rovnice vedeni tepla s netrivialni pravou stranou). Necht f : [0,T] X
RN - R fe Clz([O, T1x RN) a f md na této mnoziné kompakmni nosic, pak funkce
zadand predpisem (4.1.5) splituje

(i) ue C3((0,T]xRN)

(ii)
(;—‘t‘ —dAu=f na (0,T) x RN
(iii)
lim ut,x)=0 pro vSechna x € RN,
(t,)€(0,T)XRN —(0,x0)

Diikaz. Necht f spliiuje pfedpoklady véty. Mame formalné

t
u(t,x)=// U@,y f(t—s,x—y)dyds.
o JrV

Nejprve si ukazme, Ze konvoluce je dobie definovana (neboli Lebesguedv integral konver-
guje). PiSme (korektnost provedenych tprav je vidét pfi Cteni zprava doleva)

_ x=yl?
/ —— e (s, )| dsdy
ONXRN(47a2(t — 5)) 2
1 _bP
=/ ‘—Ne 4a2sf(t—s,x—y)|dsdy
(0,/)xRN (475a2s)7
1 _bi2
= / (/ ’—Ne da2s f(t — 5, % —y)‘dy) ds
00 RN (4ra25)2

:A)t)(‘/mw’%e_lzlzf(t—s,x—2\/§az)|dz) ds
§ 2

S/ sup |flds=1 sup |f].
(

0,0) (0,H)xRN 0,HXRN

Odtud vidime, Ze funkce u je pro vSechna (¢,x) € (0,T) X RY dobfe definovana. Zaro-
veil jsme také dostali potfebny odhad veli¢iny sup g~ |u|. Tento odhad ma navic za
nasledek, Ze

=0,
lu(t,x)| < Ct — 0.
Proto je po¢atecni podminka splnéna dokonce prostfednictvim stejnomérné konvergence.

Dile diky vySe ukdzanym tGpravam se snadno nahlédne, Ze s vyuZitim omezenosti par-
cidlnich derivaci funkce f uvedenych ve znéni véty je mozné lokdlné pouzivat Vétu o
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derivaci integralu podle ;arametru. Proto méa u pozadovanou hladkost v prostorovych pro-
ménnych (pro spojitost H_I: vyuZijeme rovnost % = f + Au odvozenou niZe).

Zbyva jesté ovefit rovnost % — Au = f. Integral si pfepiSeme pomoci linearni za-
meény proménnych a pak pouZijeme na ziskané integraly obvyklé tipravy a informace. Po

vvvvv

proceduru derivovani podle horni meze. Dostavame
du
—(t,x) — Au(t, x
5 %) (. %)

t
=// U(s,y)[ai_A]f(t_s,x_y)dde/ Ut 9)f(0.x — y)dy
0 RN t RN

t
=// U(s,y)[—ai—A]f(z—s,x—y)dyds
e JRN §

+// U(s,y)[—ai—A]f(t—s,x—y)dyds
0 JRN ol

+/ Ut yfO.x-ydy=:I,+J, +K.
RN

Ziejmé

of €
< — (o)
1 (|| ey * 18 Nesemy) [ Uy

af 1 € —|Z|2
= —_ I —_— < .
<“ ot ||L°°(R><[RN) AL (RXRN)) N /o /RN e dzds<Ce

T2

Dale

t
|I£|=// [ai—A]U(s,wf(t—s,x—y)dyds
e RN N

; /R U —ex-ydy- /[R UERIO.x-ndy

:/ UE,pfit—e,x—y)dy—K.
RN

Proto, diky stejnému argumentu jako ve VéEte o feSeni rovnice vedeni tepla s nulovou pra-
vou stranou (Véta 4.1.4)

g—l:(t, x) — Au(t, x) = lir(I)l UeE,pfit—e,x—ydy= f(,x).

R

To jsme chtéli ukazat. O
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4.2 Princip maxima a dalSi vlastnosti Cauchyovy alohy
rovnice vedeni tepla

V celé této kapitole bude pfedpokladat a = 1. Obecny pfipad a > 0 lze ziskat preskalova-
nim Casu.

Oznaceni 4.2.1. Pro Q C RN oteviend a0 < T < oo definujme parabolicky valec
Or :=(0,TIxQal'y := Oy \Q7 jeho parabolickou hranici. Kone¢né pro (¢, x) € RN+
r > 0 ozna¢me jako tepelnou kouli mnoZinu

E(t x;r) := {(s,y) eRN s < tL,Ut—s,x—y) > LN},
P

kde U (¢, x) je fundamentalni feSeni rovnice vedeni tepla.

Vsimnéme si, Ze body z mnoZiny {T'} X Q do parabolického valce patfi, tedy I'r ob-
sahuje {0} x Q a (0,T] X 0Q.

Plati
Véta 4.2.2 (O stiedni hodnot€ pro rovnici vedeni tepla). Nechf'u € CIZ(QT) NnC (Q_T) resi

na Qg rovnici vedeni tepla % — Au = 0. Potom

|t —s|?

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti l1ze brait x = 0 a t = 0, staci pouze vhodné posunout
pocétek soufadné soustavy. Oznacme tedy E(r) := E(0,0;r) a poloZme

2 2
o) 1= iN / / u(s, y)u dyds = / / u(rz, rz)ﬂ dzdr.
r E(r) E() 72

Ve druhé rovnosti jsme pouZili ziménu proménnych s = r>z a y = rz jako# i tvaru funkce
U. Mame (ve druhé rovnosti pouZijeme opacnou zdménu proménnych nez vyse)

)
u(t,x) = LN / / u(s,y) x =yl dyds pro vSechna E(t,x;r) C Q.
4r E(t,x:r)

&

@'(r) = // z—(r'rrz)+2rr—(r'rr)>—d dr
EQ) 9y; 2

_ Nll// ( ,‘)”Iyl o 0u )d ds=: A+ B.
FN+ En N0y s ds s

Definujme jesté

2
Y(s,y,r) := —% log(—4ns) + % + Nlogr.

V§imnéme si, Ze ¥ = 0 na 0E(r), nebof na této mnoziné je U(—s,—y) = r~N. Proto

b2 N N L
L _ew = N, tedy 2= bt | = log(—47s)2 —log V. PouZitim této rovnosti mame (v

]2

(1x-0)
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proménné y aplikujeme prvni z Greenovych identit, tedy Vétu 1.3.5 bod (i))

oulyl2 // ov
22 3 y;—dyd
rN+] //E,() Js s rN+] E() as l yi yas
= 4N ‘Pd ds — dyd
rN+1 /-/E(r) das s rN+ 1//E(r) 0s6 Vi €y as.

i=

Nyni budeme integrovat per partes vzhledem k s a dostdvidme

ow
B= // 4N ‘I’ 45 —y<>dyds
FN+1 E) Zay. !

i=1 i

N

1 [ ou N |y? ou
- —4N—‘P+4<————> 9u .]d ds
rN+1 /’/E(") os 2s 4S2 Zl dy,yl y

i=

N
2N ou
- _any 2N —A>dd—A.
,.N+1//E() ds s ;ayiy, yes

Celkem tedy, pouZzitim rovnice pro u

1 ou
—anawy - 2N )d ds
rN+l1 //E(r) s Z ay,")

i=1 i

N
1 // ( ou oY 2N Ju
= AN Y =22 =2 Z —y~>dyds=().
rN+l E(r) i1 9y; 0y; S ay; !

Proto je ®(r) konstantni a diky spojitosti funkce u v pocatku mame

®'(r)=A+B=

2
O(r) = lim d(¢r) = u(0,0) lim // % dy ds = 4u(0, 0),
=0, t—0 E®) s

2 2
L[, ] ],
E®) S E(1y T2

Abychom ukézali posledni rovnost, uvédomme si, Ze

nebof

E(l) = {(7:, z) e RN —4i <7<0,|z)> < 2N1'10g(—47m')}.
T
Zaménou proménnych (z, z) — (t, z), kde t = log(—4z7), mame, ze E(1) — E(l), kde

E(1)={(r,z)eRN+1 t € (—00,0], |22 < 2Nte}
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Pocitejme (kp je povrch jednotkové sféry v N-dimenzionalnim prostoru), pficemz nize
provadime jen standardni dpravy jako pfechod do zobecnénych sférickych soutadnic, za-
ménu proménnych a nakonec vyuZijeme definici a zékladni vlastnosti funkce I"

2 0
// ﬁd dr / / 4r|z|?e" dz dr
E(ly T2 - |z|2<ﬂtef
__,t
—4ch/ / rN e drde

= 2 2
N+2 ©
4 N+2 Nid o oo
- “N(ﬁ) 2 (z) 2 / P ey
N+2 27T N 0
8 N+2 N
- ”—Kf"(l) 2 r(ﬂ +2) =2KN<1> 2r<ﬂ) =4,
NN +2)\x 2 7 2
N N
> _ _  Nzn2 _ 2z2 v . «
nebof ky = NAy(By) = = Tedy celkem (pokud piejdeme zpét do
r(f+1)  r(3)

obecného bodu (z, x))

1 Ix — yI?
u(t,x) = — u(s, dyds.
) 4rN / </E(t,x;r) (5:) (t - S)2 d

O

Vyse dokazanou rovnost pouZijeme k ziskani nasledujiciho zasadniho vysledku. Bod
(i) se Casto nazyva slabym principem maxima, bod (ii) silnym.

v vo

Véta 4.2.3 (Princip maxima pro rovnici vedeni tepla). Nechfu € C IZ(QT) N C(ET) resiv

QOr rovnici M _ Au=0.
(1) Je-li Q omezend, plati maxg = maxr, u.
(i1) Je-1i Q souvisld (ne nutné omezend) a existuje (to, xy) € QO takové, Ze plati u(ty, xy) =

maxg u, potom je u konstantni na Q,O.

Ditkaz. Krok 1: silny princip maxima na tsecce

Predpokladejme, Ze existuje bod (ty, xo) € Or takovy, Ze u(ty,xy) = M = maxg u.

Potom pro dostate¢né malé r > 0 mnoZina E(t, xy; 7) C Q7 a pouZitim pfedchozi véty

dostavame
yI?
= u(ty, xg) = / / u(y, s) dyds
4rN Eltgxoir) | o—sI?

! //txr 1 Sl
d ds M
E(O O)lo |
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2
-l
dyds =1,
4’"N //;(toxor) |l‘0—S|2

jak plyne z vypoctu na konci diikazu Véty o stfedni hodnoté pro rovnici vedeni tepla (Véta
4.2.2). Proto u(y, s) = M pro vSechna (y, s) € E(ty, xq; r); kdyby tomu tak nebylo v néja-
kém bodé (5, y) € E(t, xo; r), pak diky spojitosti funkce u by muselo byt u(s, y) < M na
né&jakém netrividlnim okoli bodu (5, y). Pak by ale nemohla nastat vy3e uvedena rovnost.

Vezméme si nyni libovolnou tsecku L leZici v O spojujici (¢, x() s néjakym jinym
bodem (s, yy) € O, piitemz s, < t,. Definujme

nebof

ro :=min{s €R : s> 5o, u(t,x) = MV(t,x) € L,s <t <ty}.

ProtoZe u je spojitd, minimum existuje. Pfedpokladejme, Ze r, > s,. Potom u(r, z() =
pro néjaky bod (ry, zo) € LNQO7, takZe u = M na E(r, zy; ) pro jisté kladné (dostatecné
malé) o. Protoze E(ry, zo; 0) obsahuje L N {ry — o <t < ry} pro dostatecné malé ¢ > 0,
dostavame spor s definici r(,. Proto ry = spau = M na L.

Krok 2: silny princip maxima
Fixujme x € Q a0 < ¢ < t,. Potom tento bod x miiZeme spojit lomenou ¢arou s bodem

Xo tak, Ze koncové body usecek tvofi body {xq, x{,...,X,,_1,X,, = X}, X; # X;_; pro
i € {1,2,...,m} a vSechny dsecky leZi v Q. Zvolme 7, > t; > ...t,,_; > t, = t. Potom
Ize (v RN“) spojit body (t,_;, x;_1) s (t;,x;), i = 1,2, ..., mtak, Ze pfisluSné usecky lezi

v Or. Podle Kroku 1 je u = M na kazdé tsecce, tedy u(t,x) = M

Krok 3: slaby princip maxima
Na zavér si staci uvédomit, Ze diky spojitosti # hodnota maxg u existuje a je konecna.
Bud se nabyva ve vnitfnim bodé€ ¢i pro 1y, = T, x € L, pak je ale funkce u konstantni na

Qto, nebo se nabyva mimo tuto mnoZinu, tedy na I'z. ]

Pozdéji si ukdZzeme, Ze tento vysledek implikuje jednoznacnost fesSeni jisté okrajové
ulohy pro rovnici vedeni tepla. My se ale nyni budeme vénovat Cauchyové tloze pro rov-
nici vedenf tepla (tedy dloze na celém R™); tam je situace komplikovang&jsi, jak plyne
z nasledujictho vysledku.

UkaZme si totiZ, Ze obecné neni feSeni Cauchyovy tlohy pro rovnici vedeni tepla, tedy

dlohy

%—Au—f na(O,T)xRN
u(0, x) = uy(x) na R",

uréeno jednozna¢né. K tomu sta¢i ukédzat, e pro f = O na (0,T) Xx RN auy = 0 na RN
existuje netrividlni feSeni této tilohy. Konstrukci pfedvedeme pro N = 1.

Piiklad 4.2.4. Zkonstruujme netrividlni feSeni tlohy

ou *u
———=0 0, T)xR
of  9x2 na (0.7)

u(0,x)=0 na R.
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Hledejme ho ve tvaru
[os]
u(t, x) = Z hj(t)x.
j=0

Zvolme hy(t) := h(t) pevné (netrividlni funkce) a h(f) = 0. Aby dana fada formalné
fesila rovnici vedeni tepla, porovnanim koeficientli dostavame rekurentni vztah

Ri(t) = (j +2)(j + Dhyp (),

tedy
hyot) = ——h®P@),  k=0,1,2,..., hygey =0,  k=0,1,2,....
(2k)! +
Dosazenim do tvaru fady mame
(o]
AR (1) %
1, x)= —_— .
u(t, x) ,Z(') 20! b

Tato funkce je netrividlni (pro x = 0 je u(t, 0) = h(t)). Pokud zvolime pro jisté a > 1

0 <0
h(®) ;:{ e >0

pak je mozné ukazat, Ze existuje ©® = O(a) > 0 tak, Ze

_l[*a

|
HO0) S Gt 10 k=12,

Proto dan4 fada funkci konverguje stejnomérné na [0, oo) X R. Dostdvame tedy, Ze u €
C*((0, 0)XR), limt_,()+ u(t, x) = 0 (apo tomto dodefinovani je dokonce u € C*°([0, co)X
R)) arovnice vedeni tepla je spInéna bodové. Ziskali jsme tedy dokonce nespocetné mnoho
feSeni rovnice vedeni tepla s nulovou pocatec¢ni podminkou a nulovou pravou stranou (pro
libovolné realné a > 1).

Nicméné, i pres nepfili§ optimisticky vysledek ptedchoziho ptikladu je moZno ukizat
na jisté tfid¢ funkci jednoznacénost feSeni Cauchyovy tdlohy pro rovnici vedeni tepla. Plati
totiz, Ze feSeni z predchoziho piikladu (pochazejici od A. Tichonova [Ti]) rostou na neko-
necnu velice rychle, rychleji nez e""z. Konkrétn€, vhodnou volbou funkce A 1ze ukézat, Ze
pro kazdé € > 0 existuje feSeni Cauchyovy tlohy s nulovymi daty pro rovnici vedeni tepla
takové, ze |u(t, x)| < Cel*** Toho dale vyuzijeme pfi konstrukci vhodné tfidy funkci,
ve které je feSeni Cauchyovy tlohy pro rovnici vedeni tepla ureno jednoznaéné. Nejprve
ukaZme, Ze na vhodné t¥idé funkci spliiuji feSeni Cauchyovy tlohy princip maxima.

Véta 4.2.5 (O principu maxima pro Cauchyovu tlohu rovnice vedeni tepla). Nechf'u €
Clz((O, TIxRN)n Cg([O, T]x RN) resi

%—Au=0 na (0,T] x RN

u(0, x) = ug(x) na RN
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a splituje riitstovou podminku
lu(t,x)| < 4", xeRN,0<r<T
pro a, A > 0 konstanty. Potom

SuUp  u = sup uy.
[0,T]xRN RN

Diikaz. Krok 1: princip maxima na kratkém intervalu pro modifikovanou funkci
Predpokladejme, Ze 4aT < 1, kde a > 0 je konstanta z ristové podminky ve znéni véty.
Potom existuje € > 0 takové, Ze 4a(T + ¢) < 1. Fixujme y € RY, 4 > 0 a polozme

U Ix=y|? N
v(t,x) = u(t,x) — —Ne4(T+f—f) s xeR™,t>0.

T+e-0D2

Ziejmé (vypocet je analogicky jako v piipad€, kdy chceme totéz ovéfit pro fundamentalni
feSeni rovnice vedeni tepla)

%—AU:O na (0, 7] x RN,

Fixujme r > 0 a oznatme Q = B,.(y), O = (0,T] X B,(y). Potom podle Vé&ty o principu
maxima pro rovnici vedeni tepla (Véta 4.2.3)

max v = max v.

Or Tr
Fixujme x € RV. Potom
U lx=y12
v(0, x) = u(0, x) — — e+ <u(0, x) = up(x).
(T+¢e)2

Pro |[x —y| =r,0 <t <T tedy mame

2 2
— H Tt alx|? H s
u(t, x) = u(t,x) — ¥ e4T+e-n < Ae - N e4T+e)
(T+e—-12 (T +¢)2
2
< Aea(|y|+r)2 _ Lj\/e“(ﬂf).
(T+e)2
9 1 Lo . 1
Protoze sy > 1, existuje y > 0 tak, ze sy > a+y. Tedy

N
u(t, x) < AeVI+? _ u(d(a + J/))Te(a"”’)r2 < supy
RN

pokud zvolime r dostatecng velké. Pak totiz e(¥+"” roste v r pomaleji nez e+ Proto
volbou vhodného r > 0, za piedpokladu 4aT < 1, dostavidme pro vSechna x € RN a
0<t<T,zZe v(t,x) < Suppn u.
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Krok 2: princip maxima na kratkém casovém intervalu pro feSeni rovnice vedeni tepla
Pokud princip maxima plati pro libovolné y > 0, Ize provést limitu 4 — 0. Tim dosta-
neme dokazovany princip maxima pro funkci u.

Krok 3: princip maxima pro libovolny ¢asovy interval

V obecném piipad€, kdy 4aT > 1, dokdZeme tvrzeni nejprve na intervalu [0, 7T]], kde
44T, < 1, pak pokraCujeme na [T}, 2T,] atd., aZ po kone¢ném poctu kroki dokazeme
tvrzeni na intervalu [0, T']. O

Cviceni 4.2.6. Ovéite, Ze funkce

1 x=yI?
- — e 4(T+e-
w(t,x) .= Ee<+ 0
(T+e—-1)2
fe$i na (0, 00) X RN rovnici vedeni tepla
Jw
— —-Aw=0.
ot

Z predchozi véty plyne

Véta 4.2.7 (Jednoznacnost feSeni Cauchyovy tlohy pro rovnici vedeni tepla). Necht'u, €
CRN), f e Cg([O, T1x RN). Potom existuje nejvyse jedno reseni iilohy

%—Au=f na (0,T) x RN

u(0, x) = up(x) na RN

takové, Ze u € Clz((O, TIXRMnC0, T] xRN a spliiuje pro jistd a, A > 0 riistovou
podminku
lu(t,x)| < e’ xeRN.0<r<T.

Diikaz. Nechf u; a u, jsou dvé feSeni dané tlohy. Potom u; — u, a u, — u; spliuji pfed-
poklady Véty o principu maxima pro Cauchyovu tlohu rovnice vedeni tepla (Véta 4.2.5)
s nulovymi daty, tedy |u; — uy| = 0na [0,T] x RN, O

Poznamka 4.2.8. Predchozi véta tedy ukazuje, Z7e TeSeni zkonstruovana
y )
” o ‘o e 2
v Piikladu 4.2.4 musi mit na nekoneénu rist rychlejsi nez e?*!”.

Shriime vy3e ziskané vysledky. Jestlize uy € C(RN) n L®(RN), f € C}([0,T] x
R™) a vSechny prvni a druhé prostorové derivace ma funkce f omezené, pak explicitni
pfedpis pro feSeni Cauchyovy tlohy rovnice vedeni tepla s pravou stranou f* a pocitecni
podminkou u, ma tvar

1 _lx=y?
u(t,x) = ~ uy(y)e 4 dy
(4rt)z IR

1 Lo
+ / — LT f(s ) dyds.
ONXRY (47 (1 — 5))2
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Toto feSeni zcela jist€ splituje pfedpoklady pfedchozi véty a tudiZ jde o jednoznacné feSeni

. . P vy P oy 2 P
Cauchyovy tlohy rovnice vedeni tepla na tfidé& funkci s ristem nejvyse e?™”. Navic je
rovnice splnéna ve smyslu rovnosti spojitych funkci a pocate¢ni hodnota je splnéna ve

smyslu bodové limity x — xyat — 0,.

4.3 Okrajové ulohy pro rovnici vedeni tepla

Nyni se budeme zabyvat Glohou

%—Au=f na (0,7)x Q
u(0, x) = ug(x) na Q,

kde @ ¢ RY je omezena oblast s neprizdnou hranici. Abychom ziskali jednozna¢né fe-
Seni, je nutné dodat informaci o chovani funkce u na dQ2. Existuje né€kolik moznych fyzi-
kaln€ rozumnych zadéani této podminky, které vedou na korektn€ zadanou dlohu (,,well-
posed problem ). To znamena, Ze pro rozumnou tiidu dat existuje praveé jedno feSeni dané
ulohy, které navic zavisi na datech spojit€. Tento pojem pochézi od J. Hadamarda.

Budeme predpokladat, Ze f je dostatené regularni na mnoZzing ér =[0,T]xQa
hledejme tedy feSeni spliiujici alespoit u € C IZ(QT) N C([0,T) x ). Budeme uvaZovat
nasledujici moznosti okrajovych podminek

u(t,x) = g(t, x) prot € (0,T)ax € 0Q

(podminku obvykle chdpeme ve smyslu limity funkénich hodnot). Tomuto typu podminky
se fiké Dirichletova podminka a celé Gloze se pak tika Dirichletova iiloha pro rovnici ve-
deni tepla. Tento pripad odpovidd umisténi zkoumaného télesa do prostiedi se zadanou
teplotou. Typickym prikladem je umisténi Cerstvé zabitého (a staZzeného) kréalika do mraz-
nicky.

Dalsi Casto pouzivanou podminkou je Neumannova podminka

%(r, x) = h(t, x) prot € (0,T) ax € 09,

Vv

kde % zastupuje derivaci ve sméru jednotkové vnéj$i normaly k 0Q2 v bod€ x € 0Q (pro

hladkou funkci u plati 3—:0, x) = Vu(t, x) - v(x)). My zde budeme pfedpokladat, Ze funkce
u je tak hladka, aby vyraz Vu(¢, x) - v(x) mél na dQ dobry smysl. Nase podminka tentokrat
popisuje tepelny tok pies hranici télesa. Pfipadu A = 0 odpovida chovani (horkého) Caje
v idedlni termosce.

Predstavme si jesté Newtonovu podminku (v jisté ¢asti matematické komunity, zejména
té francouzské, se ji Casto fikd Robinova podminka)

%(1‘, x) + k(u(t, x) — g(t, x)) = h(t, x) prot € (0,T) ax € 0Q.

Pro h = 0 tato podminka znamen4, Ze tepelny tok pfes hranici télesa je pfimo Gmérny
rozdilu teplot mezi télesem a prostfedim, v némz se nachazi. Symbol k > 0 zde zastupuje
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tepelnou vodivost. Typickym piikladem je umisténi Cerstvé zabitého a stazeného krélika do
pfedem vychlazené termotasky, pfipadné chovani Caje v termosce, ktera neni idealni. Jiny
pripad je proudéni horké pary v potrubi, které neni dokonale tepelné izolované. Budeme
predpokladat, Ze vyraz —: ma stejny smysl jako u Neumannovy podminky.

Shriime si tedy poZadavky na hladkost feSeni jednotlivych tiloh. Po klasickém feSeni
rovnice feSeni tepla poZadujeme, aby spliovalo %, Aue C(0, TI]xQ)aue C(0,T]x
Q) (kvili podateni podmince). Navic pozadujeme jesté hladkost odpovidajici zvolené
okrajové podmince:

(i) u € C([0,T] X Q) v piipadé Dirichletovy podminky

(i1) pro kazdé pevné t € [0,T] je moZné funkci a vSechny prostorové parcidlni derivace
prvniho fadu spojité rozsitit na Qv pripadé Neumannovy podminky

(iii) bod (ii) plati i v pfipadé Newtonovy podminky.

Poznamka 4.3.1. (i) Je-li u klasickym feSenim Dirichletovy tlohy na omezené oblasti,
pak je funkce x — u(?, x) automaticky omezena pro kazdé t € [0, T'].
(i1) Je-li u klasickym feSenim Neumannovy tlohy, pak kromé (i) jsou funkce x %(r, X)
automaticky omezené pro kazdé r € [0,T]ai € {1,...,N}.
(iii) Je-1i u klasickym feSenim Newtonovy (Robinovy) dlohy, pak spliiuje oba typy omeze-
nosti zminéné vyse; totéZ splituje i v pripade (ii), v tom pripad€ to ale neni nutné z hlediska
formulace dané okrajové podminky.

KaZzda ze tfi uvedenych podminek nam jiz zarucuje jednoznacnost ve tfidé dostatecné

rozumnych funkci. Nejprve si ale ukazme tento vysledek pro Dirichletovu tlohu, kde 1ze
s vyhodou pouZit stejnou myslenku jako pro Cauchyovu dlohu.

Véta 4.3.2 (Jednoznacénost feSeni Dirichletovy dlohy pro rovnici vedeni tepla). Za vySe
uvedenych predpokladii existuje nejvyse jedno feSeni Dirichletovy tilohy pro rovnici vedeni
tepla.

Diikaz. Nechf u; a u, jsou dvé feSeni Dirichletovy tlohy. Potom u := u; — u, fesi:

%—Au:O na (0,7)x Q
u(0,x)=0 na Q

u=20 na (0,7T) X 0Q,

pficemZ u € CIZ(QT) nC (ET). Proto dle Véty o principu maxima pro rovnici vedeni tepla
(Véta 4.2.3) plati

maxu = maxu = 0.

Or Tr
Analogicky, pro funkci —u dostaneme, Ze maxar(—u) = 0, coz davad u = 0 na mnoZiné

Or. O

Druhou moZznosti, jak dokazovat jednoznacnost feSeni (nejen pro Dirichletovu tilohu)
je tzv. energetickd metoda. Nazev pochazi z toho, Ze vlastné budeme odhadovat nalevo
hodnotu funkciondlu, ktery 1ze pro nékteré tlohy (ne vSak pro rovnici vedeni tepla) iden-
tifikovat s jistou energii systému.



58 KAPITOLA 4. ROVNICE VEDENI TEPLA

Véta 4.3.3 (O jednoznacnosti klasickych feseni okrajovych tloh pro rovnici vedeni tepla).
Necht @ C RN je omezend oblast s hranici tiidy C' (aby normdlovy vektor existoval
ve v§ech bodech hranice). Pak pro kaZdou z tiloh uvedenych vySe existuje nejvySe jedno
klasické FeSent ve t¥idé funkci spliiujicich

u 2 o "‘z‘eLW((o T)XQ)  proviechnai€ (1,...,N)
Yo o o 43.1)

akazdé T, € (0,T)

2 —
x = u(t,x), x — ;—u(t, X), X %(I, x) € C(Q) provSechnai € {1,..., N}
X; :
akazdét € (0,T).
4.3.2)

Diikaz. Predpokladejme, Ze mame dvé€ klasickd feSeni u;,u, uvedenych vlastnosti. Po-
loZme u := u; — u,. Dostdvame

%—Au—o na (0,7) x Q
u(0,x)=0 na Q,

a

u=0 na (0,7T) X 0Q2 (pro Dirichletovu podminku),
nebo )

0_u =0 na (0,7) X 0Q (pro Neumannovu podminku),

%

nebo
g_u +xku=0 na (0,7) X 0Q2 (pro Newtonovu/Robinovu podminku).
v

Zafixujme libovolné T;, € (0,T). Pro kazdé ¢t € (0, T;) vyndsobme diferenciélni rovnici
funkei u a integrujme pies Q (rozd€leni integralu na dva miZeme provést diky (4.3.1) a
Holderoveé nerovnosti)

O=/<%—Au udx—/—udx—/Auudx
q\ot

Nyni si upravime integraly na pravé strané. Jednak diky VéEt€ o derivaci integralu podle
parametru (integrovatelnou majorantu umime zkonstruovat diky (4.3.1)) mame

du o 1d

24
o T aar Ju

Na druhy integral jsme diky (4.3.2) a pfedpokladanym kvalitam d€2 opravnéni pouZit Gre-
enovu identitu (ii) z Véty 1.3.5, kde v pifipadé Dirichletovy a Neumannovy podminky
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plosny integral vymizi (v té€chto pfipadech za tcelem jednotného zapisu definujme x = 0).
Dostavame

/Auudx—/ —udS /Vu-Vudx:—K/ uzdS—/Vu-Vudx.
Q0 Q Q

Celkové proto mame

;i u dx+/|Vu| dx+1</agu ds =0.

Ted uZ staci jen integrovat ziskanou rovnost pies (0, 7)) a dostdvame (vyuZivame také
u(0, x) = 0)

1 Ty Ty
—/uZ(TO,x)dx+/ (/|vu|2dx)dt+,</ (/ u2ds>dz=o.
2 Ja 0 Q 0 o0

Odtud diky nezapornosti vSech tii integrald, spojitosti funkce u, nezapornosti k a tomu,
ze T, € (0, T) bylo libovolné, mdme

u=0 naf0,T]xQ.

O

Zbytek oddilu je vénovan navodiim na feSeni nékolika zakladnich typt okrajovych tiloh
rovnice vedeni tepla. V t&chto dlohach bude mit vzdy mnoZina Q C RY, odkud bereme
prostorovou proménnou, velmi specialni podobu.

Nejprve se zabyvejme pripadem, kdy N = 1 a Q = (0, o). Budeme zde zkoumat
Dirichletovu tlohu

2
%—3—2:10 na (0, 7) x (0, co)
x
w0, x) = g na (0, o0) 4.3.3)
u(t,0) =0 na (0,7)
a Neumannovu ulohu
ou d%u
E—E—f na (0,T) x (0, c0)
u(0, x) = uy na (0, o) 4.3.4)
a—u(t, 0)=0 na (0, 7).
ox

V prvnim pfipadé je vyhodné pocate¢ni podminku prodlouzit liSe na R, ve druhém piipadé
sud¢ a tim prejit k pfipadu Q = R, na ktery jsme schopni pouZit postupy z pfedeslého
oddilu. Pehledné si sepiSme vysledek pro funkce f a u; dostatecné hezké.

Tvrzeni 4 3 4 (O feSeni rovnice vedeni tepla na poloptimce). Necht' f : [0,T]X%[0, c0) —

R, %{ 2L e ([0, T1 X [0, 00)) a uy € C([0, 00)) N L0, o).
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(1) JestliZe je mozné funkci i U liSe roz§iFit na funkciuy € C(R) a je mozné funkci f rozsiFit

na funkci f takovou, Ze %’: , o f € C([0,T] % [0, 00)), f je lichd v prostorové promeénné a

=~ of of dzf
f o o 5 jsou omezené na (0,T) X R, pak funkce zadand vzorcem
(1x) 1 = — e
u(t,x) : = uo y)e dy
24/ nt

_(x—y)2 ~
e 4= f(s,y)dsdy

1
+ S
~/(0,t)><R ZM

2
je FeSenim Dirichletovy tilohy (4.3.3) takovym, e % 37 € C((0,T] X [0, 00)).
(ii) Jestlize je mozné funkci uy sudé rozsiFit na funkci iy € C(R) a je mozné funkci f

~ s 27 ~
roz8iFit na funkci f takovou, Ze %, ';—é € C([0,T] x [0, 00)), f je sudd v prostorové

27
promenneaf of of ﬂ

= o 5 jsou omezené na (0,T) X R, pak funkce zadand vzorcem
0 = —= [T
u(t,x) : = uo y)e dy
2/ nt

_x=p° 7?2
————¢ % f(5,y)dsdy

1
S =
(0.OXR 24/7(t — 5))

Jje FeSenim Neumannovy iilohy (4.3.4) takovym, Ze ‘;" Pu > € C((0,T] X [0, 0)).
Ditkaz. Vzhledem k Vété€ o feSeni rovnice vedeni tepla s nulovou pravou stranou (Véta
4.1.4) a Vété o teSeni rovnice vedeni tepla s netrividlni pravou stranou (Véta 4.1.7) ndm

staci pouze ovéfit, Ze po uvedenych rozsifenich ziskame feSeni, jehoZ chovani v bodech
tvaru (¢, 0) zaruci splnéni okrajové podminky.
Zacnéme Dirichletovou tilohou. Zde midme

t co 1 _LN
.0) = ——= (e 4'd +/ / ————¢ Y f(s,y)dy)d
u . “oy y 0(_002 0 5,y y) s
=0,

nebot pfi integraci podle y v obou integrilech integrujeme lichou funkci.

U Neumannovy tlohy pouZijeme Vétu o derivaci integralu podle parametru (opravné-
nost jejiho uZiti jsme jiz zdéivodnili pro tlohu na (0, co) X RN) a dostavame

%(t 2(y x) _ = y)

uy(y)————= dy
ox 2\/— Uply
t [« 1 2(y—x) _g(_y)le
-5 N d d
+/0</_oo2\/mzt(t—s)e f(s,) y) s
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Odtud
ou
—(t,0 —e & d
0= 2\/_ o (y) rdy
t () 2 _i -
+/ </ ! 4 e 49 f(s, y)dy> ds
0 oo 24/a(t —5)) 4= 9)
=0,
kde jsme opét vyuZili lichost integrandd viuci prostorové proménné. O

Poznamka 4.3.5. Pov§imnéme si, Ze pokud bychom pracovali na intervalu (a, ), a €
R, s nulovou Dirichletovou okrajovou podminkou zadanou v bod¢ a, funkce u, a f by
nam stacilo rozsifit liSe vici bodu a. Podobné pro nulovou Neumannovu podminku a sudé
roz§ifeni funkei uy a f vici a.

Nekdy si k ziskani poZadovaného typu rovnice musime trochu dopomoci.
Priklad 4.3.6. Resme tlohu

ou  *u
E—ﬁ_o na(O,oo)X(O,oo)
u(0,x)=0 na (0, o0)

u(t,0)=1 na (0, oo)

a spocitejme %(t, 0) (myslime pravostrannou parcialni derivaci).
Dirichletova podminka zde sice nema pozadovany tvar, ale ten ziskame piechodem k
_ou % du

S . P seo s v _ v
funkci v = 1 —u. Pro novou funkci pak mdme tlohu (vyuZividme i x2)
90 _ 9 _ s (0,00)x (0. 0)

o ox?

v(0,x) =1 na (0, c0)
0(t,0)=0  na(0,c0)

a tu ihned liSe prodlouZime na

ov 0%
E_ﬁ_o na (0, c0) X R
v(0, x) = sign x na R.

ProtoZe funkce sign neni spojitd v pocatku, neexistuje klasické feSeni nasi dlohy. Diky
VéEt€ o feSeni rovnice vedeni tepla s nulovou pravou stranou (Véta 4.1.4) vSak alespoii

vidime, Ze funkce
(¢, %) / e L 5 y)z d
v(t,x) = sign y y
—0 \/4th
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je feseni dlohy pro funkci v ve smyslu distribuci, které ma vSechny vlastnosti klasic-
kého feSeni pouze s tou vyjimkou, Ze vlastnost v € C(())([O, o) X R) je zeslabena na

v € CY([0,00) X R) \ {(0,0)}.

Vzorec pro v jesté zjednoduSime provedenim substituci z = x — y a pak ¢ = #

t

Maéme (pfi Upravach se uz zabyvejme jen pfipadem x > 0, ktery nas zajima vzhledem
k ptivodni dloze)

o Art

= (/2\6 e @ dp—/ e do)
T —00 rﬂ

= ([T [ Fetu)= 2 [V
/4 -0 -0 \/; 0

[Se] 1 12 1 [Se] 5
v(t, x) = / sign(x — z) e #dz= 7 / sign(x — 2\/;0)6_0 do
- T J—o0

S 5l

Odtud

%ﬁ

u(t,x) = 1 — —— e do  na(0,c0)x(0,0)

\/_

a(t € (0,00))

2 LGy

=S (L [T )| 2Lk

Funkce u je feSenim ve smyslu distribuci, jemuZ do klasického feSeni chybi pouze spojitost
v pocétku.

Poznamka 4.3.7. V obecném piipadé nehomogennich okrajovych podminek lze dlohu
prevést na dlohu s homogennimi okrajovymi podminkami, obecné ale mizeme ziskat i
v ptipadé€ nulové pravé strany nenulovou funkci. Napfiklad pro Dirichletovu tilohu

ou u _

E_%_O na (0, c0) X (0, 1)
u(0, x) = ug(x) na (0, 1)
u(t,0) = g(t) na (0, oo0)

u(t,1) = h(r) na (0, oo0)

po piechodu k
u(t, x) = u(t, x) — g(t) — g(h(t) ~g(0)
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dospéjeme k tloze

- ‘;—Z =—d0->(H)~g'®)  ma(0.0)x(0.1)
0(0.) = up(x) ~ g(0) = = (h(0) = g(0))  na (0. 1)
v(t,0) =0 na (0, o)

v(t,1) =0 na (0, oo).

Tutu dlohu miZeme fesit a nakonec dopocteme funkci u. Analogicky lze postupovat i pro
dalsi okrajové podminky.
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Kapitola 5

VInova rovnice

Budeme se zabyvat rovnici

@ —cAu= f

0%t
(e-li f = 0, mluvime o homogenni rovnici), kterou budeme studovat na mnozin€ (0, T') X
Q, kde Q@ € RY. Podobné jako u rovnice vedeni tepla, pokud je @ # R™, musime na
mnoZiné (0, T') X 0Q zadat okrajové podminky, tomu se ale budeme vénovat pozdéji.

Z analogie pro ODR 2. fadu plyne, Ze musime zadat dvé pocatecni podminky, totiZ
u(0,x)a %(0, x). Rovnice se pro N = 1 se nazyva rovnici struny a popisuje pohyb vibrujici
struny, pro N = 2 jde o model vibrujici membrany, pro N = 3 pak o model vibrujici pevné
latky, ptipadné popisuje Sifeni vin v prostiedi. NeZ se pustime do studia pocatecni (tedy
Cauchyovy) tlohy, ukazme si alespoii velmi zjednodusené odvozeni této rovnice.

Predpokladejme, Ze u(?, x) oznacuje posunuti daného bodu kontinua, které je obsazeno
v oblasti Q2. Nechf U je libovolna dostate¢né hladkd podmnozZina Q. Potom pouZitim tietiho

Newtonova zdkona plati
2
d— oudx =F,
dr? U
kde ¢ oznacuje hustotu latky a F puisobici silu. Levou stranu upravime za predpokladu
dostatecné hladkosti vS§ech vystupujicich funkci na

d? 9?
— udx = —(ou) dx.
dﬂ/UO * /Udtz(p) *

Pokud jde o ptisobici sily, ty se déli na objemové a plo$né, tedy

F=/ofdx+/ TndS.
U au

Predpokladame-li, Ze T = G(Vu), pak mame

/ TndS = / G(Vu)nds = / div(G(Vu)) dx.
oUu ou U

65
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Analogicky jako pro pripad rovnice vedeni tepla odsud plyne za predpokladu dostatecné
hladkosti vSech vystupujicich funkci

2
a—(Qu) = of + div(G(Vu)).
or?

Budeme-li pfedpokladat, Ze posunuti uvaZujeme pouze v jednom sméru, hustota je kon-
stantni a tenzorova funkce G = al, kde a je téZ konstantni, mame rovnici

0%u
o0— —alAu = of.
or?
ProtoZe a > 0, miizeme psat pro ¢ = g
02
2y A= f.
or?

5.1 Cauchyova tloha pro vinovou rovnici

Uvazujeme tlohu
= —PAu=f na (0, 7] x RN
u(0, x) = g(x) na RN (5.1.1)
%(0, x) = h(x) na RV,

kde u € C3((0,T]1 x RN) n CY([0,T] x RN) a funkce f, g a h jsou dané spojité funkce.
Casovy interval je bud’ koneny nebo nekoneny. Ve druhém piipadé pak misto (0,7]
uvazujeme (0, co) a také nékteré dikazy niZe je tfeba mirné upravit, to ale nebudeme délat.
Tvar feSeni si odvodime pro N = 1, 2, 3. Ostatni pfipady lze nalézt napiiklad v monografii
[Ev PDE], my se tomu na tomto kurzu vénovat nebudeme.

Odvozeni tvaru feSeni budeme nejprve provadét v jednotlivych dimenzich pro f = 0,
pripad nenulové pravé strany si pak vyfeSime pro vSechny tfi pfipady spolecné pomoci
Duhamelova principu. Nejprve si ukdZeme tvar feSeni pro N = 1, poté se budeme vénovat
pfipadu N = 3 a nakonec se podivime na N = 2.

Nechf tedy f =0v (5.1.1)a N = 1. VSimnéme si, Ze pokud u € C2((0, c0) x R), pak

lze psat
2
ou _ ?Au = (i + ci>(£ - ci)u.
or? ot ox/ \ot 0x
Ozna¢me v(t, x) = <% - c(%)u(t, x). Potom
Jv Jdv
— — =0.
ot + Cax

Vidime tedy, Ze v fesi transportni rovnici. Pokud oznacime v(0, x) = a(x), mame diky
vysledkiim v Sekei 2.3

u(t, x) = a(x — ct), t>0,x eR.
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Dale mame
du(t, x) ou(t, x)
+c

ot ox

Opét diky vysledkim Sekce 2.3 vénované transportni rovnici (tentokrat ale jde o rovnici
nehomogenni) mame

=v(t,x) = a(x — ct).

X+ct

t
u(t,x) = / a(x+c(t—s)—cs)ds+ b(x +ct) = % / a(y)dy + b(x + ct),
0

x—ct

kde funkce b je pocateni podminkou pro funkci u. Dosazenim mame b(z) = g(z) aa(z) =
h(z) — cg'(z), proto

x+ct
u(t, x) = 5- / (h(y) — cg’(»)) dy + g(x + c1),
x—ct

tedy

x+ct
u(t,x) = % / h(y)dy + %(g(x +ct) + g(x — b)), xeR,t>0. (5.12)
X

—ct
Z predchozich vypocti plyne

Véta 5.1.1 (ReSeni Cauchyovy tlohy pro vinovou rovnici pro N = 1). Necht'h € C'(R)
a g € CX(R). Potom funkce u dand vztahem (5.1.2) spliiuje

(i) u € C%([0, ) X R)

(i) f)% — 2Au=0na 0,00) X R

(iii)

Iim  u(t,x) = g(x)
(1)~ 0,x) &%

>0

du(t, x)
= h(xo)
(t,x)—(0,xq) ot
>0

pro vSechna x € R.
Diikaz. Duikaz plyne pfimym vypoctem a je ponechan Ctenéfi jako uZite¢né cvieni. [

Poznamka 5.1.2. (i) Vztah (5.1.2) fika, Ze feSeni homogenni vinové rovnice v jedné
prostorové dimenzi ma tvar

u(t,x) = F(x+ct) + G(x — ct)

vy

pro vhodné funkce F a G. Jde vlastné o dvé vlny, které se §ifi nalevo a napravo.

(i) Je-li h € CKI(R)a g € CK(R), k > 2, pak u € CK([0, ) x R), ale obecné neni
hladsi. To je jeden z dileZitych rozdili vici rovnici vedent tepla.
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(iii) VSimnéme si té€Z, Ze pro znalost feSeni na omezené mnozin€ staci znat pocatecni
data jen na jisttm omezeném intervalu. To je opét zasadni rozdil vici rovnici vedeni
tepla. K této problematice se jeSté vratime na konci této kapitoly.

V dal$im se budeme vé&novat pfipadu N = 3. K tomu ale budeme potfebovat dva
pomocné vysledky.

Prvni vysledek je analogii situace pro rovnici vedeni tepla. Tento vysledek je podstatny
i pro feSeni okrajovych tloh pro vinovou rovnici. Uvazujme tlohu na polopiimce

0%u 2 0%u
o2 ox2
u(0, x) = g(x) na (0, co0)

=f na (0, 00) X (0, 00)

%(0, x) = h(x) na (0, )
u(®,0)=0 na (0, 00),

priemz g a h jsou spojité a spojité diferencovatelné (a funkce g dvakrat) na [0, o), pfi-
cemz g(0) = g" (0) h(0) = 0. ProdluZme g a h liSe na celé R. Potom je toto prodlouZeni
ga h takové, 7e g € C%(R) a hec! (R). UvaZujme feSeni Cauchyovy dlohy s daty g a .
Potom ma tvar

1 1 X+Ct~
U, x) = = (gx+ e+ gx—cn) + =— / h(y)dy. (5.1.3)
2 2¢ Jy—er
Ziejmé 7 fesi dlohu (5.1.1) s nulovou pravou stranu a daty g a /. Navic plati
1 1 x+ct~
lim iz, ) = lim [E (80x +en) +Bx - en) + - /Ht () dy]
1 1 ct~
= —(glct) + g(ct)) + — h(y)dy = 0.
5 (8(ct) + glen)) 5 /_ ; (»)dy
Ziejmée téz
1 1 X+t
u(t,—x) = = (g(—x+ct) + g(—x — c)) + =— / h(y)dy
2 2c —x—ct
1 1 x+ct~
——(Ex—et) +8x+cn) — — / h(y)dy = —u(t, x).
2 2c x—ct
Toto feSeni 1ze prepsat na
1 x+ct
=(gx+ct)+ glx—ct)) + =— h(y)dy x>ct>0
_ 2 2¢ /,_
u(t, x) - 1 1 xxﬁ—tct
= (g(x +ct)—g(—x+ ct)) + — / h(y)dy ct>x2>0.
2 2¢ Jxter

Cviceni 5.1.3. Ukazte, Ze pokud pozadujeme S—Z(t, 0) = 0, staci prodlouzit g a A sudé
kolem nuly (potfebujeme, aby g’(0) = A’(0) = 0), s takto prodlouZzenymi daty vyfeSime
Cauchyovu tlohu a po ztizeni na [0, o0) X [0, c0) dostaneme feSeni Neumannovy tlohy
s homogenni okrajovou podminkou.
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Podivejme se nyni na druhy pomocny vysledek. Ten budeme formulovat pro obecné
N > 1. Pfedpokladejme, Ze u fesi (5.1.1) s, tedy
2
PU_2Au=0  1a(0,00) xRN
or?

u(0, x) = g(x) na RN 5.1.4)

%(o, X)=h(x) naRN

a ozna¢me

Ux;t,r)= ][ u(t,y)dS(y := u(t, y)dS(y)
9B, (x)

1
[0B,()| JoB,(x)

G(x;r) = ][ g(»)dS(®)
0B,(x)
H(x;r)=][ h(y)dS(y).
0B,.(x)

Lemma 5.1.4. Nechtx € RN au vesi (5.1.4). Nechtu € C™([0, c0) X RN), m > 2. Potom

U € C™(]0, 00)X[0, 00)) a U Fesi poldtecni iilohu pro Euler—-Darboux—Poissonovu rovnici

?U  ,0°U HN-10U _
o o T om0 10X
U(x;0,r) = G(x;r) na (0, co) (5.1.5)

Y00 =Hn  na(0,00)
Diikaz. VSimnéme si, Ze
U(x;t,r)= ][ u(t,y)dS(y) = ][ u(t,x +rz)dS(z).
0B, (x) 9B, (0)

Potom
N

U (xot,r) = ][ 3 2Lt x + r2)z, dS(2). (5.1.6)
or 0B, (0) 1= 0%

Dale

N
oUu 0 Yi =% 0
S (xit,r) = ][ > =y ds(y) = ][ Z(t,y) dS()
ar 9B,.(x) i=1 9

ayi r B,(x) al’l
1 r
= = Au(t,y)dy = — Au(t, y)dy,
|B,(X)| JB,x) N JB,(x
kde jsme v posledni rovnosti pouZzili, Ze | B,(x)| = %|z)Br(x)|. Analogicky lze poditat i

vyss$iderivace a ze vztahu (5.1.6) je vidét, Ze i%] je spojité funkce. Tedy U € C™([0, o0)X
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[0, )). Nyni vyuzijeme odvozeny vztah a pocitejme

oU r 1 0%u 1 1 *u
—(xt,r) = ——— — (1, dy=——"-7— B dy.
ar( ) ¢2N |B.()| /B, aﬂ( »dy rN=1e2N |B1(0)| JB,(x) atl( »dy
Odsud
d ( N-10U ) 1 d / 0%u
—\r —(x;t,r) ) = ——— —(t,y)d
or ar( ) Nc2|B1(O)| or B,(x) 0t2( »dy
1

== @(I »)dS(y)
Ne2|By(0)| Jop,x) 0

N-1 2
i ][ 941, 1)dS(y)
7]

c? B,.(x) or?
N-1 32
r 0-U

2 W(X,t,")

Ve druhé rovnosti jsme vyuzili vztah

9
or Br(X)

fdy= / S ASH),
0B,(x)

ktery se ziskd pfechodem do zobecnénych sférickych soufadnic v prvnim integralu. Pro-
vedenim derivace sou¢inu nalevo a jednoduchou tpravou vysledné rovnice dostaneme do-
kazované tvrzeni. O

Nyni jsme pfipraveni nalézt tvar feSeni pro N = 3. Nechf u fesi (5.1.4) pro N = 3.
Pouzijeme definice U, F a G a poloZime

U=rU, G=rG H=rH.
Ovéfime, zZe U tesi

U  ,0*U
——c"—=0 na (0, 00) X (0, o
or? or? ( )% )

ﬁ(x; 0,r)= 5(x; r) na (0, c0)

‘)a—(t](x;o, r)= H(x;r) na (0, o).

Ziejmé je téz
U(x;1,0)=0 na (0, o).

Plati -
*U _ 0°U _ Czr<a2u N ga_U)
or? or? or: ror
5~
= czi<ra—u + U) = cza—U.
or\ or or2
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Pouzijeme vztah pro feseni na polopiimce (pfipomeiime, Ze r se pfirozené prodluzuje lise
a tedy U prodluzujeme sud¢€) a pouzijeme, vzhledem k tomu, Ze chceme délat limitu pro
r— 0., vztahpro0 <r < ct

rct
(G(r+ct)—G(—r+ct)) + — H(y)dy ct>r>0.
2¢ J it

Ux;t,r) =

N —

ProtoZe u(t, x) = lim,_q M, dostavame

~ ~ r+ct
(G(r +ct)—G(ct—r) + L/ H() dy) =G/(ct) + %ﬁ(ct).

t,x)=li
u(t, x) ) 2r 2cr et

r—0,
Odsud plyne

_d ct
ut,x) = - [z ]éBz(x) g) dS(y)]|z=c,+ An(e)? /a o h(y)dS(y).

Prvni ¢len 1ze upravit pomoci

di [z ][ g(y) dS(y)] lzmer = ][ g(»)dSy) +ct ][ Veg(x +wet) - wdS(w)
z 0B,(x) 0B,,(x) 0B, (0)

= ][ g(»dS(y) +][ Vg - (y=x)dS().
0B, (x)

BCT(X)

~zs s

Reseni nasf dlohy (5.1.4) mé tedy pro N = 3 tvar

— t —1 . —
=t | OISO / o, 80+ Ve = 0] s

Pfipad N = 2 je potieba d€lat jinak, predchozi postup nefunguje. Budeme ho chapat
Jjako specidln{ pfipad situace N = 3, kdy Zadna z vystupujicich funkci nezavisi na x;.
Je-liu € C*([0, 00) x R?) takovd, Ze ¥esi (5.1.1) s, po oznadenf u(t, x,,x;,X3) =
u(t,xq,x,), 8(x1, X9, x3) = g(xq,%,), E(xl, X,,X3) = h(x, x,) funkce u fesi
— —cApu=0  na(0,00) x R>

(0, x) = g(x) na R3

%(0, x) = h(x) na R>.

Ozna¢me jestd X = (x;,X,,0) € R, x = (x;,x,) € R%. Potom

) =1, T) = s /a o 0)4S0)

+

47(ct)? /‘)Ba(@ [g(y) +Vey) - (v - x)] dsS(y),
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kde
B,(X)={zeR: |z-X| <ct}.

. . . 0% v .
Vyuzili jsme tézZ toho, Ze ﬁ = 0. VSimnéme si, Ze
3

_ 1
-/' h@»dﬂy)=2/f h()(1+ Vy()I?)? dy,
9B, (%)

Be,(x)

1
kde y(y) = (¢*t* — |y — x|>)2 pro y € B,,(x). Faktor 2 je zplisobeny tim, Ze integrujeme
pres dvé hemisféry, pfi¢emZ oba integraly jsou diky nezévislosti integrované funkce na
proménné x5 totoZné. Pfimym vypoctem dostdvame

1 —x)? + —x2)2>% _ < ct? )%

1
2\3 _
(1+19r)F)* = (1+ 32—y —xP

22— [y - xP?
ct

Ve =Ty =xP

Proto

2 h v, (v —
u(t, x) = —— / £)) ay+ L / g +VEW) =)
27(et)® B0 V212 — |y — x|2 2ret Jp,0 N2 — |y —x?
2 . —_—
_¢ ][ LAY +HEWN+VeW) - 0=X) - cp2is )
B, (x)

Ve =y =xP

Véta 5.1.5 (Reseni Cauchyovy tlohy pro vlnovou rovnici pro N = 2,3). a) Necht h €
C%2(R3) a g € C3(R3). Potom funkce u dand vztahem

_ 1 o
utx) = s /a . HASO + /a . [s) + Ve) - (y = x)] dS(»)

(5.1.7)

FeSiuilohu (5.1.1) ;—o pro N =3, tedy
(i) u € C*([0, 00) X R%)

(i) 2% — 2Au =01 (0, 00) X R?

(iii)
lim  u(t,x) = g(xq)
(1)~ (0.x0) &%
>0
ou(t,
lim M = h(xo)
(tx)~>(0,x9) Ot
>0

pro viechna x, € R>.
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b) Nechth € C3(R?) a g € C3(R2). Potom funkce u dand vztahem

c ][ 2h(y) + t(g(y) + Ve®) - (v — X)) dy (5.1.8)
Bcl(x)

u(t,x) = =
Ver—y—xp

resi ulohu (5.1.1)f=0 pro N =2, tedy
(1) u e C%([0, ) X R?)

(i) ‘;% — ¢2Au = 0 na (0, o) X R?

(iii)
lim  u(t,x) =g(x
(t,x)—>(0,x0)( ) = 8(x¢)
>0
du(t,
lim M = h(xo)
tx)—»0.x) Ot
>0

pro viechna x;, € R,

Dalsim cilem je fesit tlohu pro nenulovou pravou stranu. Opét budeme uvazovat pouze
dimenze N = 1,2,3, i kdyZ zacatek je univerzalni pro libovolnou dimenzi. Budeme se
inspirovat postupem pro rovnici vedeni tepla, ptijde tedy opét o Duhameltv princip modi-
fikovany pro rovnici druhého fadu v Case.

Uvazujme tedy funkci v(t, x; s) feSici

%u(t, x; d%u(t, x;
U(,X,S)_Cz U(,X,S)ZO na(s,oo)XIRN
or? 0x2
v(s,x;s)=0 na RV
ou(t, x;
Mh:s = f(t,x) na RN
ot
a poté poloZme
t
u(t, x) ::/ o(t, x; s)ds, xeRN, 1> 0. (5.1.9)
0

~s

Duhameltv princip pak ¥ika, Ze tato funkce fesi tlohu (5.1. l)g: h=0-

Véta 5.1.6 (Re§enf vlnové rovnice s pravou stranou). Necht N = 1,2,3, pravd strana

N
fec [7] H([O, 00) X RN). Necht'u je definovino vztahem (5.1.9), kde v(t, x; s) Ize ziskat
z formuli (5.1.2), (5.1.7) a (5.1.8). Potom

(i) u e C%([0,0) X RN)

(i) 2% — 2Au = £ na (0, 00) x RN
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(iii)
Iim wu(t,x)=0
(#,x)—(0,x¢)
>0
ou(t
i M =0
(tx)—~(0.x) Ot
>0

pro viechna x, € RY.

Diikaz. Pfipomenme, Ze pro N = 1 potifebujeme pro existenci klasického feSeni vinové
rovnice s nulovou pravou stranou 4 € C!(R) apro N =2 a 3 pak h € C*>(R"). Proto za
danych piedpokladii je funkce u € C2([0, c0) X RN). Po&itejme nyni

t . t .
ou(t, x) — ot + / ou(t, x; s) ds = / ou(t, x; s) ds
0 0

ot ot ot
2 t -t t 32 . x: t 32 .
au(,x):(}u(t,x,)+/ av(’x’s)ds:f(t,x)+/ au(t,x,s)ds
or? ot 0 or? 0 or?
! r 32 .
czAu(t, x) = / CZAU(t,x; s)ds = / M ds.
0 0 or?
Proto )
0“u(t
L;(tz’ ) _ 2 Au(t, x) = f(t,x) na (0, 00) X RN

Zijevnd téz u(0, x) = 240X — ¢, L

ot

Ukazme si nyni, k jakym vyslednym formulim vede vztah (5.1.9) v jednotlivych di-
menzich.
(i) Je-li N = 1, mame

1 x+c(t—s)
u(t, x;8) = — / f(s,y)dy.
2¢c x—c(t—5)

Proto

t x+c(t—s) t x+ctT
u(z,x>=§/o (/ f(s,y)dy)ds=2%/0 (/ St =r.3)dy)dr,

—c(t—s) —cT
(5.1.10)
kde jsme v posledni rovnosti pouzili zZiménu proménnych ¢t — s = 7.
(ii) Je-li N = 2, pak

U(t,x; S) = L/ f(S, Y) dy’
2me B.(1_5)(%) \/c2(t — 8?2 —|y—x|?

proto

1/ f(s,9)
u(t,x) = —/ / dy ) ds. (5.1.11)
27TC 0 ( Bc(t—s)(x) \/Cz(t _ S)2 — |y _ x|2 )
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(ii) Je-li N = 3, pak

v(t,x;s) = f(s,y)dS(y),

=3
477,'62(1‘—6‘) 0B,(_(x)

proto

AN
=7 (] T a0 )as

_ 1 f—ry)
h 4ﬂ'C2 A <‘éBcr(x) r dS(y)) dr

e ft=%.y)
= 47L'C2/0 </03,(x) T_ dS(y)>dT’

kde jsme ve druhé rovnosti pouZili zZdménu proménnych r = ¢ — s a ve tfeti © = rc. Proto
mame

[y=x|
Sfli—=—,y
u(t,x) = 12/ ( ‘£ )dy. (5.1.12)
dxe Bct(x)

Vsimnéme si, Ze vSechny tfi formule zavisi na datech pouze z omezené mnoziny, pricemz
velikost této mnozZiny roste nade vSechny meze pokud jde ¢as do nekonec¢na. K tomuto
pozorovani se za chvili vratime.

5.2 Okrajové ulohy pro vinovou rovnici

Podivejme se na klasickou formulaci alespoil dvou okrajovych tloh pro vlnovou rovnici.
Méjme Q C RN omezenou oblast s dostateéné hladkou hranici (C%! sta&i pro Dirichletovu
tilohu, C! je potieba pro tlohu Neumannovu). UvaZzujeme dvé tlohy

a) Dirichletova tloha

u€ CX(0,T] x Q)N CU0,T] X Q), % € C([0,T] x Q)

2
d l:)(:z, x) _ C2Au(t, x) = f(t,x) na (0,T] X Q
u(0,x) = g(x) na Q (5.2.1)
O _ iy mQ
ot

u(t,x) = w(t,x)  na(0,T]X0Q.

Dle nasi interpretace tedy pfedepisujeme posunuti na hranici oblasti Q. Pro piipad N =1
predepisujeme polohu struny na koncich.
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b) Neumannova tloha

ue C}0,TIxQ)nCH0,T]x Q)

2
9 ‘;(ttz’ Y Pautx) = f(tx)  na0,T]xQ
u(0,x) = g(x) na (5.2.2)
M = h(x) na Q
ot
ou(t, x)

pea (Vu - n)(t, x) = w(t, x) na (0, T'] X 0L2.
De nasi interpretace pfedepisujeme pusobici sily na hranici oblasti Q. Specialné pro w = 0
se jednd o situaci, kdy nechdme hranici volnou. Pro pfipad N = 1 a w = 0 jde o strunu,
kterd neni upevnéna na koncich a pohybuje se zde volné.

Véta 5.2.1 (O jednoznacnosti klasickych feSeni okrajovych tloh pro vlnovou rovnici).
Necht Q ¢ RN je omezend oblast s hranici tfidy C%' pro Dirichletovu iilohu a t¥idy C'
pro ilohu Neumannovu. Pak pro obé z iiloh uvedenych vySe existuje nejvyse jedno klasické
FeSeni ve tiidé funkci splitujicich

ue CX[0,T] x Q). (5.2.3)

Diikaz. Predpokladejme, Ze mame dvé klasickd feSeni u,u, uvedenych vlastnosti. Po-
loZme u = u; — u,. Dostdvame

2
U _2pu=0 na [0, T] X Q
or?
u(0, x) = @(O, x)=0 na Q,
ot
a
u=0 na (0, T] X 0Q (pro Dirichletovu podminku),
respektive
g_u =0 na (0, T] X 0Q (pro Neumannovu podminku).
n

Zafixujme T, € (0,T). Pro kazdé ¢t € (0,T;) vynasobme diferencialni rovnici funkci %
a integrujme pies Q (rozdé€leni integrald miZeme provést diky (5.2.3) a Holderové nerov-

nosti)
2 2
0=/<M—c2Au)@dx=/ﬂ%dx—cz/Au@dx.
o\ or? ot q 02 ot o Ot

Nyni si upravime integraly na pravé strané. Jednak diky V&t€ o derivaci integralu podle
parametru (integrovatelnou majorantu pro integral nalevo umime zfejmé¢ zkonstruovat)
mame 5 )
0°u du 1d Ju
Sdax=22 [ (5) dx
Q 0t% ot 2dt ot
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Na druhy integral jsme opravnéni pouZzit identitu (ii) z Véty o Greenovych identitach (Véta
1.3.5), kde v piipad¢ Dirichletovy i Neumannovy podminky plosny integral vymizi. Do-
stavame

/Au—d / udu s — /Vui(w)dx —-—/|Vu|2dx
on ot o Yo

Celkové proto méame

1d 12d 5
1d [(ou Vul?dx =0
2dr Q< /'”' X

Ted uZ staci jen integrovat ziskanou rovnost pies (0,7}) a dostdvame (vyuZivame také
u(0,x) = 2(0,x) = 0)

1 oJu 2 1
5/9(5%,)0) dxt ¢ /glvu<To,x>|2dx=0

Odtud diky nezépornosti druhého integralu, spojitosti funkce % a tomu, Ze Ty € (0,T)
bylo libovolné, mame

o0 na(0.T]xO.
ot

Pouzijeme-li jeSté u(0,x) =0naQau € C([0,T] X 5), dostavame konecéné
u=0 nal0,T]xQ.
O

Z tvaru feSeni Cauchyovy ulohy plyne, Ze feSeni této tlohy zavisi na datech dlohy
leZici pouze v jistém kuZelu. DokaZzme analogicky vysledek i pro feSeni vinové rovnice na
libovolné mnoZing. Ozna¢me pro x, € RN at, > 0

C={tx)e RN 10 <1t <1 |x—x0| <cltyg—1)).
Déle oznacme pro 0 <t < ¢
BC(,O_t)(xo) ={xeRN:|x- Xol <c(tg—1}.
Pro libovolné feSeni rovnice
0%u

= —PAu=0 v kuzelu C (5.2.4)
or?

a libovolné 0 < t < 1, definujme ,.energii*

ou(t, x) 2
e(t) 1= %/Bwo_’)(xo)(j L 1Vu 0 ) dx

Maéme nésledujici vysledek
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Véta 5.2.2 (Konecna rychlost Sifeni signalu pro vlnovou rovnici). Nechtu € C 2(E) Jje

klasické veSeni rovnice (5.2.4) na kuzelu C. Je-liu=0a % =0na Bcto (xg), potomu =0

na C a diky spojitosti téZ na C.

Ditkaz. NeZ se pustime do dikazu tvrzeni nasi véty, vSimnéme si, Ze pro funkci F: R X
RN — R dostate¢n& hladkou plati

d d c(to—1)
- Fdx=—(/ / F(t,x)dS)dr
dr Be(1y-n(x0) dr\ Jo 9B, (x)

=/ a—F(t,x)dx—c/ F(t,x)dsS.
Be(1y—n(X0) ot 9Bc(1y—n(X0)

PouzZitim tohoto vztahu mame

2 2
d_e=/ (a—g%+02&-Vu>dx—lc/ (‘@| +c2|Vu|2)dS.
dr By (x0) o2 ot ot 2 Jos, (0= x0) ot

Pouzitim Greenovy identity (ii) z Véty 1.3.5, tj. integrace ,,per partes* ve vice dimenzich,
dostavame

2
%=/ %<a—l;—c2Au)dx+c2/ @%dS
dt Bc(to—t)(x()) ot \ ot oB (X0 ot on

c(tg—
2
—1(:/ <|@| +c2|Vu|2>dS.
2 9Bc(1y—n(x0) ot

Pokud v prvnim integralu napravo pouZijeme, Ze u fe$i na C rovnici (5.2.4), a ve druhém
aplikujeme Cauchy—Schwartzovu nerovnost, mame

2 2
%slc/ (]@] +c2|w|2>ds—l/ (‘@‘ +c2|Vu|2)dS=o.
dr 2 ch(IO—t)(XO) ot 2 ‘)Bc(to—r)(xo) ot

‘3—‘: =0aVu=0vC,tedyujev C konstantni. Ale

u=0na B, (xq), tedy u = 0 na C a ze spojitosti funkce u t¢Z u = 0 na C. O

Tedy e(?) < e(0) = 0, coZ znamena, 7e



Kapitola 6

Laplaceova a Poissonova rovnice

Budeme hledat feSeni rovnice
—Au=f naQ C RY; (6.0.1)

Je-li Q # RN, je tieba kvili jednozna¢nosti feSeni zadat jesté okrajové podminky. Tato
rovnice se nazyva Poissonova rovnice. Je-li f = 0, pak mluvime o rovnici Laplaceove.
Tyto rovnice popisuji mimo jiné stacionarni stavy feSeni rovnice vedeni tepla.

6.1 Fundamentalni reSeni Poissonovy rovnice

Nejprve budeme hledat feseni rovnice (6.0.1) na celém R™ . Za timto G&elem se pokusime
nalézt feSeni rovnice
AE=0 na RN \ {0},

které bude radialné symetrické a singularni v pocatku. Pouzitim radidlni symetrie dosta-
vame pro £(x) = V(|x])

dver N-14dV ()
+ =
dr? r dr

AV (r) = 0,

tedy
28V
dr?

Jde o rovnici Eulerovu, u které miZeme hledat feSeni ve tvaru r*. Po dosazeni dostavame

+(N -1 0.

dv(r)
y— =
dr
ra(@a— 1)+ (N — Dr*a =0,
tedy « = 2 — N. (Druhé feSeni, tedy « = 0, nevede na singularni feSeni v pocatku.)

Pro N > 3 jsme tedy ziskali singularni feSeni V' (r) = Cr>N, pro N = 2jeale a = 0
dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice a druhym feSenim (kromé V' (r) = C) je

79
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V(r) = ,Clnr. Volba konstanty u vyse uvedenych funkci souvisi s tim, abychom nalezli
feSeni tlohy (6.0.1) pomoci konvoluce

u(x) = /RN E(x—y)f(»dy. (6.1.1)

NiZe ovéfime spravnou volbu konstant v nasledujici definici.

Definice 6.1.1 (Fundamentalni feSeni Poissonovy rovnice). Funkce

1 —
—Zln|x|, N=2

Ex) = (6.1.2)

1
—_— >

(N=2)kpy|x|N=2° Nz3,
kde ky = |0B,| je mira jednotkové sféry v R, se nazyva fundamentalni feseni Poisso-
novy rovnice.

Poznamka 6.1.2. (i) Miru jednotkové sféry lze vyjadrit pomoci I'-funkce nésledovné
N
N2

F(%+1)'

(i1) Ve skutecnosti plati —AE = 6 ve smyslu distribuci, kde 6 je Diracova distribuce.
S timto pfistupem se seznamite pozdé€ji v ramci funkciondlni analyzy. To ospravedliiuje
volbu konstant a také 1ika, Ze (dokonce i ve smyslu distribuci) je konvoluce funkce f
a fundamentélniho feSeni Poissonovy rovnice feSenim tlohy (6.0.1) na RN (pokud ma
konvoluce smysl).

(iii) VSimnéme si, Ze mimo pocatek plati

[0B,| =

0Ex) _ X

_ , 6.1.3
ox; Ky x|V ( )

coz lze ziskat pfimym vypoctem. Proto

VEM)| £ ——.
Vel < =5
Analogicky pak
C(k,N)
k
[VEEMX)| < lxlN—_z_'_k,

kde k =1,2,... pro N =2ak=0,1,2... pro N > 3. Specialné pak

1
V2E(x) ~ —,
x|
coz generuje neintegrovatelnou singularitu na okoli poc¢atku a povede k jistym problémim
v nasledujicich vétach. Na druhou stranu, prave toto chovani zarucuje vSechny krasné vy-
sledky, které niZe dokdZeme. Pfipomenime téZ, Ze mimo pocatek mame AE = 0.
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Véta 6.1.3 (Reseni Poissonovy rovnice na R™). Necht f € CCI(IRN ) (jedenkrdt spojité
diferencovatelnd funkce s kompaktnim nosicem). Potom funkce

u(x) = / Ex—-yf(ydy
RN

spliiuje
(i) u € C2(RN)
(ii) —Au= f naRV.
Diikaz. Pro
u(x) = /RN Ex—y)f(ydy

pocitejme ;7". Piimé pouZiti Véty o derivaci integrilu zavislého na parametru zaloZené
i

na Lebesgueoveé véte o integrovatelné majorante neni tiplné jednoduché a to i presto, Ze

IVEMX)| < le% je lokalné€ integrovatelné funkce. Na druhou stranu, pouZitim Vitaliho

véty o limitnim prechodu lze dokazat analogii Véty o derivaci integralu zavislého na pa-
rametru. Zde je podstatnd podminka, kterou je tfeba ovéfit, Ze pro vSechna £ > 0 existuje

& > 0 takové, Ze pro |E| < & je % f) dy| < e.Jeli f(y) < K aintegrujeme-li,

diky kompaktnimu nosici f, pouze pfes omezené mnoZiny, mame diky odhadu na derivaci

£, ze
0&(x =)
|/—7;—ﬁwmﬂsama
E Xi

pro jisté @ > 0 a Vitaliho vétu lze pouZzit. Proto dostavame

“w=/ 0(x — fUd—/-JQﬂ—)w
RN RN

o0x; 0x;

1
Alternativné Ize vétu zaloZenou na Lebesgueové vété o majorizované konvergenci pouZit

na tvar P ( ) P ()f( )
u(x
ox; - E< ./RN £ =) dy) B ./R M X dy.

1

Majorantou je zde g, (x) Pro jistt 0 < R < oo, ale je tieba nyni derivovat jeste

|N -2
jednou a to se jiz Vltahho vété nevyhneme.

Nyni chceme pocitat
0% 0 0E(x —
”<m:—/' 2D f(y)ay,
RN 9y,

0x;0x; ox;
Zde jiz nelze piimo prehodit derivaci a integrél a derivovat funkci £. Musime postupovat
nasledovné
0 0E(x —y) 9E(y)
a—/ f()d—— —f(—)dy
x; JrNn 2y; ()x 2y;
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Zde jiz diky nasim pfedpokladim na funkci f mizZeme pouZit Vétu o derivaci integrilu
zavislého na parametru zaloZzeném na Lebesgueové vété o majorizované konvergenci a

dostavame
Pu_ [ €=y,
(x) = _—
R

0x;0x; N 0y; 0x;

5

integrovatelnou majorantou pro derivaci je g(y) = % 1k (), kde yg je charakte-

ly
ristickd funkce jistého kompaktu K. Diky analogickému argumentu tedy dostdvame, Ze

u € C2(RN). Zbyva dokazat, e —Au = f na RN. Chceme piehodit derivaci z funkce f
na &, coz diky singularit€ £ v poc¢atku neni iplné pfimocaré. Proto musime pouZit nasle-
dujici postup.
u, GEW) 0f(x =) 4 GEW) 0f(x =) 4
— )= _— - _—
RN 0V ox; RN\B,©0) 9V 0y;
_ / 0E() of (x — y)
B, (0) T

Druhy integral je vzhledem k e stejnomérné maly, mame totiz
0EWY) of (x — C(f,N €
|—/ 0EW) I =) 4 |</ VALY l)dy=C(f,N)/ dr=C(f, N)e
B.(0) 9Vi ay; B ¥V~ 0

a prava strana jde stejnomérné k nule vzhledem k x, pokud € — 0. Zabyvejme se proto
prvnim integralem.

_/ ae(y)mdyzf a2£(y)f(x —y)dy
R RN\B,(0)

MB©) 9y 9y 0y?
&
-/ D ety £ x = 1) dS ).
ARN\B,(©0) 9Vi
Tentokrat nis zajima pouze druhy integral (prvni sectenim pfes i = 1,2, ..., N vymizi).
Méme
0& o0f(x — €
-/ D LD a5y = [ L)1 ) ds)
ARN\B,(0) OVi 9y; B,(0) 9V
=/ IN—f(x)dS(JJ)+/ —'N—(f( x—y) = f(x)dS(y).
28,0 Ky ¥V 1yl B, Kn VIV |yl
Proto
0E(Y) O f(x — )
Au(x) = / AEG)f(x - y)dy - 2 / Q)OS = Y)
RN\ B, (0) = JB.©) 5)’1 0y;

_/B o £N+1f(X)dS(y) / 5.0 *n £N+1(f(x y) — £(x))dS»)

=Il+12+13+l4.
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Nyni I; =0 pro vSechnae > 0, |I,| < C¢, I3 = —f(x) a

1
< —h [ max 1@l - x1450) = Ke.
KNE 0B,(0) zeRN

Pokud provedeme napravo limitu € — 0., dostdvime Au = —f na RYN, coZ jsme chtéli
dokazat. O

6.2 Véta o trech potencialech

Budeme se zabyvat reprezentaci hladké funkce u na oteviené mnoziné 2 pomoci ti{ inte-
gralti: jednoho objemového, ktery obsahuje Au, a dvou plo$nych; jeden obsahuje hodnotu
u a druhy g—z na hranici dané mnoZiny.

Pfipometime Greenovu identitu (iii) z Véty 1.3.5. Ta m4 tvar (staéf, aby Q € C%1)

/Q(vAu — uAv)dx = /m(uﬁ - u£> ds. 6.2.1)

Nyni si uvedeme znéni slibeného vysledku.

Véta 6.2.1 (Véta o tiech potencidlech). Necht Q C RN je omezend oblast s alespori

lipschitzovskou hranici, u € C 2(5) a & znaci fundamentdlni feSeni Poissonovy rovnice.
Pak pro vSechna x € Q plati

w0 == [ o= paumay+ [ (e0-020) -2 - ) S,
Q oQ on dny

kde

Z—“(y) =Vup) 0 a 2Ex-y) = V,Ex -y n0)
n ()ny

a n je vnéjsi normdla k 0Q2.

Diikaz. Zvolme x € Q. Zafixujme € > 0 tak malé, aby platilo B,(x) C Q, a zavedme
pomocnou mnoZinu

v, 1= Q\ B,(.
Diky rovnosti (6.2.1) pak mame

/ E(x — y)Au(y)dy = / A E(x = yu(y)dy + / E(x — y)g—u(y) ds(y)
v, v, av, n

3 £ 3

- / u(y)j—goc — ) dS().
av, n,

Jednotlivé integraly si ozname zplsobem I; = I, + I3 — I,. Nyni v na$i rovnosti prove-
deme limitni pfechod € — 0,.
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Predné diky omezenosti AunaQ a & € LIIOC(RN ) mame

-0
A / E(x — Y)Au(y) dy.
Q

Dile vlastnost A ,£(x — y) = 0 pro y # x dava pro vSechna e > 0
12 - 0

Pro integral I5 plati (vné€jsi norméala k dV, je na 0 B,(x) vnitini normalou k 0B, (x))

I = / E(x =) 2L dS() - / 6= L (3)ds()
0 n 9B, (x) on

e—0,

20 ex- y)j—”(y) dSQ),
oQ n

kde jsme vyuzili odhad (uvaZujeme jen piipad N > 3, pro N = 2 se postupuje podobné)

| / EG= NSy < / € max |Vul dS() = CE.
9B, (x) on aB.x) EN72 Q eN-2

Pro posledn{ integrdl mdme
0& 0&
Iy = / u(y)a—(x —»dS(y) - / u(y)5—x -y dSy)
o0 On 0B,y oM

Yy y
e—=0 ()6
=7 [ uy) == (x = ) dS(©y) + u(x),
00 any

nebof

0& 1 y—x y—x
——x=-ydSQy) = -—— . ds
/535(x) “w on, (=95 /0135(x) u(y)< Ky |y = x|V ) [y — x| 0

1 1
- — U(x))— —————dS
ABE(X)(u(y) u(X))KN &y~ x|V »

1 1 =0,
- / u(x)—ﬁ dS(y) —» -—u(x).
oB,(x) KN |y—x|

Ze ziskanych vysledki plyne dokazovana rovnost. O

Disledek 6.2.2. Necht Q C RN je omezend oblast s alespoii lipschitozvskou hranici a
u € CX(Q) spliiuje Au=0v Q. Paku € C®(Q) a na Q plati

_ — ) — w2 (x -
u(x) = /a (EC IS0 U T =) S,

kde n je vnéjsi normdla k 0Q.
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Diikaz. Integralni formule plyne pfimo z Véty o tfech potencidlech (Véta 6.1.3). Navic
pro x & 0Q ay € 0Q jsou funkce x = E(x —y) a x » V E(x — y) - n(y) nekonetné
hladké a lokaln€ omezené se vSemi svymi derivacemi. Diky tomu vlastnost u € C*®(Q)
plyne z Véty o derivaci integralu podle parametru; rozmyslete si, Ze plati i pro ploSny
integral. O

Definice 6.2.3 (Potencidly). Nechf Q c R" je omezena oblast s alespoii lipschitozvskou
hranici a p,0 : 0Q2 — R jsou spojité funkce a o : Q — R je spojitd a omezena funkce.
Pak

b(x) 1= — / MDEG=pdSe)  proxe R
0

nazyvame potencidlem jednoduché vrstvy,
0E
w(x) = —/ o) 5 —(x =) dS(y)
0Q n,

— X
= / 6(y)——"—-n(»)dS(y) prox €R"
o  Kylx—yl

nazyvame potencidlem dvojvrstvy a

p(x) 1= —/ o(Y)E(x —y)dy prox € RV
Q

nazyvame objemovym (Newtonovym) potencidlem.

Poznamka 6.2.4. Terminologie pochazi z elektrostatiky, kde objemovy potencial popi-
suje elektrostatické pole vyvolané prostorové rozloZenym nabojem, potencial jednoduché
vrstvy popisuje elektrostatické pole vyvolané nabojem rozloZenym na ploSe a potencial
dvojvrstvy popisuje elektrostatické pole vyvolané plo$né€ rozloZenymi dipdly.

Definice 6.2.5 (Harmonicka funkce a harmonicka funkce s kontrolovanym rstem). Nechf
Q c RV jeoblastau € C%(Q). Rekneme, Ze funkce u je harmonickd na Q, jestlize Au = 0
na Q. Rekneme, 7e funkce u je harmonickd s kontrolovanym riistem na Q, jestlize Au = 0
na Q a navic bud’ Q je omezend, nebo

u(x) = O(

pro |x| — oo.

)
leN—2

Poznamka 6.2.6. Pro N = 2 ristova podminka z definice harmoni¢nosti s kontrolovanym
ristem znamend omezenost na néjakém okoli nekonec¢na. Pro N > 3 rlistovad podminka
zarucuje, Ze existuje nulova limita u pro |x| — oo. Tato limita je stejnomérna a ma prede-
psanou rychlost poklesu.

Nasledujici dvé véty jsou uZite¢né napriklad pfi konstrukcei feSeni Dirichletovy nebo
Neumannovy dlohy pro Laplaceovu rovnici, coZ uvidime alespoii pro Dirichletovu tlohu
dale.
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Véta 6.2.7 (O potencialech jednoduché vrstvy a dvojvrstvy). Necht N >3 a Q C RN je
omezend oblast s dostatecné ,,hezkou“ hranict (jako ve Vété o integraci per partes, tedy
ve Veété 17.3.15). Necht' u, o € C(0Q). Pak potencidly jednoduché vrstvy a dvojvrstvy jsou
harmonické funkce s kontrolovanym riistem na Q a na RN \ Q.

Pro N = 2 plati tvrzeni s tim rozdilem, Ze potencidl jednoduché vrstvy je na RN \ Q
pouze harmonickd funkce.

Diikaz. Nejprve si pfipomenme, Zze AE = 0 v§ude mimo pocatek. Proto pokud x & 0Q,
diky radidlni symetrii funkce £ a diky Vété o derivaci integrilu podle parametru (Véta
15.10.4) mame

2o = 8(= [ ue=0ase) == [ umaee-nase) -

Aw(x) = A(- /a o5 (E = aS)

y
0
= - / o(y)Ax(a—w(x ~ 1)) dsG)
0Q Vy
= —/ G(y) (A (E(x =) dS(y) =
0Q
Tim jsme ziskali harmoni¢nost na poiadovanych mnozinach (i pro N = 2).
Zbyva ovéfit ristovou podminku z definice harmoni¢nosti s kontrolovanym rdstem.
Nyni jiZ musime pfipady N = 2 a N > 3 od sebe oddélit. Nejprve se zabyvejme piipa-

dem N > 3. Pfedpokladejme, Ze |x| > 2max gy |y| (hranice mnoZiny Q je kompaktni
mnozina). Pak mame

[v(x)| < |/4(y)||5(x—y)|d5(y) < IM(y)IL_ dS(y)
Q |x — y|N—2

¥l
/Iﬂ(y)l |N2ds<>_||%

|w(x)|S/ |a(y)||Vy€(x—y)||v(y)|dS(y)s/ Ia(y)l%dS(y)
00 |x =yl
C
/ |G(y)|| |N - S(y)S—|x|N_l.

Nyni se zabyvejme piipadem N = 2. Tentokrat ma £ logaritmicky riist, a proto se ndm ne-
podaii odhadnout potencial v jako vySe. Nicméné mimo pocatek mame VE(x) = — L I;CIZ ,

tedy stejnym postupem jako vySe ziskdme pozadovany odhad potencialu w.

Véta 6.2.8 (O objemovém potencialu). Necht Q C RN je omezend oblast s hranici tFidy
C%1. Necht o € L®(Q). Pak je objemovy potencidl C'(Q)-funkce, kterd je harmonickd na
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RN \ﬁ pro N > 2 a harmonickd s kontrolovanym riistem na RN \5 pro N > 3 (a také
tiidy C®*(RN \ Q)). Je-li navic o € C1(Q), pak ¢ € C*(Q) a plati

Ap=o na Q.
Diikaz. Nejprve si pov§imnéme, Ze pro N > 3

C
lo(x)l S/Io(y)llé'(x—y)ldys ”0”L°°(Q)/ — A <>
Q alx—yl

pro viechna x € R". Diky tomu je ¢ dobie definované ve viech bodech. Analogicky
odhad se da udélatipro N = 2. Pro derivovani nemiZeme pouZit Vétu o derivaci integralu
podle parametru, protoZe bychom méli problém nalézt integrovatelnou majorantu. Misto
toho pouZijeme Vitaliho vétu o stejné integrovatelnych funkcich, kterou miiZeme stejné
jako v piipad€ dikazu Véty o derivaci integralu podle parametru zkombinovat s Heineho
vétou. Funkce V& je i pres singularitu stile integrovatelnd ve vyS$si mocnin€ nez prvni,
a proto miZeme stéle ovéfit stejnomérnou malost integralu z |pVE| pres malé mnoZiny.
Proto stejné jako v pfipadé dikazu Véty o derivaci integralu podle parametru miizeme
overit, Ze 1ze zaménit integral a derivaci. Analogicky jako ve Vété€ o spojitosti integralu
podle parametru l1ze pak ukazat, Ze vysledné derivace je dokonce spojita na €2.

Pokud x € RV \5, pak mé x kladnou vzdalenost od Q a libovolné parcialni derivace
vyrazu £(x — y) pod integralem jsou omezené. Proto zfejmé mtizeme libovolnékrat apliko-
vat a dostdvame jednak @ € C®(RN \ Q) a navic (pfipomeiime, Ze v§ude mimo po&atek
mame AE = 0)

Ap(x) = / o(MAE(x —y)dy =0.
Q
Déle pro N > 3 a |x| > 2sup,¢,q |y méme

C C
x)| < E(x—yldy < o dy = '
lo(x)] _/Qlo(y)ll (x=yldy <llollt (9)/9 x|N-2 Y x| N2

Tim jsme ukazali harmoni¢nost s kontrolovanym riistem funkce @ na RV \ﬁ pro N > 3.

Nechf nyni plati p € C 1(Q) a x € Q. Pak miizeme psat (ovéfeni zamény derivace
a integralu se provede stejn¢ jako vyse pomoci Vitaliho véty o stejné integrovatelnych
funkcich spolu s Heineho vétou

0
L =- / 0 (x - y)dy = / o) (E(x - y)) dy
X Q 0x; Q oy;

0
= —/ a—o(y)é'(x -ydy +/ oMEX — yvi(») dS ).
Q 0); oQ

1

Opétovnou aplikaci té&chto vét dostavdme (u ploSného integrilu I1ze pouZit Vétu o derivaci
integrdlu zavislého na parametru, protoZe inf ,¢,q [x — y| > 0 pro x € Q)

’o do . 0 o€
oxrox, x)=- /Q 0_y,-(y)d_xj(x -ydy+ /aQ o(y)a—xj(x = v (1 dS®).
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Analogicky jako vyse Ize pak ovéfit, Ze tato funkce je spojita na Q a tedy ¢ € C*(Q).
Zbyva ukazat, Ze Ap = ¢ na Q. Zafixujme x € Q a k nému g, > 0 tak malé, Ze
B, (x) C Q. Pak ma dobry smysl provadét nasledujici dpravy pro € € (0, gy). PiSme

0 o0&
/ 22 ) (x - y)dy
Q\B,(x) 0V~ 0X;

0
- / 22 (- ) dy
Q\B,(x) 9¥i ~ 0y
02 0
= 0)—(Ex=y)dy— [ 0(y)=—(Ex = »)vi(y)dS(y)
Q\B, (x) ay; o0 0y;

1

+ / Q(y)ai(g(x — V() dSG)
0B, (x) Vi

2
= / o ZE (- pdy+ / 000 2 (x - )y dS )
Q\B, (x) ox° 00 ()xi

1

- / o(y)ﬁ—‘S(x — () dS().
0B, (x) X

Z ptedchozich dvou formuli proto po vyscitani dostdvame

Ag(x)
N

. d 0 d o0&
= — lim (/ —o(y)—(x - y)dy+/ —O(y)—(x - Y)d}’>
e—>0, im Q\Bs(x) 6y, axi B,(x) ay, axi

+/ o(WVEX —y)-v(y)dS(y)
0Q

——tim ([ omaEc-nd- [ amvee- - vasw)
=0, \Jo\ B, (x) 0B, (x)

=0+ lim oMV, Ex —y) - v(»)dS).
=0, JoB, (x)

Navic na d B,(x) mame

1 x—y y—x 1 1 1 1
V.Ex—y) V() = —— : == =
£ v Ky lx=yIV Ix=yl  ky [x—yIN-1 Ky eNTd

Ze spojitosti ¢ v bodé€ x proto dostavame

. 1 1
Ap(x) = lim 0(y)— —— dS(©») = o(x).
=0, JoB,(x) Ky eN-1

O

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi harmonickych funkci. Nejprve si pfipomeiime
Greenovu identitu (i) z Véty 1.3.5. Je-li funkce u harmonick4 na omezené oblasti Q@ ¢ RV
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s alespon lipschitzovskou hranici a pokud dale u € C 2Q)aveCclQ), pak

O=/UAudx=/ U@dS /Vu-Vvdx.
Q o OV Q

Specialné volba v = 1 dava rovnost
/ %y,

Véta 6.2.9 (O stfedni hodnoté¢ harmonickych funkci). Necht' R > 0, x, € RN qu e
C(BRg(xq)) je harmonickd funkce na Br(x). Pak

Tuto rovnost ihned vyuZijeme.

o
—_— u(y)dS(y).
kRN JaBpxg)

Diikaz. Zafixujme r € (0, R). Na mnoZin€ B,(x() pouZijeme Vé&tu o tfech potencidlech
(Véta 6.2.1) a dostavame

u(xg) =

u(xg) = 0+ / 8<xo—y>g—”(y)ds<y>
B, (xg) v

- / w12 (= )45 )
9B, (x0) Vy

= 11 —Iz.

Integral I, upravime s vyuZzitim ptfedpisu pro & (dileZita je vlastné jen radidlni symetrie
uvedené funkce) a rovnosti pfed znénim véty

ou
I, = £ - =) dS
1 / o8 (xo—¥) 5 »MdS®»)

{/aB 0~ log(lxo—yb"“(y)dS(y) pro N =2

1
03 (x0) (N— 2)KN lxo—y|VN 2 av()’) dS(y) proN >3

{ 37 108 o cxy 0v(y)d5<y> pro N =2

(N- 2)KN rN = Jos  (x0) av(y) dS(y) proN >3

=0.

Proto

u(xy) = -1, = —/B ( )u(y)%(y —x0)dS(y)
X0 y

1 Y—Xp Y-
=— [ uo(-— )- dso)
-/03,()(0) Ky ly=xoIN/ ly— xol
1
= ~ / u(y)dS®»).
KNr aBr(x(J)
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Diikaz nyni dokon¢ime limitnim pfechodem r — R_, kde vyuZijeme spojitost funkce u na
Br(x). O

Dalsi zajimavou vlastnosti, kterd souvisi s vlastnosti stfedni hodnoty, je princip ma-
xima. My si ho dokdZeme v jeho silnéjsi formé, kterd je podobna analogickému vysledku
pro rovnici vedeni tepla. Na rozdil od rovnice vedeni tepla ale mame zaruceno, Ze pokud
funkce nabyva svého maxima nékde na otevifené mnoZing, na které tlohu feSime, pak je
funkce na celé mnoziné konstantni. Navic nepotiebujeme védét nic o omezenosti oblasti
Q.

Véta 6.2.10 (O zesileném principu maxima). Nech? Q C RV je oblastau: Q — R je
harmonickd funkce na Q. JestliZe u na Q nabyva svého maxima, pak je na Q konstantni.

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje x, € Q takové, Ze

u(xg) = glélé u(x).

Pak podle Véty o stfedni hodnoté harmonickych funkei (Véta 6.2.9; pripomeiime, Ze har-
monické funkce jsou spojité) funkce u nabyva hodnoty u(x,) na vSech sférach centrovanych
v xq a lezicich v Q, tedy na kaZdé kouli centrované v x a leZici v Q. Pokud by tomu tak
nebylo, pak by existoval na dané sféfe bod y, ve kterém je u(y) < u(x,). Ostrd nerovnost
by platila i na jistém okoli bodu y, coz vede ke sporu s vlastnosti stfedni hodnoty.

Zvolme libovolné x € Q a ukaZme, Ze plati u(x) = u(xy). Diky souvislosti € exis-
tuje lomena ¢ara kone¢né délky lezici v Q a spojujici body x, a x. ProtoZe obraz nasi
lomené ¢ary je kompaktni mnoZina, ma kladnou vzdalenost od doplitku . Oznacme tuto
vzdélenost 26. Lomenou ¢aru navic miZzeme pokryt kone¢nym poctem kouli

Bs(x¢), Bs(x1), Bs(x2), ..., Bs(x,,)

takovych, Ze x,, = x a |xj - xj+1| < 26 pro vSechna j € {0,...,m—1}.
Podle prvni ¢asti dikazu mame u = u(x,) na Bys(x), specidlné

u(xq) = u(xgp).

Nyni cely proces zopakujeme se sttedem x; a dostdvame, Ze u = u(x;) = u(xgy) na Bo5(x;),
specialné

u(xz) = M(XO)
Postupujeme indukci, aZ ziskdme

u(x,,) = u(xg).

O

Snadno se nahlédne, Ze ptedchozi véta ma nasledujici disledky (aplikujte vétu na u a
na —u).
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Diisledek 6.2.11. Nech?Q C RN je oblast au: Q — R je harmonickd funkce na Q.
(i) JestliZe u na Q nabyvd svého minima, pak je na Q konstantni.

(i1) JestliZe u neni konstantni na €, pak zde nenabyvd ani svého minima ani maxima.
(iii) Jestlize navic Q je omezend au € C (ﬁ), pak

minu = minu < max u = maxu.
0Q ) o) oQ

6.3 Dirichletova uloha pro Laplaceovu rovnici

Ukazeme si nékolik piipadil (zejména ptijde o specialni tvar mnoZiny ), kdy jsme schopni
nalézt feSeni dlohy
Au=0 na Q

6.3.1
u=g na 0Q ( )

(za feseni povazujeme funkciu € C*(Q)NC (ﬁ), ktera spliiuje rovnici ve smyslu rovnosti
spojitych funkci na Q a hrani¢ni podminku ve smyslu limity pro x — x, € 0Q, x € Q).
Tuto tlohu nazyvame Dirichletovou tlohou pro Laplaceovu rovnici.

Yy

(Dirichletovu tlohu pro Poissonovu rovnici)

—-Au=f na Q

6.3.2
u=g na 0Q. ( )

Skute¢né, pro dostatecné rozumnou mnozinu Q a funkci f € C 1(Q) mizeme pouZzit
Vétu o objemovém potencidlu (Véta 6.2.8) a dostdvame funkci

v I=/8(x—y)f(y)dy,
Q

ktera spliluje —Av = f na Q. Nyni uz staci fesit tlohu

Aw =0 na Q
w=g-v na 0€2

apak poloZitu := v+ w.
Reseni této dlohy je na tfidé funkci odpovidajici Dirichletoveé tloze nanejvys jedno,
coz je pifimym ddsledkem slabého principu maxima a minima.

Disledek 6.3.1 (Jednoznacnost feSeni vnitfni Dirichletovy tlohy). Necht Q ¢ RN je
omezend oblast. Potom md Dirichletova tiloha pro Poissonovu rovnici na t¥idé funkci
C%(Q) N C(Q) nejvyse jedno fesent.

Diikaz. Diky linearité dGlohy stadi ovéfit, Ze tloha s nulovymi daty (f = 0, g = 0) ma
pouze nulové feSeni. To je ale pfimym disledkem slabého principu maxima a minima
z Dusledku 6.2.11, bodu (iii). O



92 KAPITOLA 6. LAPLACEOVA A POISSONOVA ROVNICE

Pfistupme nyni ke slibenym specidlnim typim dlohy (6.3.1). Zacneme ptipadem, kdy
Q je koule. Nejprve si ale predstavime pfistup, ktery nam tento problém a problémy jemu
podobné pomize fesit. Na chvili uvazujme obecnou tlohu tvaru

Au=0 na Q
u=g na 0Q.

Pokud Q a u ptipoustéji pouziti Véty o tfech potencialech (Véta 6.2.1), plati (prvni z inte-
grall uvedenych ve vété vymizi diky Au = 0)

_ %0 — u) 2 (x -
u(x) = /m(e(x DG = U0 T 5= ) IS0

P

Zadani tlohy ndim umoziiuje dosadit okrajovou podminku za u ve druhém ¢lenu pod inte-
gridlem. V prvnim ¢lenu se vSak vyskytuje normélova derivace, kterou nezname. Proto se
tento ¢len pokusime nahradit. K tomu nam poslouzi Greenova identita (ii) z Véty 1.3.5,
do niZ dosadime vhodnou korekéni funkci.

Pfipometime, Ze pro dvojici funkci u,v € C 2(ﬁ) plati vzorec (6.2.1). Pokud jsou uve-
dené dvé funkce navic harmonické na Q, ma vzorec podobu

Predpoklddejme nyni, Ze funkce v: (y,x) € R?Y — R je harmonickd v prvni N-tici
proménnych na Q a navic plati

v(y,x) =E(x—Y) proy€dQax € Q.

Dosazenim funkce v do dvou vySe uvedenych integrilnich rovnosti a jejich odectenim
dostavame

u(x) = — / u(y)ai(ax — ) = v(3, %)) dS().
0Q v

y

Nasim cilem je proto najit funkci v takovou, Ze

Au(y,x)=0 proyeQaxeQ
v(y,x) =E(Kx—Y) proy€odQax € Q.

V takovém piipad€ budeme psat feSeni nasi pivodni tlohy ve tvaru
u(x) = / gG(x, y)dS(y),
oQ
kde G(x,y) = —%(6‘ (x —y) — v(y, x)). Funkci G se fika Greenova funkce. Vyhodou této

formulace je, Ze staci vyfesit jednu specialni okrajovou tdlohu (coZ je v nékterych pripadech
relativné€ jednoduché), a tim ziskame feSeni pro libovolnou zadanou funkci g na 0Q.
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Nyni se tyto myslenky pokusime pouZit pfi feSeni dlohy

Au=0 na Bg(0) c RY

(6.3.3)
u=g na 0 By(0).
Konstrukei korekéni funkce v zaloZime na myslence vysunout singularitu funkce (x, y)
— E(x — y) (povSimnéte si, Ze tato funkce spliiuje druhou z pozadovanych podminek na
funkci v a prvni poruSuje jen pro y = x) ven z kruhu Bg(0) prostfednictvim kruhové
inverze, ktera, jak uvidime niZe, nezkazi harmonic¢nost. Kruhova inverze je definovina
tak, Ze kazdému bodu x # 0 pfifazuje bod

) _ R

X = —x.
|x|?
Pak x a x’ leZ{ na téZe polopiimce vychazejici z po¢atku a plati | x||x’| = R2. Nyni polozme

. —%10g(|y—x’||iRl) proN =2
O () N

KN (N=2) [y=x'|N=2 \ |x|

Porovnéni se vzorci pro fundamentalni feSeni Poissonovy rovnice okamZité dava, Ze jsme
zkonstruovali funkci, které je harmonicka v y-ov§ch promé&nnych na mnoZing, kde y # x'.
ProtoZe pro x € Bg(0) \ {0} vZdy plati x’ & Bg(0), splnili jsme prvni podminku pro
korek¢ni funkci (nemame pokryt pfipad x = 0, brzy v§ak uvidime, Ze niZe ziskany vzorec
pro Greenovu funkci je platny i pfes tento nedostatek).

Nyni se budeme zabyvat otazkou splnéni druhé podminky pro korekéni funkci. Nej-
prve si pov§imnéme, Ze trojihelniky tvofené body 0, y, x a 0, x’, y jsou si podobné v tom
smyslu, Ze oba maji stejny dhel v pocatku a plati rovnost poméru délek stran

lx-0] _|x] _ R _ |y—0l

ly=0l R ¥l ¥ -0

Proto také plati rovnost poméru délek stran

IxI _ Iyl
ly—x| |y—x]|

Odtud diky |y| = R plati
x|
R
z Cehoz je vidét, ze predpis pro v(y, x) spliiuje i druhou podminku pro korekéni funkci.
Celkové jsme dostali vzorec

ly—x'| =y —xl,

0

u(x) = — / 202 (£(x = y) — v(3. x)) dS().
0BR(0) Vy
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y

AN

xl

Obrazek 6.1: Podobnost trojihelnikd v dikazu Véty o Greenové funkei pro kouli (Véta
6.3.2).

Do tohoto vzorce nyni dosadime piedpisy pro VE a Vo, pak vysledek zjednoduSime. Diky
dobfe zndmému vzorci
1 x

VEXx) = __W prox #0
KN X

dostavame

1 y—x y 1 x-y—R2
VEX =y v = ———— s = ————.
Ky ly=xIV R ky|x—yI¥R

VyuZijeme-li navic zna¢nou podobnost piedpist pro € a v spolu se vzorcem % ly=x'| =
|y — x|, ziskavame dale

R2
1<R)N‘2 y=x_y 1 xPLRE*TY oy

Vyo(p, x) - v(y) = ——( — "R”
LX) - v(y) x| ly—x'IN R «ky R? |x—y|¥ R

Kn
A BRPEY TR 0 xy o
Ky R? |x—y|VR Ky |x—y|VR

Proto celkové dostdvame vzorec (jeho korektnost neni v obecné situaci ovétfena, pracovali
jsme totiZ pouze s u € C*(B r(0)) a nedefinovali u(0))

u(x) = — / g(y)ai (E(x = y) - v(y.x)) dS()
0BR(0) Vy
1 R? — |x|?
= — — dSy).
o oo gy Rlx— ¥ »

Vsimnéme si, Ze tento vztah ma smysl i pro x = 0; jeho platnost je disledkem toho, 7Ze
funkce u je spojita na By(0).
NiZe si ujasnime, Ze jsme vySe skutecné ziskali Greenovu funkci pro kouli.
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Véta 6.3.2 (O Greenové funkci pro kouli). Necht R > 0 a g € C(0Bg(0)). Pak existuje
pravé jedno klasické reSeni tilohy (6.3.3) a lze jej psdt ve tvaru

1 R% — |x|?
u(x) = —/ gV ————xdS(»  prox € Br(0).
Ky Jopoy ~ Rlx—yl

Diikaz. PoloZme

R2_ |x|2

Q(x,y):zR prox,yelRN,x;éy.

|x — y|V

Nyni budeme studovat vlastnosti funkce Q. Predn€ si povS§imnéme, Ze (ve druhé rovnosti
jde o body, kde x # y)

O(x,y) >0 kdykolivx € Bg(0) a O(x,y) =0 kdykoliv x € dBg(0).
Dale si vysvétlime, Ze plati

n Ox,y)dS(y) =1 pro vSechna x € B(0).
KN JoBg(0)

Tento vysledek je okamzité vidét pro x = 0. PoloZime-li dile g = 1, pak funkce u = 1
je nekonecné& hladké feSeni ulohy (6.3.3). Zaroven je toto feSeni jednoznacné podle Véty
o jednoznacnosti feSeni vnitini Dirichletovy tlohy (Dusledek 6.3.1), a proto podle dil-
¢ich vysledkid z odvozeni tvaru Greenovy funkce pred znénim véty musi spliiovat pravé
dokazovanou rovnost pro kazdé x € Bg(0) \ {0}.

Dile pro x € RN \ dBg(0) a y € dBg(0) spocitejme A, Q(x, y) (Laplacedv operator
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bereme vzhledem k x-ovym proménnym). Mame

A Q(x y)

Z ( |x|2>

Rlx —y|N

=§4ai( 2 x = yIN - (R - |x|22>;v|x— yIN-1EEE )

o ox R|x —y|
_ i 0 ( .\ ~(R? - |x|2>N(x,-—y,))

= ox R|x—y|N R|x — y|N+2

N —2Ix—yIN+2x,N|x—yIN‘1% 2x;N(x; = y;) = (R = |x|])HN
= Rlx— 2™ ’ Rlx— |V +2

~.

(R = [xP)N(x; = y)(N +2)]x = y|V+1 520
\ )
Rlx — y|2N+4

N ) 2N(x;—y)  2x;N(x; —y) — (R? = |x|)HN
= Z( Nt N+2 N+2
oV Rlx =yl R|x —y| Rix -yl
(R? — [x|)N(N +2)(x; — y;)?
+ )
Rlx—y|N+4
2N 4N|x|>*=4Nx-y —(R*>—|x|>)N? (R*-|x|>)N(N +2)
Rlx—yN R|x — y|N+2 R|x — y|N+2 R|x — y|N+2
_ —2N|x—y|*> 4N|x|*—4Nx-y 2N(R?>-|x|?)
 Rlx—y[V*2 7 Rlx—y[N¥2 T Rlx— V¥
—2N(|x|>=2x-y+R? 4N|x|>-4Nx-y 2N(R?®-|x|%
= +
R|x — y|N+2 Rlx — y|N+2 R|x — y|N+2

=0.

Odtud diky Vét€ o derivaci integrdlu podle parametru (protoze x & dBg(0), vSechny
parcialni derivace Q(x, y) jsou na dostatecné malém okoli bodu x omezené) dostavame

Au(x) = - / gAL0(x, ) dS(y) = 0
KN JoBg(0)

Zbyva vysetfit hrani¢ni chovéni. Oznatme M := max,pg, () |§| a zvolme x, € dB(0) a
€ > 0. K nasSemu € najdéme 6 > 0 tak malé, aby

lg(y) — g(xp)| < € pro vSechna y € 0BR(0) N Bys5(xg).
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Pro kazdé x € BR(0) N Bs(x,) pak diky vlastnostem funkce Q mame

lu(x) — g(xp)| = |KL /ﬁ 5 g(»O0(x,y)dS(y) - g(xo))
N R

=] - 20t dsw)|
dBR(0)

Kn

1

— lg(y) — g(x|O(x, ») dS(y)
KN JaBR(0)NB,5(xq)

1
+— lg(y) — g(x)|O(x, ») dS(»)
KN JoBR(0)\ Bys(xp)

= 11 +12

IA

Prvni integral dpln€ napravo odhadneme velice snadno

1 1
I, < — €0(x,y)dS(y) < £—/ O(x,y)dS(y) = «.
KN JoBRr(0)NBys(xg) KN JoBg(0)

Pro druhy integral mame diky tomu, Ze pro y € 0 Bg(0) \ B,s5(xp) je [x —y| > |xg — | —
[x = xq| =6,

1 (R + |x])(R — |x])
h<— (e + 1g(xo)D) ~— 4SO
KN J0BR(0)\Bys(x) R|x —y|
2R(R -
KN JoBRrO)\Bys(xp) Ré
2R(R - |xDRN"! _ 4m Nol
<2M T =—5 (R—|x)RN™1.

Pokud x € By(0) N Bs(xy) a |x| je dostatecné blizko k R, celkové dostdvame
lu(x) — g(xp)| < 2e.

Jednoznacnost feseni plyne z Véty o jednoznacnosti vnitini Dirichletovy dlohy (Dusledek
6.3.1). O

Poznamka 6.3.3. (i) Pfedpokladame-li v pfedchozi vété jen g € L*®(0Bg(0)), dostali
bychom harmonickou funkci spliiujici

lim x) = g(x
X=X, XEBR(0) Ll( ) g( 0)

pouze pro body x, € dBg(0), v nichZ je funkce g spojitd. Zaroveni bychom uZ neméli

informaci o jednoznacnosti funkce u.

(ii) Integral ze znéni véty je mozné libovolné derivovat podle parametru x. Proto u €
C*(Bg(0)). To ale jiz vime z Disledku 6.2.11.



98 KAPITOLA 6. LAPLACEOVA A POISSONOVA ROVNICE

Cviceni 6.3.4. Ukazte, Ze feSeni tlohy

—-Au=0 na BR(X())
u=g na dBy(x)

lze psat ve tvaru

1 R? — |x — x|
ux) = — g ————x 4SO pro x € Br(xp).
KN JoBgr(xy) R|x —y|
Jen drobnymi dpravami pravé predstaveného postupu je mozné ziskat podobny vysle-
dek pro ulohu na dopliiku koule Bx(0)

Au=0 na RN \ Bg(0)

(6.3.4)
u=g na d BR(0).

Véta 6.3.5 (O Greenové funkci pro doplnék koule). Necht R > 0 a g € C(0Bg(0)).
Pak existuje pravé jedna harmonickd funkce s kontrolovanym riistem, kterd vesi klasicky
tilohu (6.3.4), a lze ji psdt ve tvaru

1 |x|?> — R? N ——
ux) = — 8 ———5dS(»)  prox € R\ BR(0).
kn JoBgo) ~ RIx—yl

Diikaz. Opét pouZijeme kruhovou inverzi

2
x’=|§7x pro x # 0,

kterd vzajemné jednozna¢né prevadi mnoZinu Bg(0) \ {0} na mnoZinu RN \ Bg(0) a
naopak, a mezivysledky

x|
Tlx'—y|=|x—y| pro |y| = Ra0 < |x| # R,
A O(x,y)=0  pro|y|]=Ralx|#R
a
4 o(x',y)dS(y) =1 pro viechna x’ € Bg(0).
KN JaBg(0)

Tentokrat dikaz zaloZime na vlastnostech funkce

|x|? — R? N
D(x,y) i= —= =-0(x,y) prox,y € RY, x # y.
Rlx — y|N

Nejprve si pov§imnéme, Ze

®(x,y) >0 kdykoliv x € RN \ BR(0)
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®(x,y) =0 kdykoliv x € dBg(0).
Dale diky vlastnostem funkce Q plati
A®(x,»)=0  prolyl= Ralx| # R.

Odtud
1
Au(x) = — / g(A,D(x,y)dS(y) = 0.
KN JoBg(0)
Tim jsme ukazali harmoni¢nost u. Nyni pro |x| > 2R piSme
1 |x|? = R? |x]?
lu(x)| = —/ gy)——=dS(y)| <C C—————dS®y)
|’<N B Rlx—yN | aBp©) R(x| = R)N
_c
TN

Proto je funkce u dokonce harmonicka s kontrolovanym ristem.

Nyni se zaméfime na hrani¢ni chovani. Nejprve pouZijeme vlastnosti kruhové inverze
a vlastnosti funkce Q k ziskéani rovnosti platné pro |x| > R

2 2
- R
L[ ewpdsey= - / DEZR G50
KN JoBg©) KN JoBgo) Rlx =yl

R? 2 2

1 1xI? ~ax]* = R%)

SRRy
P)

kv R Joso ROE|x =y
1 R \N-2 R2 _ |xl|2
LAY R
Ky x| aBR©0) R(X" = y])

(%)N_zé /63R(0> 26, )950) = (|7RI )N_Z'

Ozna¢me M := maxyp, ) |g| a zvolme x, € dBR(0) a ¢ > 0. K naSemu ¢ najdéme
6 € (0, R) tak malé, Ze

lg(y) — glxp)| < € pro vSechna y € 0 Br(0) N Bys5(xg).
Pro kazdé x € By(x,) \ Bg(0) pak diky vlastnostem funkce ® mame

x| \ V-2 1 x| \ V-2
- () o] =] /a . EDO04S0) = () o)
-|L [ 0= soretnaso)
KN JoBg(0)
<L 12 — 2(x)|B(x, ) dS ()
KN JoBRO0)NBys(xp)
+ L 120) — g(x0)|@(x, ) dS(y)

KN JoBR(0)\Bys(xg)
I+ 1.
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Prvni integral dpln€ napravo odhadneme velice snadno

1 c®(x. 1) dS() <L / O(x, ) dS()
9BR(0)

KN JoBR(0)NBys(xo) KN
R N-=-2
=(72) e
| x|

Pro druhy integral mame

1 x| + R)(|x| - R
nst (1g)] +gGeg ) LRI =R o g
KN JaBRO)\Bys(xp) Rlx -yl
R(|x| - R
<L SYELIGILL
KN JoBR(0)\Bys(xp) Ro
3R(R—|xDRY"' oM

<2M = —
- RSN 6N

I,

IA

dS(y)

(R—xDRY.
Pokud x € RN \ B r(0) N B;s(xg) a |x]| je dostatecné blizko k R, celkove dostavame

x| \ N2 x| \ N2
JuGx) = gxo)l < Jueo = (52) 7 Telo)| | () 80) — gxg)| < 3e.
Jednoznacnost feSeni plyne z Véty o jednoznacnosti vné€jsi Dirichletovy dlohy (Véta

6.4.2), kterou sice dokaZeme pozdéji, ale nebudeme k ni potfebovat tento vysledek; ne-
pujde tedy o dikaz kruhem. O

Poznamka 6.3.6. Opét se snadno ziskd verze véty pro g € L*®(dBg(0)). Jednoduchou

modifikaci lze také ziskat verzi véty pro mnozinu RN \ Bg(xo).

Pravé uvedené véty o Greenovych funkcich se daji vyuzit k ziskani dalsich vysledkt
o rdstu harmonickych funkci.

Véta 6.3.7 (Liouvilleova véta pro harmonické funkce). Nechtu: RN — R je harmonickd
funkce na RN, kterd je omezend zdola. Pak je konstantni. Analogicky pro harmonickou
funkci omezenou shora.

Diikaz. Staci uvaZovat omezenost zdola, jinak Ize niZe pracovat s funkci —u. Pfipadnym
pri¢tenim aditivni konstanty midZeme dokonce dosahnout toho, Ze

0 < u(x) na RY.

Zvolme libovolné x € RN a zafixujme R > |x|. Nejprve si poviimnéme, Ze diky Vété o
Greenové funkci pro kouli (Véta 6.3.2) plati

1 R? — |x|?
u(x) = —/ u(y) —————=dS ().
Ky JoBpo) — Rlx =yl

Navic pro kazdé y € d Br(0) mdme odhady

R—1|x| < [x =yl < R+ x].
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Tyto mezivysledky nam spolu s Vé&tou o stfedni hodnoté harmonickych funkcei (Véta 6.2.9)
davaji
1 R% — |x|?
<t [ = aso)
Ky JoBgo) ~ RR—|xPN
R+ |x| 1 /
= u(y)ds(y)
R(R - [xDN=V kn JoBgo)
_ R+ |x]|
R(R = |x])N-!

1 R% — |x|?
u(x) > — / u(y) —————dS(y)
kN JoBpo)y — RR+|xPN
R — |x| 1 /
= u(y)dS(y)
R(R+ |xDN=1 kN JoBy0)
_ R —|x]|
~ R(R+ |x[)N-!
Proto u(x) = u(0). ProtoZze x € RN bylo libovolné, dostali jsme u = u(0). [

RY=1400) “2% w(0)

RY=1400) "2 w(0).

Véta 6.3.8 (O limitnim chovani harmonické funkce s kontrolovanym rdstem). Necht'Q C
RN je neomezend mnoZina, pro kterou je 0Q omezend, a necht'u : Q — R je harmonickd
funkce s kontrolovanym riistem na Q a N > 3. Pak pro kazdy multiindex « € (N U {0})N
plati

1
| D%u(x)| = O(m) pro |x| = co.

Je-li N =2 a |a| > 0, pak dokonce plati

1
@ —
| D*u(x)| = O( 1l ) pro |x| = oo.
Diikaz. Predn€ pro N > 3 a trividlni multiindex tvrzeni plyne piimo z definice harmonic-

nosti s kontrolovanym ristem. V ostatnich ptipadech pouZijeme Vétu o Greenové funkci
pro doplnék koule (Véta 6.3.5). Zvolme R > 0 tak velké, aby 0Q C By(0). Pak mame

u(x) = L/ u(y)M dS(y)  prox € RN\ Bg(0)
Kn JoaBg©0) R|x —y|N R

%

Pripomerime, Ze jednoznacnost feSeni na doplitku koule budeme dokazovat v pfisti sekci,
diikaz je ale nezévisly na tomto vysledku. UkaZzme, Ze plati

. 1 of 1xI?—R? N ——
Du(x) = — u(y)Dx<—N> dS(y)  prox € RN\ Bg(0).
Kn JoBR0) R|x -yl
Pov§imnéme si, Ze pro libovolné k e Na j € {1,..., N} platd
0 B X —kx;
——lx =y = —klx -y = = - pro x # .

ox, =yl Ix—ylk+2
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Uzitim tohoto vypoctu, Leibnizova pravidla a skutecnosti, Ze derivovani nekonstantniho
polynomu sniZuje jeho stupeii o jednicku, je snadné si uvédomit nésledujici skutecnosti.

2 2
c 1, . R

n rcialni deriv D* Ed
Jednak parcia derivace X(R|x oY

x € RN \ Bg(0). Dile pro kazdé a € (N U {0})" alibovolné x, € RN \ Bg(0) existuji
6> 0aC > 0takova, Ze

) existuje pro libovolné & € (NU {0})N a libovolné

of XP - R «
|Dx<—>| <C pro vSechna x € Bs(xy) ay € dBg(0).
Rlx — y|¥
Diky témto odhadiim a omezenosti funkce u na d Bg(0) miZeme podle libosti pouzivat
Vétu o derivaci integralu podle parametru, kterd ndm okamZité dava slibeny vzorec pro
D%u(x).
Nyni nechf{ N > 3. Diky vySe zminénym jevim spojenym s parcidlnim derivovanim
je mozné si povSimnout, Ze

D“( |x|* — R? >| ._ ¢
X R|x—y|N - |x|N—2+|a|

pro |x| > 2R.
Celkové proto dostdvame

« 1 of |xI*— R
Dol = - /d 0 O (e 5y ) 4509)

kN JoBgo) |x|N—2+|a| leN—2+|a|

IA

Je-li N = 2, sta¢i si uvédomit, Ze pro |y| = R plati

Ix|>— R* 2(x-y—R?)
Ix — y|? |x|2 = 2x - y+ R

a miZeme postupovat stejn€ jako vySe. Konstantni ¢len pfi derivovani zmizi a derivace
harmonické funkce s kontrolovanym ristem tedy klesaji o jednu mocninu rychleji nez ve
vyss$i dimenzi. O

Poznamka 6.3.9. 1 kdyZ jsme v predchozi vét€ pouzili vztah pro feSeni z VEty o Gree-
nove funkci pro doplnék koule (Véta 6.3.5), protoZe se ndm podaii ukazat jednoznacnost
feSeni tlohy na dopliiku koule bez pouziti Véty o limitnim chovani harmonické funkce s
kontrolovanym ristem (Véta 6.3.8), o Zadny dikaz kruhem neptijde.

Poslednim typem tlohy, kterym se budeme zabyvat, je Gloha na poloprostoru Rif i=

{x €RN : xy >0} (pak IRY = {x € RN : xy = 0}). Hleddme u € CARY)n CRY)
takové, Ze pro dané g € C (0[R+N )
Au=0 na RY

(6.3.5)
u=g na alRiV.
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Tentokrit si pfi konstrukci korekéni funkce vypomiZzeme presunutim singularity do po-
loroviny {x € R™: x, < 0} prostfednictvim zrcadleni. K tomuto G&elu si pro x =
(X5 .- »Xn_1» Xp) zavedeme znadeni X := (xi, ..., Xy_;, —X ). Definujme funkci

v(y,x) :=EX-y) prox€RY ayeoRY.
Pak pro y € dRiV (tedy yy = 0) plati |X — y| = |x — y| a odtud v(y, x) = E(x — y). Dale
Av=0=Ap0
(vyuzili jsme vlastnosti funkce € a pouzili princip (f (1)) = —f'(=t) a (f(-1))" =

f"(=1)). Zkonstruovali jsme tedy korekéni funkci, které odpovida Greenova funkce tvaru
(posledni rovnost si vysvétlime pod vypoctem)

G(x.y) = —a%w(x — ) = 0(y.x)
y

=—<LLyN—L~x;yN>-(O,...,O,—1)
Kn |x =yl Ky |x =yl
_ L xy=yy | 1 Xy+yn _ 2xp 1

Ky Ix=yIV ok [X=yIN ky Ix—yIN

V posledni rovnosti jsme vyuZili toho, Ze do Greenovy funkce budeme dosazovat pouze
y € dIRiV. Bude tedy vzdy platit y, = 0, a proto mame |x — | = |x — y| pro kazdé
x € IR]+V .

Ziskany vysledek potfebujeme opét zesilit, nebof predchozi vypocet je platny pouze
za dodate¢ného predpokladu, Ze funkce u je tiidy C? aZ do hranice.

Véta 6.3.10 (O Greenové funkci pro poloprostor). Necht N > 2 a g € C(@Rf n
L°°(0|Rf ). Pak funkce

=22 [ ED Casg)
d

KN JorY lx — yIN

spliiuje u € C“(Rf) N L°°(|Riv) N C(@) a je reSenim ulohy (6.3.5), pricemz okrajovad
podminka je splnéna ve smyslu

lim  u(x)=g(xg)  prokaZdé x, € ORY .
x—»xo,xeRf

Diikaz. Dukaz je pomérné dlouhy. Pro piehlednost jej rozdélime do nékolika krokd.
Krok 1: konvergence a derivace integralu
Zamérme se nyni na formuli

2x 1
u(x) = =X / g(y)—N dS(y) pro x € Riv.
amy T |x =yl

KN
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Pokud vyuZzijeme pfedpoklad g € L*(dR f ), vidime, Ze integral konverguje pro libovolné
x € Rf . Déle, pokud zopakujeme si Gvahy tykajici se chovani % |x —y|~* z ditkazu Véty
J

o limitnim chovani harmonické funkce s kontrolovanym rastem (Véta 6.3.8), snadno 1ze
nahlédnout, Ze na dostate¢né malém okoli kazdého bodu x € IRiV Ize prohazovat parcialni

derivace a integral podle libosti. Proto u € C*(R +N )a

_ 2x 1
Au(x) = A(E/d + g()’)m dS(y))
0
= / g(y)Ax(——(é'(x -y — o, x))) ds®)
g[RiV avy
= [ s (5= ) - o) d5O)
oRY dyn

- / g(y)aimx(ax — ) = 0(y. ) dS() = 0.
oRN YN

Krok 2: integréal z Greenovy funkce
Nyni si dokdZeme, Ze

/ G(x,y)dS(y)=1  pro viechna x € RY.
oRYN

+

Méme (nejprve oznaéime r := /(x; — ;)2 + - + (X y_; — ty_;)?, pak pouZijeme sfé-
rickou Fubiniho vétu a nakonec jesté substituci s = xL)
N

/ G(x,y)dS(y)
oRN

o\
_ 2xy 1

dr

K N-1 N
N R ((Xl_t1)2+“'+(xN_1_tN_1)2+x%v)2

_ 2x /°° Kn_ V2 dr = 2K N1 /°° sN-2 b1
K N K N ’
N0 (24 x3)2 NJO (24 1)2

kde jsme v poslednim kroku pouzili vysledek Cviceni 6.3.12 uvedeného niZe. Tento vy-
sledek spolu s pfedpokladem g € L*(0RY ) okamZit& dava u € L¥(RY).

Krok 3: hrani¢ni chovani
Zvolme x € lef a e > 0. K naSemu € najdéme 6 > 0 takové, Ze

lg(y) —g(xp)| < € pro vSechna y € 0Rf N Bys(xq).
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Pro kazdé x € Rf N Bj(x() pak diky vlastnostem funkce G mime

Jux) - g(xo)] = | /a  E0IGG Y ASW) - gxo)
= | / (8(») = 8(xp))G(x.») dS()|
oRY
</ 150) — 8l GCx, 1 AS )
ORN By (xp)

+ / 180 — 8(x)|G(x, ) dS ()
ORN\ Bys(xg)
=. [1 + 12.
Prvni integral Gpln€ napravo odhadneme velice snadno

s/ Geryasm e [ Gpas) =e.
ORY N Bs(xp) RN

+

Pro druhy integral mame

I S/ (Il + 18(x)DG(x, y) dS(y)
ORN\ By5(xp)

<2l 2X—N/ 1450 < co)x
< Z||& Le(0RY) KN JORN\Bys(x) |x — y|V y) = N-

Pokud x € Rif N Bj(xy) a x5 je dostate¢né blizko k nule, celkové dostdvame
lu(x) — g(xp)| < 2e.
O
Poznamka 6.3.11. (i) Opét je mozné snadno ziskat verzi véty pro g € L°°(0IR1+V ) a také
verzi pro posunuty poloprostor.
(i1) VSimnéme si, Ze se ndm nepodaftilo ziskat jako feSeni harmonickou funkci s kontro-
lovanym ristem. To souvisi s tim, Ze hranice oblasti, na které Dirichletovu tlohu fe$ime,

je neomezena. Abychom takové feSeni ziskali, museli bychom predpokladat néjaké pod-
minky poklesu funkce g v nekonecnu.

Cviceni 6.3.12. Uka’te, Ze pro kazdé N > 2 plati (k; = 2)

2kcn © N-2
N ‘/ S —ds=1. (6.3.6)
v Jo s241)2
Navod: 1. Pfimym vypoctem ukazte, Ze vztah (6.3.6) platipro N =2a N = 3.
-1
2. Derivovanim zlomku s ~ aintegraci vysledné rovnosti ukaZte, Ze pokud oznacime
(1+s2) 72

o SN_2
JN :Z/ —NdS,
0 (s2+1)2
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dostdvdme pro N > 2

Ing2 _ N-1

Jn N

3. PouZitim vztahu N
oy = NI
F(? +1)

a indukci dokazte vztah (6.3.6) pro libovolné N € N, N > 2.

6.4 Jednoznacnost reseni Dirichletovy a Neumannovy
tlohy pro Poissonovu rovnici

vy

Nejprve se budeme zabyvat Dirichletovou tlohou, ktera je jednodussi. RozliSujeme dva
typy této tlohy, kterym se budeme vénovat. Prvnim typem je vnitini Dirichletova iiloha,
kde méme zadanou omezenou oblast @ ¢ RY, g € C(0Q), f € C(Q) a hleddme u €
C2(Q) N C(Q) splitujici
—Au=f na Q
u=g na 0Q.

Dalsi dlohy, kdy je hranice mnoZiny nekompaktni (napiiklad dfive studovana tloha na
poloprostoru), jdou nad radmec téchto skript.

Druhym typem je vnéjsi Dirichletova iiloha, kde mdme zadanou omezenou oblast G C
RN takovou, 7e i Q := RV \Eje oblast. Pro funkce g € C(0Q), f € C(Q), kde f ma
navic omezeny nosic¢, tedy supp f C Bg(0) pro vhodné R > 0, hleddme u € C 2(Q)ﬁC(ﬁ)
spliujici

—Au=f na Q
u=g na 02
1
ux:O(—) ro |x| = oo.
(x) M pro |x]

Jednoznac¢nost feseni pro vnitfni Dirichletovu tlohu jsme jiz dokazali pomoci principu
maxima ve V&€ o jednoznacnosti feSeni vnitini Dirichletovy dlohy (Disledek 6.3.1).

Diikaz dalsi véty bude vyzadovat jeden pomocny vysledek, ktery je analogii situace
pro holomorfni funkce. Prezentovany dikaz pochézi z knihy [Pe].

Véta 6.4.1 (O prodlouZeni harmonickych funkci). Necht'Q je omezend oblast, x, € Q a
u je harmonickd a omezend funkce na Q \ {xq}. Potom Ize dodefinovat funkci u v bodé x,
tak, Ze vyslednd funkce je harmonickd v €.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze bod x je pocitkem soustavy sourad-
nic. Déle na chvili pfedpokladejme, Ze N = 2, coZ je presné situace, ve které toto tvrzeni
potfebujeme. Na zavér zminime modifikace pro N > 3.

Zvolme 6 > 0 takové, Ze m C Q. Podle Véty o Greenové funkci pro kouli (Véta
6.3.2) a Véty o jednoznacnost feSeni vnitini Dirichletovy tlohy (Disledek 6.3.1) vime, Ze
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existuje pravé jedna funkce u; € C 2(35(0)) ncC (m) harmonicka v Bg(0) takova, Ze
u = u na d B5(0) (pfipomenime, Ze funkce u je na d B;(0) pfinejmens$im spojita). Oznacme
v = u —uy. UkaZme, Ze v = O na m \ {0}, tedy lze tuto funkci dodefinovat nulou
v pocatku, pfi¢emZ v zdstava harmonickd v Bs(0). Proto 1ze vzit u(0) := u;(0) a toto
dodefinovani bude spliiovat tvrzeni nasi véty.

UvaZujme funkci (nyni se projevi volba N = 2)

M log(E)
log(3)

s

Wwe, (x) :=

kde x € B5(0)\ {0} a M = SUP, B0\ 0} |v(x)]. Fixujme libovolny bod x; € B5(0)\ {0}
a vezméme €, < 6 dostate¢né malé, aby x; € Bs(0) \ B, (0). Zvolme 0 < & < &,. Potom

je funkce w, (misto parametru £, je v definici €) harmonické na By(0) \ B,(0), je rovna
M na dB,(0) a nulova na d B;(0). Podle Disledku 6.2.11, bodu (iii) dostavame, Ze

max (v—-w,) <0 a max (—v-w,)<0.
B5(0\B.(0) B5(0\B.(0)

Odsud plyne, Ze |v(x;)| < w,(x;) pro libovolné 0 < € < g,. Tedy
M log(5Lh)

v(x))| £ lim w,(x;) = lim
| ( l)l e—0, E( 1) e—0, ]()g(%)

Proto v(x;) = 0. ProtoZe x; € Bs(0) \ {0} bylo libovolné, je v = 0 v Bs(0) \ {0}. Pro
ptipad N > 3 dojde ke zméné pouze pfi volbé funkce w,, misto

(x) = w(x) M log(5)
w, (x) =w(x) = ————
‘ ‘ log(3)
budeme volit s
N 1= (m)N—Z
w, (x) 1= MT'
1= (N2

O

Véta 6.4.2 (O jednoznacnosti vnéjsi Dirichletovy tlohy). Necht N > 2. Potom vnéjsi
Dirichletova iiloha pro Poissonovu rovnici md na t¥idé funkci {v: v € C*(Q) N C(Q)}
nejvyse jedno resent.

Diikaz. Predpokladejme, Ze uy, u, fesi vnéjsi Dirichletovu dlohu (se stejnymi daty). Pro
w = u; — u, pak plati

Aw =0 na Q
w=0 na 0Q
w(x)=0<—|xlllv_2> pro |x| = oo.
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a) Necht N > 3. Potom posledni podminka uvedena vySe zarucuje, Ze plati
lim,|_, o w(x) = 0. Zvolme libovolnd x, € Q a e > 0. Pak existuje R > 0 tak velké,

7e x, € Bg(0), G C Bg(0) (pfipomeiime, 72¢ G = RN \ﬁ) a |w| £ € na dBR(0).
Vétu o zesileném principu maxima (Véta 6.2.10) budeme nyni aplikovat na mnoZinu
Qr = QN Bg(0). Tentokrdt madme 0Qp = 90 U 0Bg(0), pficemZ w < € na dBR(0)
a w = 0 na 0Q. Proto

w<e na Qpg,

specidlné w(x,) < €. ProtoZe x, € Q a € > 0 byla libovoln4 a pfedchozi uvahy plati i pro
funkci —w, jsme hotovi.

b) Necht N = 2. Umistéme nyni po&atek soustavy soufadnic do RN \ﬁ Fixujme
(otevieny) kruh Kx(0) € G = RN \5 Definujme zobrazeni F: RN \ {0} - RN \ {0}
pomoci F(x) = x/, pficemz x’ = x% (tedy x a x’ leZi na téZe polopiimce vychazeji z
pocatku). Potom F zobrazuje Q do jisté oblasti Q* cC Kg(0), kterd je okolim pocatku,
pii¢emZ F(Q) = Q* \ {0}. Definujme funkci w’ v Q* \ {0} jako

w(x") = w(F_l(x')) = w(x).

Ziejm& w' = 0 na 0Q*. UkaZzme, ¢ w' je harmonickd na Q* \ {0}. Oznalme r = |x| a
0 = |x'|. Déle ozna¢me
w(r, p) = w(xy, x,)
W' (0, ") = w' (x|, x7)
a prechodem do polarnich soutfadnic

27 = 27
Aw_()w low 10w

T T ror 2 0p?
~ 0w  low | 1 d*w
Al =t %0 T o
do 0 00 0% 9¢/

pfi¢em? @ = ¢’ aro = R%. Mame tedy

ow _ ow R?
o =9 (-3%)
PT _ 0@ R, ol 2R
o2 90> do r?
o ow
9p g

Proto
0:()2_LB+10_LB+L()2_M’7=R_4@ R_Za_l’z), i@
orr ror  r29pr 1t do2 B do  r? d¢?
;rW | oo | o
R* 00> R* do  R* d¢?
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Odsud plyne, Ze A, w’ = 0na Q* \ {0}. Konecné je také zfejm& w' omezena na Q* \ {0}.
MiZeme proto pouZit Vétu o prodlouzeni harmonickych funkei (Véta 6.4.1) a po vhodném
prodlouZeni funkce w' je Aw' = 0 na Q. Diky Vété o jednoznaCnosti feseni vnitini

Dirichletovy dlohy (Disledek 6.2.7) je w’ = 0 na QF, tedy w = 0O na Q. O

Nyni se budeme zabyvat Neumannovou Glohou. Opét se budeme vénovat dvéma typtim
tiloh. Nejprve uvaujme omezenou otevienou mnozinu Q C RN a funkce f € C(Q)

ag € C(OQ). O funkci u € CXQ) N CL(Q) takové, Ze 327 eCEQ),i=12..N

fekneme, Ze je feSenim vnitini Neumannovy ilohy na Q, jestlize

—Au=f na Q
du
0Q,
5 =8 na
pfi¢emz druhou podminku chipeme tak, Ze o_ = Vu - v v bodech hranice, kde existuje

v,

jednotkova vnéjsi normala (pro oblasti, _]C_]lChZ hranici 1ze popsat pomoci prekryvajicich
se C! zobrazeni v lokélnich soufadnych soustavéch, je to ve viech bodech).

Druhy typ tlohy zavadime tak, e uvaZujeme omezenou oblast G C R™, definujeme
Q :=RN \5, kde Q je opét oblast, a opét predpokladame, ze f € C Q) a g € C(OQ),
a f ma navic kompaktni nosi¢ (Casto se piSe f € Co(ﬁ) éif e Cc(ﬁ)). O funkci u €

C2(Q) N CL(Q) takové, Ze % € C(Q),i = 1,2,..., N, fekneme, Ze je feSenim vnéjsi
Neumannovy iilohy na Q, jestlliie
—Au=f na Q
% =g na 0Q
1
ux=0<—> 10 |x| — o0,
(x) M pro |x]

pfi¢emZ druhou podminku chipeme tak, Ze g—: = Vu - v v bodech hranice, kde existuje

jednotkova vnéjsi norméla.
Pro fesitelnost vnitfni Neumannovy tlohy mame nasledujici nutnou podminku.

Véta 6.4.3 (O nutné podmince feSitelnosti vnitini Neumannovy ulohy).

Necht Q@ c RN je omezend oblast s hranici tiidy C'. Necht f € C(Q) a g € C(0Q).
j— 2 —

Existuje-li funkce u € C2(Q) n CY(Q) takovd, Ze ZT'; e C(Q),i=1,2,...,N, Fesici

vnitini Neumannovu tilohu na Q s daty f a g, pak

—/fdxz/ gds.
Q 0Q

Diikaz. Podle Véty o divergenci plati

/fdx—/Audx—/dlv(Vu)dx—/ Has = / gds.
0 0Q

Tim je dtikaz dokoncen. O
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Poznamka 6.4.4. (i) Pokud chapeme Neumannovu rovnici pro Poissonovu rovnici jako
rovnici pro stacionarni stav rovnice vedeni tepla se zadanym tepelnym tokem pfes hranici,
tato podminka fik4, Ze aby stacionarni stav nastal, musi byt celkové objemové zdroje tepla
(tedy — /Q f dx) v rovnovaze s celkovym tepelnym tokem ptes hranici (tedy /agz gds).
Jde tedy o zcela pfirozenou podminku. V pfipadé zadané Dirichletovy podminky je vy-
meéna tepla pfes hranici zarucena diky tomu, Ze se udrZuje pfedepsana teplota na hranici,
proto zadny vztah mezi daty dlohy neni tfeba.

(i1) Analogick4 véta pro neomezené oblasti obecné neplati, a to i kdyZ predpokladame, Ze
funkce f je integrovatelnd a klesa dostatecné rychle v nekonecnu (napiiklad ma-li kom-
paktni nosi¢). Podminka nemusi platit, protoZe pfi pfislusné integraci per partes mize byt
,,hetrivialni tok v nekonec¢nu*.

Véta 6.4.5 (O jednoznacnosti vnitfni Neumannovy tdlohy). Necht Q C RN je omezend
oblast s hranici t¥idy C'. Existuje-li u € C*(Q) n CY(Q) takové, Ze 327‘; € CQ),i=
1,2,..., N, fesici vnitini Neumannovu itlohu pro Poissonovu rovnici na [Q sdaty f a g,
pak je na této tride funkci jednoznacné az na aditivni konstantu.

Diikaz. Nechf u;,u, jsou feSeni. PoloZme w := u; — u,. Pak

Aw=0 na Q
W _y na 9.
ov

Diky vztahu (ii) z Véty o Greenovych identitach (Véta 1.3.5) dostavame

0=/wAwdx=/ wa—wdS—/Vw~dex=/|Vw|2dx.
Q oV Q Q

Odtud Vw = 0 na Q. Proto je u; — u, konstantni. O

Poznamka 6.4.6. Vsimnéme si, Ze nejednoznacnost z ptedchozi véty je v principu véci.
Je-li funkce u feSenim vnitini Neumannovy tlohy pro Poissonovu rovnici, potom u + C,
kde C € R je konstanta, je feSenim téZe tlohy.

Véta 6.4.7 (O jednoznacnosti vn&jsi Neumannovy tlohy). Necht G C RN je omezend
oblast s hranici tidy C'. Polozme Q := RN \ G a pFedpokldidejme, Ze je souvisld. Necht

g

v Yoy,

J— 2 J—
existuje u € C2(Q)nC1(Q) takové, Ze 37’; eCQ),i=1,2,...,N, FeSici vnejsi Neuman-

1
novu ilohu pro Poissonovu rovnici na Q s daty f a g. JestliZe N > 3, pak je toto FeSeni
na dané tride funkci jednoznacné. Jestlize N = 2, pak je toto FeSeni jednoznacné aZ na
aditivni konstantu.

Diikaz. Nechf uy,u, jsou feSeni. PoloZme w := u; — u,. Pak

Aw=0 na Q
(Z—b: =0 na 0Q
w(x) = O(M%) pro |x| = oo.
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Zafixujme R > 0 tak velké, aby GCB z(0). Definujme
Qg 1= BR(0)\ G = Qn Bg(0).

Pak 0Qp = 0G U0 Bg(0) a diky VéEt¢ o integraci per partes mame (pozor na smér vnéjSich
normal na jednotlivych ¢astech 0Q2z)

0=/ wAw dx

QR

=/ wa—wdS /wa—wdS /Vw-dex
0Br(0) OV oG OV Qg

:/ wa—wdS—/ |Vw)? dx.
9BR0) OV Qp

Zabyvejme se nyni na chvili pouze pfipadem N > 3. Pokud zkombinujeme ristovy pied-
poklad s Vétou o limitnim chovani harmonické funkce s kontrolovanym ristem (Véta
6.3.8), dostavame

eS| S s T = T

|N -2 |y|N —2+1 |y|2N—3'

Diky tomu celkové mame

/ |Vw|? dx < |/ wa—wdS| s/ s
QNBR(0) 9BR(0) OV aBR0) | RI*N~

_ C N-1 _ C R:)oo
~ |R|2N-3 T RN-2

Proto (diky Lebesgueové vét€ o monotdnni konvergenci)

/ IVw|>dx =0
Q

a odtud je w konstantni na Q. ProtoZe navic plati ristova podminka w(x) = O(M%) pro

|x| — oo, musi dokonce platit w = 0 na Q.
Zbyva ptipad N = 2, kdy pouZijeme rychlejsi pokles derivaci z Véty o limitnim cho-
vani harmonické funkce s kontrolovanym ristem (Véta 6.3.8). Mame totiz

C
W(y) (y) < =—,
| | ly I2 Iy1?
stejn€ jako pro N > 3 pak dostavame, Ze
lim w— ds =0,

R—> dBR(0) ov
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proto

/ |[Vw|?dx = 0.
Q

Tedy w je konstantni je na Q. Protoze 74dny pokles v nekonecnu nemame k dispozici,
silngjsi vysledek nemliZzeme ziskat. O
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