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0 Uvod

Prednéska bude mito tyto ti ¢asti:

1. Plochy v R™, te¢ny prostor, mira na plochéch, plosny integral prvniho
druhu, Gaussova-Ostrogradského véta.

D o v . . o va véta.
2. Diferencialni formy v R"™, integrace diferencidlnich forem, Stokesova véta

3. Zaklady diferencialni geometrie ploch v R?: hlavni sméry a hlavni kiivosti
plochy, Gaussova a stfedni kfivost, geodetiky, izometrie ploch, Theorema
Egregium.

Pripomenme dvé dulezité véty z Matematické analyzy, které budeme opa-
kované pouzivat. Pro totdlni diferencial zobrazeni f : U ¢ RF — R™ budeme
pouzivat znacéeni D f(u) : R¥ — R"™ (u € U).

Véta 0.1 (Véta o implicitnich funkcich). Bud G C R" oteviend, F : G — R"™F
zobrazeni tiidy C™ (m > 1) a bod (zo,y0) € G C RF x R"* necht spliuje
F(z0,50) =0 a

BFZ n—k,n
det (8(550,110)) # 0.
Yj i=1,j=k+1
Pak existuji okoli U C RF bodu xq a V C R"™* bodu yq takovd, ¢ UxV C G, a
existuje zobrazend g : U — V tridy C™ takové, Ze pro kazdé x € U, F(x,g(x)) =
0 a g(z) je jedingm bodem y € V, pro néjz F(x,y) = 0.

Véta 0.2 (Véta o inverznim zobrazeni). Bud U C R™ oteviend, g : U — R™
zobrazend tridy C™ (m > 1) a xg € U takovy, Ze matice Dg(xg) je requldrnd.
Pak ezistuje okoli Uy C U bodu xg takové, Ze g|Uy je difeomorfismus tridy C™
(tedy prosté zobrazeni a (g|Uo)~?t je tridy C™).



1 Plosny integral prvniho druhu

1.1 Plochy v R"

Definice 1.1. (i) Parametrizovanou k-plochou (t¥idy C™) rozumime zobra-
zeni p : U — R" tiidy C™ definované na oteviené mnoziné U C R* a
splnujici rank Dp(u) = k, w € U. Obvykle budeme pracovat s parametri-
zovanymi plochami tiidy C*.

(ii) Parametrizovanou k-plochu ¢ : U — R™ nazveme k-mapou, jestlize ¢ je
homeomorfismus U na ¢(U).

Priklady:

1. Reguldrni parametrizovand kiivka ¢ : (a,b) — R® je parametrizovanou
1-plochou.

2. Zobrazeni
¢ : (u,v) = (ucosv,usinv,u), u>0,veER,
je parametrizovana 2-plocha, ale ne mapa.

3. Ani prostd parametrizovand plocha nemusi byt mapou (ptiklad bude na
cviceni).

Tvrzeni 1.1 (Graf funkce je mapa). Je-li U C R* oteviend a f : U — R"F je
tridy C™ (m > 1), pak zobrazeni

@ u (u, f(u))
je k-mapa tridy C™ (v R™).

Dukaz. Je ziejmé, Ze @ je prosté, tiidy C™ a rank Dy = k na U. Zbyva ukazat,
7e =1 je spojité na o(U). ¢~ ! je oviem restrikei projekce z R™ do prvnich k
soutadnic, tedy jako restrikce spojitého zobrazeni je téz spojité. O

Véta 1.2 (Parametrizovand plocha je lokdlné mapou). (i) Bud ¢ : U C R —
R™ parametrizovand k-plocha. Pak pro kazZdy bod uw € U existuje okoli
Uy C U bodu u takové, Ze p|Uy je prosté.

(ii) Bud ¢ : U C RF — R" zobrazend tridy C* a Uy C U omezend oteviend
podmnozina takovd, Ze Uy C U, rank Dy(u) = k pro viechna u € Uy, ¢ je
prosté na Uy a o(Ug) No(Uy \ Ug) = 0. Pak p|Uy je k-mapa.

Diikaz. (i) Protoze rank Dy(u) = k, je aspon jedna ¢tvercova podmatice Do (u)
reguldrni (to je dusledek Cauchy-Binetova vzorce ze cviceni). Bez dGjmy na

J

k
obecnosti predpoklddejme, Ze (gf? (u)) je reguldrni. Pak zobrazeni u ~—
i,j=1

(p1(u), ..., or(uw)) z U do R¥ m4 reguldrni diferencidl v bodé u, a podle véty o



inverznim zobrazeni je tedy na okoli u difeomorfismem, specidlné tedy prosté.
Pak i ¢ je prosté na tomto okoli.

(ii) Potiebujeme ukazat, ze (¢|Up) ™! je spojité na o(Up). Pro spor predpo-
klddejme, ze tomu tak neni, tedy Ze existuje posloupnost x; = ¢(u;) € ©(Uy),
x; — x9 = @(ug), a pritom u; 4 wug. Mnozina Uy je omezend, tedy existuje
podposloupnost uy;) — u' € Uy, u' # ug. Ze spojitosti ¢ plyne o(Ug@y) =
Ty — @(u'), tedy p(u') = ¢(up). Déle podle predpokladu musi lezet i v’ € Uy,
a protoze ¢ je prosté na Uy dostavdme v’ = ug, tedy spor. O

Priklad: Zobrazeni ¢ : (u,v) — (ucosv,usinv,u) je 2-mapa na (0, K) x
(=m,m) pro libovolné K > 0.

Definice 1.2 (plocha). Neprédzdnou mnozinu S C R™ nazveme k-plochou (tiidy
C™), jestlize ke kazdému bodu z € S existuje V' C R™ okoli bodu x a k-mapa
(ttidy C™) ¢ : U — R™ takova, ze p(U) = V N S. Specidlné obraz im ¢ = ¢(U)
jedné k-plochy ¢ nazveme jednoduchou k-plochou.

Definice 1.3 (atlas plochy). Je-li S C R™ k-plocha, pak libovolny soubor A
map plochy S s vlastnosti S = UchA im ¢ nazveme atlasem plochy S.

Pozn.: Kazda k-plocha v R" je lokdlné uzavrend mnozina, tedy lze ji vyjadrit
jako prunik oteviené a uzaviené podmnoziny R™ (a tedy S je jisté borelovskd).
Konkrétné mizeme psat S = SNG, kde G = |J oA Ve Je sjednocent otevienych
okoli V' = V,, z definice k-plochy piislusnych mapam z néjakého atlasu plochy
S. Ekvivalentné lze Fici, ze S je relativné oteviend ve svém uzdvéru S.

Priklady:
1. Graf funkce f: U — R * t¥{dy C" je jednoduchou k-plochou.

2. Mnozina S = {(z,y,2) : 2 +y?> = 1} je 2-plocha v R? s atlasem A =
{o1, 02},
p1(u,v) = pa(u,v) = (cosv,sinv, u),
domy; =R x (—m,7), dom s =R x (0, 27).
Véta 1.3 (Implicitné zadana plocha). Bud G C R™ oteviend a f : G — R"™F

zobrazend tiidy C™. Necht v kazdém bodé x € f~1({0}) platirank D f(x) = n—k.
Pak f=1{0} je k-plocha tridy C™.

Diikaz. Necht a € f=1({0}). Protoze rank Df(a) = n — k, existuje reguldrni
¢tvercovd submatice D f(a) o n — k tddcich (dusledek Cauchy-Binetova vzorce
ze cviceni). Budeme bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddat, ze

i=1,j=k+1



je regularni. Podle véty o implicitnich funkcich existuje okoli U bodu (a4, . .
o) a/k)

okolf V bodu (ak41,---,an) a C! zobrazeni g : U — V takové, ze g(aq, . .

(Agtt1s .-y an) a
graf g := {(u,g(u) : € U} = f1{0}) N (U x V).

Tedy f~({0}) je k-plocha.

Priklady:
1. Jednotkovd sféra v R™,
Snhi={z e R": ||z|| = 1},
je (n — 1)-plocha.
2. Mnozina

S={zxecR*: |z =1, 2, + 22 + 23+ 24 = 0}

je 2-plocha v R*,

*

a

k
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1.2 Krivky na ploSe a teény prostor

Pod reguldarni parametrizovanou krivkou na mnoziné M C R™ rozumime zob-
razeni ¢ : I — M tiidy C! definované na intervalu I a splaujici ¢/(t) # 0,
tel

Tvrzeni 1.4 (o kiivce na ploge). Budte ¢ : U C R¥ — R" k-mapa a c :
I — o(U) reguldrni parametrizovand krivka na jednoduché k-plose p(U). Pak
uw:= @ toc: I — U je requldrni parametrizovand kiivka v U a plati c = ¢ o u.

Diikaz. Zobrazeni u = ¢~ ! o ¢ je ziejmé spojité na intervalu I. Ukdzeme, Ze

u je t¥idy C'. Zvolme tg € I a oznaéme zo := c(to), ug := ¢ *(wg) a p =
(@15, ¢n). Protoze rank Dp(ug) = k, muzeme bez Gjmy na obecnosti pied-

k
pokladat, ze matice (gf] (uo))‘ - je reguldrni. Ozna¢me II : (zq,...,2,) —

i j=
(z1,...,z) projekci do prvm’ch7 k souradnic a vy := I(xp). Zobrazeni g :=
Hoy:U — RF je tiidy C' a Dg(ug) je regularni, tedy podle véty o inverznim
zobrazen{ existuje inverzni zobrazeni g~! definované na néjakém okoli V' bodu
vg, plati pritom g~ oIl = ¢~ na (U)NII~1 (V). Pro vSechna t € (IToc)~*(vp)
je pak

u(t) = g~ oc(t) = g o Moc(),

tedy u tifdy C* na (IToc)~(vg), coz je okoli bodu ty. O

Pozn.: Ze vztahu ¢ = ¢ o u plyne

dyp
5ui

k
c(t) = Dp(u(t))(u'(t)) = Z (u(t))u;(t), t € 1.

Definice 1.4. Vektor v € R™ je teénym vektorem k plose S C R™ v bodé z € S,
jestlize v = 0 nebo existuje regularni parametrizovand kiivka ¢ : I — S na ploge
S a bod tg € I tak, ze ¢(tg) = z a ¢/(tg) = v. Mnozinu vSech teénych vektoru
plochy S v bodé = € S znacime T,.S.

Véta 1.5 (popis teénych vektoru plochy). Je-li S C R™ k-plocha a x € S, pak
T,S je k-rozmérny linedrni podprostor R™. Je-li navic ¢ : U C R¥ — S mapa
plochy S s vlastnosti (u) = x pro néjaky v € U, pak

T,S = Lin{aw(u) a“a(u)} (1)

8u1 ""’Quk

a Dp(u) je zobrazuje bijektivné R¥ na T,S.

Umluva: Budeme pouzivat symbol de(u) pro bijekei RF — T3S,



Diikaz. Staci ukdzat rovnost (1) (protoze parcidlni derivace g—ul(u), s e (u)
jsou linedrné nezdvislé).

(a) Necht v = Zle aig—i(u) pro né&jaké (aq,...,ax) # (0,...,0). Uvazujme
ktivku

c(t) == p(ur +at, ... up +axt), te€(=6,0),

kde § > 0 je tak malé, aby argument lezel v defini¢cnim oboru mapy ¢. Pak
¢ je zfejmé reguldrni parametrizovand kiivka na plose S a plati ¢(0) = z a
¢(0) = Sy @i 22 (u).

(b) Necht ¢ : I — S je reguldrni parametrizovand kiivka, c(tg) = z. Piedpo-
kladejme, ze cely obraz kiivky c lezi v obrazu k-mapy . Pak podle pfedchoziho

tvrzeni ¢ = ¢ o u pro reguldrni parametrizovanou kiivku u = ¢! o ¢, a tedy
k D
d(tg) = u(to))us(to).
(to) ;:1 aui( (to))ui(to)
O

Véta 1.6 (zména parametrt plochy). Budte ¢ : U — S, v : V — S dvé mapy
plochy S takové, ze M := p(U)N(V) # 0. Pak zobrazeni o : o Y (M) —
Yp~H(M) je C difeomorfismus a pro p(u) = (v) € M plati

D@~ o p)(u) = (dy(v)) ™" o dp(u).

Diikaz. Bud z = ¢(u) = ¢(v) € M (pro vhodné u € U a v € V). Oznacéme II
kolmou projekci z R™ do linearniho podprostoru 7,5 a g :==Iloy, h ;=1 o9
(tedy g : U — R¥, h : V — RF). Diferencidly Dg(u) a Dh(v) jsou regularni,
tedy g, resp. h, jsou C! difeomorfismy na néjakém okoli bodu u, resp. v. Tedy i
h=tog = ¢ ~Loy je C* difeomorfismus na okolf bodu u. Protoze ¢ = ho(p " toyp),
musi byt

Dy(u) = Dy(v™" ((u) o D(™" 0 p)(u),
tedy i dp(u) = dip(v) o D(p =1 o )(u), z Eehoz uz plyne

(dp(v) ™" o dip(u) = DY~ 0 ) (u).
O

Definice 1.5. Rekneme, 7e zobrazeni ® : S — R definované na k-plose S je
tridy C™ (m > 1), jestlize pro kazdou k-mapu ¢ : U — S je ® o ¢ tiidy C™.
Je-li o : U — S k-mapa a x = ¢(u), definujeme diferencidl zobrazen{ ® v bodé
x jako

DO (x) i= D(® 0 p)(u) o (dip(u)) ",



Pozn.:
1. D®(z) je linearni zobrazen{ z T,,S do R™.

2. Diferencovatelnost ® sta¢i ovérit jen pro mapy z néjakého atlasu plochy

S.

3. Pro kazdou mapu ¢ plochy S je inverzni zobrazeni ¢! tiidy C™ na plose
impCS.
Tvrzeni 1.7 (korektnost definice diferencidlu na plose). Definice diferencidlu
zobrazeni na plose je korekini (nezdvist na volbé mapy).

Diikaz. Budte ¢ : U — S av : V — S dvé k-mapy, x = ¢(u) = 9(v). Pak
Poyp==>®o1 o1t oy na okoli bodu u, a tedy

D(@ o) (u) = D(®ov)(v) o D(¥~" 0 p)(u) = D(@ o) (v) o (dip(v)) ™" o dp(u),

coz dava

D(® 0 ) (u) o (dp(u) ™" = D(® 0 ¥)(v) o (d(v)) ™"

1.3 Mira na ploSe, plosny integral

Motivace: Uvazujme prosté linedrni zobrazeni L : R¥ — R™ (k < n), oznacme
M := L(R¥), a uvazujme shodnost R : R® — R" takovou, ze R(M) = RF x
{0,...,0}. Necht IT je projekce z R™ do prvnich k soufadnic. Pak Ilo Ro L je
linedrni zobrazeni z R* do RF a plati

| det(TIRL)| = \/det((IIRL)TTIRL) = \/det(LT L)

(protoze I i RTR jsou jednotkové matice). Podle véty o substituci (pro
linedrni zobrazeni) je

Mo RoL(B)) = /det(LTL) \*(B), B e B*

(B% znagi Borelovskou o-algebru v R¥). Je piirozené definovat (Lebesgueovu)
miru Ay na podprostoru M tak, aby pro kazdou borelovskou mnozinu B €
B*NM:={BNM: B e B"} platilo

M (B) = MNe(ITo R(B))

(nebot TI o R zobrazuje M izometricky na RF). Pak lze \y; popsat predpisem

Mz (B) := \/det(LTL) \*(LY(B)), BeB"NM.

Poznamenejme jesté, ze matici zobrazeni IIRL muzeme chépat jako matici
linedrniho zobrazeni L : R¥ — M vzhledem k néjaké ortonormalni bézi linedrniho
prostoru M.
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Definice 1.6. Bud ¢ : U ¢ R¥ — R” k-mapa. Na jednoduché k-plose S :=
©(U) definujeme borelovskou miru pg predpisem

us(B) = / Jro(u)d\F(u), B C S borelovska,
e~ 1(B)

kde

Jrp(u) == \/det(Dgo(u)TDw(u)), uel.

Pozn.:
1. Jgp(u) > 0, nebot Dy(u) ma plnou hodnost (bylo na cviceni).

2. Jypp(u) = |detdp(u)|, pokud linedrni zobrazeni dp(u) : R¥ — TS
reprezentujeme matici vzhledem k libovolné ortonormalni bazi te¢ného
prostoru Ti,(,)S.

Tvrzeni 1.8 (korektnost definice miry na plose). Definice us je korekini (ne-
zdvist na volbé parametrizace).

Dikaz. Méjme ¢ : U — S a: V — S dvé k-mapy parametrizujici plochu S.
Pak ¢~ lop : U — V je C''-difeomorfismus a podle véty o substituci (z prednasky
Teorie miry 1, dokdzané v Teorii miry 2) plat{ (klademe v = 1)~ top(u)) a piseme
struéné du, dv misto d\F(u), d\*(v))

/ Titb(v) dv = / Jitb(v) | det D(6~" 0 ) ()| du
Pp=1(B)

»~1(B)

= / | det dip(v)|| det(dip(v)) " (dp(u))| du
»=(B)

= / Jro(u) du
o-1(B)

(pouzili jsme vzorec z véty o zméné parametru plochy). O

Tvrzeni 1.9 (existence spocetného atlasu). KazZdd plocha v R™ md nejvyse
spocetny atlas.

Diikaz. Ocislujme si {Uy,Us, ...} vSechny koule v R™ s raciondlnimi st¥edy i
poloméry. Necht je ddna k-plocha S C R™ a pro kazdy bod x € S oznaéme
p, néjakou k-mapu S spliujici € im . Jisté existuje index i(x) takovy, Ze
r € Ujzy NS Cimg,. Ke kazdému j € J := {i(z) : x € S} vyberme libovolnou
mapu @; := @, pro néjaké x s i(x) = j. Pak {¢; : j € J} je atlas S. O

Véta 1.10 (existence a jednoznacnost miry na plose; definice). Na kazZdé k-
plose S C R"™ existuje pravé jedna Borelovskd mira us takovd, Ze pro kazdou
k-mapu ¢ plochy S plati ps|im ¢ = pim -



Diikaz. Bud {p; : i = 1,2,...} néjaky nejvyse spoetny atlas S. Uvazujme
rozklad plochy S = S; USaU..., kde S :=imp;, Sp := imeps \ im e, S3 :=
imps \ (im ey Uimps), .... Polozme

ps(B) = pime,(BNS;), BeB'NS.

Je-li ¢ libovolna k-mapa plochy S, pak pro libovolnou borelovskou mnozinu
B C im ) plati

ps(B) = ZMS(B ns;) = Zuimw(B ns;) = Zuimw(B NS;) = pimy(B)

(ve tieti rovnosti jsme vyuzili nezdvislosti miry na parametrizaci jednoduché
k-plochy). Jednoznacnost je zfejmé. O

Definice 1.7 (Plosny integral prvniho druhu). Je-li S € R™ k-plochaa f: S —
R borelovsky méfitelna funkce, pak definujeme

/Sde :=/Sfdus,

mé-li integral na pravé strané smysl (integral chdpeme jako abstraktni Lebes-
gueuv integrél podle borelovské miry ug).

Pozn.: Symbol “dS” je tradi¢né pouzivan pro tento typ plosného integralu a
nevztahuje se ke znaceni plochy S.

Véta 1.11 (Izometrie ploch). Je-li S C R™ k-plocha a p : R™ — R™ shodnost
(izometrie), pak p(S) je rovnéz k-plocha a plati p,s) = psp™*.

Diikaz. Je-li ¢ : U C R¥ — R™ k-mapa, pak po ¢y : U — R” je rovnéz k-mapa.
Navic plati D(po ¢)(u) = Ro Dy(u), u € U, kde R je linedrni slozka shodnosti
P, a tedy

Ji(pog) (u) = /det(Dip(u))T RT R(Dp(uw)) = 1/ det(Dip(u))T (Dip(u)) = Jrp(u).
Z toho plyne, ze pro libovolnou borelovskou mnozinu B C im(p o ¢)

Him(poyp) (B) = Mim Lp(p_l (B>)

K dokonceni dukazu si staci uvédomit, ze pro libovolny atlas (y;) plochy S je
(p o ;) atlas plochy p(S). O

Véta 1.12 (Podplochy nizsi dimenze maji miru nula). Bud S C R™ k-plocha
aS" C S l-plocha, | < k. Pak us(S") =0.



Dukaz. Pouzitim spocetnych atlast stac¢i ukazat vétu pro piipad jednoduchych
ploch: S = p(U), S" = ¥(V), kde ¢ : U C R¥ — R" je k-mapa a ¢ : V C
R! — R™ [-mapa. Slozené zobrazeni o~ ' o1 : V. — U C RF je t¥idy C', coz
ukdzeme podobné jako pro piipad kiivky na plose (I = 1), tedy pomoci vhodné
projekce plochy na okoli daného bodu do podprostoru dimenze k. Déle ¢! o)
je reguldrni a je to homeomorfismus, tedy je to [-mapa v U C RF. Mnozina
Q = ¢ 1(9") je tedy (jednoduchd) I-plocha v R¥. Ukazeme, ze A\*(Q) = 0 (z
toho jiz plyne dokazované tvrzenf).

Ke kazdému bodu z € @ existuje okoli O, takové, ze Q@ N O, lze zapsat jako
graf funkce, neboli: existuje linedrni podprostor W C R* dimenze [ (mizeme
volit napt. W = T,Q), oteviend mnozina Wy C W, oteviend mnozina Vo C W+
(W znaéf kolmy doplnék k W v R¥) a C! zobrazeni & : Wy — Vj tak, ze pro
O;E = WQ X ‘/0 je

QNO; ={(w,&w)) : we Wy}

Skutecné, je-li ¢ mapa @) na okoli bodu z, pak ¥ := g7 o ¢ je rovnéz mapa
na okoli z, pokud g = I o ¢ a II je projekce R* do vhodného I-rozmérného
podprostoru R* (napi. 7,,Q). Mapa v je uz hledani mapa odpovidajici grafu
funkce ! proménnych.

7 Fubiniho véty snadno plyne, Ze mira grafu funkce je nula, tedy A\*(Q N
0,) = 0. Z otevieného pokryti Q = Uer O, lze vybrat spocetné podpokryti

1

(argument je stejny jako pii ditkazu existence spocetného atlasu), tedy i \¥(Q) =
0. U

Definice 1.8 (zobecnéna plocha). Neprézdnd mnozina S C R™ je zobecnénd
k-plocha, jestlize existuje rozklad

S=SU---US,UMU---UM, p>1,¢>0,

kde Si,...,Sp jsou jednoduché k-plochy a M je I;-plocha dimenze 0 < [; < &,
j=1,...,q9 (¢ = 0), a plat{ podminka

q
S; N U Siz/ U E = 0.
i i j=1

Pozn.:
1. Pod 0-plochou rozumime mnozinu izolovanych bodu.

2. Jednoduché k-plochy S; nazveme komponentami S. Body = € S; nazveme
reguldrnimi body plochy.

3. Posledni podminka k4, ze kazdd komponenta musi mit prazdny prunik s
uzavery vsech ostatnich komponent, jedna se tedy o zesilenou podminku
disjunktnosti.

4. Standardnim piikladem zobecnéné (n — 1)-plochy je hranice jednotkové
krychle 0[0, 1]™.

10



Definice 1.9 (mira na zobecnéné plose). Na zobecnéné k-plose S =S; U--- U
Sp UM; U---U M, definujeme miru pug pfedpisem

s ::NS1+"'+MSpa

a plosny integral prvniho druhu jako integral podle této miry.
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Prednaska 11.3.2022

Tvrzeni 1.13 (korektnost definice pg). Definice miry ps na zobecnéné k-plose
S je konzistentni, tedy nezdvisi na reprezentaci zobecnéné plochy.

Dukaz. Méjme dvé ruzné reprezentace zobecnéné k-plochy S:
S=8U---USUMU---UM;=8U---US, UM{U---UM,,.

Ukazeme, ze
P p’
E Hs; = E Hsi,
i=1 j=1

coz muzeme ekvivalentné zapsat jako

’

p p
ZMSAS} = ZZMsﬂSi

P
=1j=1 i=1j=1

P

K3

(zde vyuzivdme toho, ze pg, (M]) = s (M;) = 0 pro vsechna i, j,1).
Pokud S; = ¢;(U;) a S} = ¢};(U;) jsou pifslusné parametrizace, plati

SN S; = @i(Us N ((0i) ™" 0 5(U7) = 5(U; N (7)™ 0 9i(U3)).

Protoze ¢; a ¢} jsou homeomorfismy, je primik S; N S} relativné oteviend
mnozina jak v S;, tak v S§- , je to tedy bud prazdns mnozina, nebo jednoducha
k-plocha a plati

ps;|S; = psins; = ws;|Si.

1.4 Gaussova-Ostrogradského véta

Motivace: Newtonuv vzorec iikd ze pro “rozumné” reilné funkce f jedné
proménné plati

b
/ f(2)dz = (b) — f(a).

Uvedeme zde analogii pro funkci vice proménnych.
Bud O c R*! oteviend a g,h dvé redlné funkce tifdy C' definované na
néjakém okoli uzavéru O takové, ze g < h na O a g = h na hranici 00. Polozme

Q:={(z,t) e OxR: g(z) <t <h(x)}

(oblast mezi grafy, oteviend podmnozina R™). Méjme déle néjakou funkci F' :
Q — R t¥dy C'. Pro kazdé = € O plati podle Newtonova vzorce

h(z)
/ aj(x,t) dt = F(z,h(z)) — F(z,g(x)).

12



Zintegrovanim obou stran dostaneme
/ / OF oty dtdan—(z) = / Pz, h(z)) — F(z, g(x)) dA"}(z).
O Jg(x) ot 0]

Levou stranu muzeme s pomoci Fubiniovy véty zapsat jako [ 8‘97F(2) d\"(z).
Necht v(z) znaéf jednotkovy vektor vnéjsi normély k oblasti v bodé z. Pokud
z = (x,t) lezi na grafu funkce h, pak

v(z) = (IVh@)? +1) " (_SZ(@, g (@,1) .

Zobrazeni x — (x, h(x)) pamaterizujici graf h mé Jakobian (||Vh(z)||* + 1)_1/2,
tedy lze psat

/OF(x,h(x))dAnfl(x):/ Fuv,dS

graf h

s ploSnym integralem na pravé strané, kde v, je n-ta souradnice normélového
vektoru nu. Analogicky vzorec plati i pro graf g a dohromady dostaneme

/ Fa,h(z)) — F(z, g(@) dA"(z) = [ Fu,ds.
O o

Vyse uvedenou rovnost tedy muzeme piepsat do tvaru

oF
—(2)dA\"(z) = Fu,dS.
Q an( ) (2) a0

To je specialni piipad néasledujici véty.

Véta 1.14 (Gauss-Ostrogradsky). Necht Q C R™ je oteviend omezend mnoZina
takovd, Ze jeji hranmice O je zobecnénd (n — 1)-plocha s koneénym plosniym
obsahem. Necht pro reguldrni body x € OQ v(x) znaci jednotkovyj vektor vnéjsi
normdly k Q v bodé z (tedy v(x) L T,(0) a x+ev(z) ¢ Q pro dostateéné mald
€>0). Necht F:Q — R je tridy C (tedy lze roz5iFit na néjaké okoli mnoZiny
Q jako funkce tridy C*). Pak plati

oF
o O;

(;v)d)\"(x):/ Fvy;dS, i=1,...,n.
o)

Disledek 1.15 (véta o divergenci). Necht Q je jako v predchozi vété a T :
Q — R™ je vektorové pole tridy C'. Pak

div T d\™ z/ (T,v)dS

Q o0

(divT =" | 9% je divergence pole T).

13



2 Plosny integral druhého druhu

2.1 Multivektory a diferencialni formy

Méjme vektorovy prostor V' dimenze n se skaldrnim souc¢inem (obvykle uvazujeme
V = R" se standardnim skaldrnim souc¢inem). Pod k-linedrni formou na V ro-
zumime funkci
f:Vx---xV =R
——
kx
linearni v kazdé proménné.
Definice 2.1. k-linedrni forma f: V¥ — R je antisymetrickd, jestlize

f(UTI'(l)7 s 7U7'r(k>)) = (Sgnﬂ')f(vlv ce 7vk)

pro vSechna vy, ...,v; € V apro kazdou permutaci © € (k) mnoziny {1,..., k};
sgn 7w znac¢i znaménko permutace 7. Prostor vSech antisymetrickych k-forem na
V budeme znagit symbolem A**(V'). Pod 0-formou rozumime realné éislo, tedy
A (V) =R.

Cvicéeni: Je-li f antisymetrickd k-forma a vektory vy, ..., v linedrné zavislé,
pak f(vlv"'vvk) =0

Pozn.: Je-li (by,...,b,) baze V, je kazd4 antisymetrickd forma f € A**(V)
urcena hodnotami

f(bi17--~7bik)7 1§i1<---<ik§n.
Déle budeme pracovat s V= R"™ a s kanonickou bazi (ey,...,e,).
Znaceni: Pro indexovou mnozinu I C {1,...,n} o k prvcich (|| = k) budeme

symbolem e} € A*F(R™) znacit antisymetrickou k-formu spliujici pro 1 < i <
o< <n

1 pokud I = {i1,...,ix},

eileis o en) = {0 jinak

Pro I = () klademe ep =1

Tvrzeni 2.1 (o bazi A**(R")). k-vektory e}, |I| = k, tvoid bdzi vektorového
prostoru A*F(R™), tedy dim A**(R™) = (7).
Diikaz. Prvky e} jsou zfejme linedrné nezavislé (uvazujeme pouze ruzné mnoziny
k indext): skute¢né, pokud Zm:k ayel =0, pak pro kazdou pevnou Iy = {i; <
Z arei(€ig, ... ey) =a, =0,
|T|=F
tedy a; = 0 pro kazdé I. Déle kazdou f € A**(R") mizeme psit ve tvaru
f=22 112 o€ s koeficienty oy = fleiy, ... €, ), I = {ix <. <ir}. O
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Definice 2.2 (vnéjsi algebra, vnéjsi soucin). Vnéjsi algebru nad R? definujeme

jako direktni soucet
n

A*(RY) = H A (RY).

k=0

Zrejmé dim A*(R?) = 37 (}) = 2™. Pro indexové mnoziny I,J C {1,...,n}
definujeme vnéjsi soucin prvku e} a e jako

s sgn(I,J)ej, . pokud I N.J =0,
er A [ ..
0 jinak,
kde sgn([Z, J) znaci znaménko permutace, kterd prevadi prvnich |I| prvka mnoziny
T'U J rostoucim zptisobem na I a zbyvajicich |J| prvku rostoucim zpusobem na
J. Ziejmé €3 A e% € A*FHH(RY). Vngjsf souéin rozsfifme linedrné na celou vnéjsf
algebru A*(R™).

Cviéeni: Proobecné prvky f € A**(R") a g € A*(R") plati fAg € A*F+(R?),

(f A g)(vla cee avk+l) = Z (Sgl’l J)f(vo(1)7 BERE) va(k))g(va(k+l)v cee ,Ua(k-l—l))a
oc€X(k,l)

kde ¥(k,!) je mnozina viech permutaci o € X(k + 1) takovych, ze o(1) < --- <
ok)aock+1)<---<o(k+]1).

Znaceni: Pro jednoprvkové indexové mnoziny {i} budeme psit
du; :=€j == €], € AL (RY).
Ziejmé pro mnozinu I = {i; < --- < i} pak plati
e; =dx;, N--- Ndxy,,

a i zde budeme pouZzivat znaceni dry := eJ.
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Prednaska 18.3.2022

Definice 2.3 (multivektory). Pro vektorovy prostor V definujeme vektorovy

prostor k-vektoru jako
AF(V) = A (V).

V piipadé V' = R™ ma tento prostor bazi {e; = e}*, |I| = k} (ztotoziiujeme
V** s V). Specialné A'(RY) m4 bazi {e1,...,e,} a splyvd tedy s R™. Prostor
A**(RY) mizeme chapat jako dudl (A*(R™))*, polozime-li e¥(es) = 07,7. Vnéjsl
algebra multivektoru je definovdna opét jako direktni soucet

AR := é AFR™)
k=0

a je na ni definovan vnéjsi soucin.

Definice 2.4. k-vektor a € A¥(R") je jednoduchy, jestlize existujf uy, ..., up €
R”™ takové, ze v = ug A -+ A ug.

Cviéeni Ukazte, ze 2-vektor e; A es + e3 A eq v R* neni jednoduchy.

Definice 2.5 (skaldrni soucin). Pro indexové mnoziny I,J, |I| = |J| = k,
definujeme skaldrni soucin jako

1 pokud I = J,
er-ejy =
R0 jinak,

N~

a rozsirime tuto definici linedrné na A¥(R™). Skaldrni soucin indukuje normu

lof] = Ve a.
Cviceni:
1. Pro vektory uq,...,u, € R™ plati

uy A Auy, = det (ui,j):jzl (61 A A en)'
2. Pro u,v € R" je

uAv= Z(uivj —u;v;)(e; Aej).
i<j

Cvigeni: Pro multivektor o € A(R™) polozme L(«) := {v € R" : v A v = 0}.

1. Pro a € A¥(R") je L(a) je vektorovy prostor dimenze nejvyse k, piitom
dim L(«) = k prave tehdy, kdyz je a jednoduchy.

2. Jestize pro a, B € A¥(R™) plati L(a) = L(B), pak a = ¢f3 pro né&jaké ¢ # 0.
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7 vyse uvedenych vlastnosti plyne, ze normované jednoduché k-vektory repre-
zentuji orientované k-rozmérné podprostory R™.

Definice 2.6 (diferencidlni forma). Diferencidlni formou stupné k rozumime
hladké (C*°) zobrazeni
w: Q- AR

definované na oteviené podmnozing Q C R™. Symbolem £F(Q) znacime vekto-
rovy prostor vSech diferencidlnich k-forem na €.

Pozn.: Kazdou diferencidlni k-formu w € £%() miizeme psit ve tvaru

w(z) = Z wr(z)dzry, =€,

|I|=k

s hladkymi redlnymi funkcemi wy : @ — R. (Pfipomenme, 7ze dx; = dx; A--- A
dx;,, pokud I = {iy < -+ <ix}.)

Definice 2.7. Necht Q C R" je oteviend mnozina a 0 < k < n. Vné&jsi (de
Rhamiiv) diferencidl je zobrazen{

d:EF(Q) — EFL(Q)

definované nasledovné: Pro k =0 a f € £°(Q) (f je redlna funkce) klademe

Z@m a)dz;, x €.

Prok>0aw= Z\Ilzk wrdxy pak

dw(z) = Z (dwy(x) A dxy)

|I|=k

8&1[

) (dx; Ndxy), x € Q.
|[I|l=k i=1
Piiklad: Pro 1-formu w(x,y) = (22 + y?) dx — 22y dy dostavame

dw(z,y) = 2x(dx A dx) + 2y(dy A dx) — 2y(dz A dy) — 2z(dy A dy)
= —4y (dz A dy).

Véta 2.2 (pravidla pro vnéjsi diferenciél). Pro Q C R™ otevienou, 0 < k,1 < n,
w € EX(Q) aT e &YNQ) plati:

(i) d(w+ 7) = dw + dr, pokud k = 1.
(ii) dwAT) =dw AT+ (=) wAdr.
(iii) d(dw) =
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Diikaz. Vlastnost (i) plyne pifmo z definice.
(ii) Vzhledem k linearité vnéjsiho diferencidlu sta¢i rovnost dokdzat pro
pripad w = wydxy, T = Ty dx ;. Plati

d(wId.%‘]/\TJdLL'J) = d(wITJ(dl‘[ AN dl‘]))
_Z<a ITJ+ [g )(diCZ/\dx[/\dCL'J)

aTJ

fZ—Tszz/\dxj/\de+Zw1 1)kda:1Ad:ci/\de

i=1 i=1
=dw AT+ (=) wAdr.

’L

(iii) Opét stacl uvazovat piipad w = wydx;. V piipadé k = 0 je w = f €
( ) df Zz 1 8; dl’,

d(df) = Z dxj A dz;
=1

0%f 0% f
O0x;0x; - Ox 10T;

™M HM:

> dzr; Ndx; =0,

nebot parcidlni derivace druhého fddu funkce f jsou symetrické. Pro k > 0 pak
mame
d(wl daj]) =dw; Ndxg

a podle pravidla (ii)
dQ(w] dl‘]) = d(dw; A d.]?])
= d*w; Ndxr — dwr A d(dzr) = 0.
O

Definice 2.8. Diferencidln{ forma w € £¥(Q) (k > 1) je exaktni, pokud w = dr
pro né&jakou 7 € EF71(Q). Forma w € £¥() je uzaviend, pokud dw = 0.

Pozn.: Podle posledniho tvrzeni piedchozi véty je kazdd exaktni forma uzaviena.
Pro nékteré oblasti 2 plati i obracend implikace, naptiklad pro otevienou kouli:

Véta 2.3 (Poincarého lemma). Je-li Q C R™ oteviend koule a 1 < k < n, pak
kazdd uzaviend k-forma w € E¥(Q) je exaktni.

Pozn.: Poincarého lemma ponechame bez diukazu. Uvédomme si ale, co tikd

pro pifpad k = 1. Pak w = >_" | w;dz; a uzavienost w znamend dw = 0, tedy
8(.«)1' o 3wj
ox;  Ox;’

i # j.
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Exaktnost w zas znamend, ze existuje 7 € C*°(Q) takovd, ze

_or
o &m’

Wy i=1,...,n.

Poincarého lemma v tomto piipadé je zndmo jako véta o potencidlu.
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Prednaska 25.3.2022

Definice 2.9 (prenos diferencidlni formy). Bud'te U C R™ a V C R" oteviené
mnoziny a ® : U — V hladké (C°°) zobrazeni. Pro 0 < k < min(m,n) definu-
jeme zobrazeni
o EF(V) = EF )
nasledovneé:
P (w) = Z (wr o ®@)dP;, A--- ANdD,, ,
|I|=Fk

pokud w =3y wrde, I ={iy <--- <ipta®= (®q,...,0,)7T.

Pozn.: Prok=0je ®*f = fo®, pro k > 1 pak

m 8@1 m a¢l
(W)= D (wro®) ., Qi | A A . Ui
\T|=k =1 Ot di=1 Ot

Piiklad: Pro ®(u,v) = (ucosv,usinv) a w = (22 + y*)dz A dy je
®* (w) = u?(d(ucosv) A d(usinv))
= u?(cos v du — usinv dv) A (sinv du + u cosv dv)

=udu A dv.

Véta 2.4 (Vlastnosti prenosu dif. formy). Necht ® : U — V je tridy C>,
UCR™, V CR" oteviené mnoZiny, w € E¥(V), 7 € E(V). Pak plati:

(i) *(w+7) = *w + P*7, pokud k =1,
(ii)) D*(wAT) = DP*w A P*7,
(i1i) ®*(dw) = d(P*w),
() je-li W : W — U tridy C, W C RP oteviend, pak (PoW)*w = U*od*(w),
(v) prok=1l=naw= fdzs A--- ANdz, je
O*w=JD(fo®)dus A---Aduy,

@Z n
J& = det <3 > .
duy ij=1
Dukaz. (i) Plyne z ptimo z definice.
(i) Staci (vzhledem k (i)) dokézat pro pifpad w = wydxy, T = 7ydx ;. Necht
I={i1<---<ixtadJ={j < - <j} Pak

<I>*(w /\T) = (I)*(OJ[TJ dxy N d{I?])
= (wIO(I))(TJO(I))d(bil /\/\d(I)lk /\d(bjl /\"'/\d(I)jl
=P*w A PT.
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(iii) Dokazujeme opét pro piifpad w = wydzyr, I = {i; < --- < it }. Podle definice
je
0
*(dw) = ©* ( 8“1 das A daq)
i=1

e,
—Z(azfo@) d®; A dD;, A -+ AdD;,

1=

1
d(®*w) = d ((wr 0 B) d;, A -+ A d;,)
i ®
:ZMduMd% Ao N dD;, .
1 a’LLj

Dosazenim rovnosti

d®; =

gq) a wloq) :zn:(gw[ ) gq)l

j=1 i—1 \ O Uj

do vyse uvedenych vztahtu dostaneme kyzenou rovnost ®*(dw) = d(P*w).
(iv) Pokud w = f € £°(V), pak

(ol)'w=fo(@oW)=(foB)oW = (fob) =T o0& (f).
Pokud déle w = dx; € EY(V), pak

_Z(aw o\Il> AU, =0 (Z 8uldul> = U*(D*w).

l
Obecny piipad dostaneme pomoci vlastnosti (i) a (ii).
(v) Prow = fdxy A--- ANdxy, je skuteéné
P*'w=(fod)dD; A---ANdD,
09, — 09,
=1 Jj=1

=(fo®)JOdus A--- A duy,.

2.2 Orientace plochy, integrace diferencialnich forem

Definice 2.10 (orientace plochy). Orientact k-plochy S C R™ rozumime spojité
zobrazeni

7:8 — AF(RY)
takové, ze pro kazdy bod x € S je 7(x) jednoduchy k-vektor s normou ||7(x)| =1
a spliwjici 7(x) € A¥(T,S) (tedy 7(x) reprezentuje tecny prostor 7,.5).

21



Priklady:
1. Pro 1-plochu S a z € S je 7(z) jednotkovy vektor tetny k S v x.

2. Pro valcovou plochu S = {z? + y? = 1} C R® miizeme volit tieba

T(l’,y,Z) = (ya 71‘70) A (0303 1)7 (I7y7z) € S.

Definice 2.11 (orientovany atlas). Jednoduché k-plocha S = ¢(U) mé orien-
taci

22 () A A 22 ()
() = 22 w ey,
|22 @) - A 22 ()

tuto orientaci nazveme orientact indukovanou parametrizact p. Rekneme, ze dve
mapy ¢, plochy S s protinajicimi se obrazy jsou shodné orienované, jestlize
T(p(u)) = 7((v)) kdykoliv p(u) = ¥(v) € S. Atlas A plochy S nazveme
orientovanym atlasem, jsou-li kazdé jeho dvé mapy s protinajicimi se obrazy
shodné orientované. Orientovany atlas ziejmé urcuje orientaci plochy.

Cvicéeni: Dvé mapy , ¥ plochy S jsou shodné orientované pravé tehdy, kdyz
pro kazdy bod ¢(u) = 1(v) € S plati

J(W ™ o p)(u) = det D(¥™" 0 p)(u) > 0.

Cviéeni: Popiste dvé riizné orientace jednotkové sféry S2.

Definice 2.12 (rozklad jednotky). Rozkladem jednotky na mnoziné §) # M C
R™ rozumime soubor funkei (hy)aer takovych, ze

1. Pro kazdé a € I, hy : R™ — [0,1] je funkce tiidy C*° s kompaktnim
nosi¢em spt hy, := cl{z € R™: hy(z) > 0};

2. soubor (spt hq )acr je lokdlné konecny (tzn.: pro kazdy bod = € R™ existuje
€ > 0 takové, ze mnozina {a € I : spt h, N B(x,¢) # (0} je konecn4;

3. pro kazdy x € M je Y . ha(x) = 1.

Je-li S C R™ orientovand k-plocha tfidy C*° s atlasem A, pak existuje roz-
klad jednotky (hs) na S takovy, Ze pro kazdé « existuje mapa ¢ € A spliujici
S Nspth, C imp. Budeme fikat, ze takovy rozklad jednotky na plose S je
podrizeny atlasu A.

(Bude ukazéno priste.)
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Prednaska 1.4.2022

Véta 2.5 (existence rozkladu jednotky). Necht S C R" je k-plocha s atlasem
A. Pak existuje rozklad jednotky (ha)acr na S podiizeny atlasu A, tedy takovy,
Ze ke kazZdému o € I existuje g, € A tak, Ze spthe NS Cimp,.

Dikaz (nebude zkousen). (1) Ke kazdému = € R™ a r > 0 existuje funkce f,, :
R™ — [0, 1] tiidy C* a takovd, ze fq.(x) > 0 pravé tehdy, kdyz ||z — a|| < r.
Muzeme vzit napiiklad funkci

llz—al® )
exp (24 ) | z—al <,
farl@) =37 (”w‘“”z_rz “. [
0 jinak.

(2) Predpokladejme nejprve, Ze plocha S je kompaktni. Ke kazdému bodu
x € S najdeme polomér r(z) > 0 takovy, ze B(x,r(x)) NS C im ¢ pro néjakou
mapu ¢ € A. Oteviené koule U, (,(z), x € S, pokryvaji kompakt S, existuje
tedy konectné mnoho bodu x1,...,x; € S tak, ze

ScU:= Ur(ml)(xl) J---uU Ur(mk)(l‘k).

Funkce g(x) := 2?21 fe; r(e;)(2) je kladnd na kompaktni mnoziné S a nabyvd
zde minima § > 0. Nechf ¢ : R — [0, 1] je C*° funkce splitujici ¢(t) = 0 prot <0
a ¢(t) =1 pro t > 4. Pak funkce

f;tm,r T (m)
hi(x) = {Q(g(x)) z 9((96)) ) zel,
' 0, z ¢ U,

i =1,...,k, tvofi hledany rozklad jednotky.

(3) Pro obecnou k-plochu S vyuzijeme lokélni uzavienosti S a najdeme po-
sloupnost kompaktnich mnozin (K;) v R™ takovou, ze S N K; je kompaktni a
K; Cint Kj1q pro kazdé j, anavic S = (J;(SNKj;). Je-li S = FNG s uzavienou
F a otevienou GG, muzeme volit

K;=[-4,j]"N{z € G: dist(2,0G) > j~'}, jeN.
Podle postupu z ¢asti (2) pak najdeme pro kazdé j koneéné mnoho bodu

.13{, Ce 7$i(j) S Sj =5N (KJ \Hlt Kj—l)

a poloméry r(z?) > 0 tak, 7e oteviené koule UT(IJ;)(I{) pokryvaji S;, ale pritom
jejich uzdveéry nezasahuji S; pro |l — j| > 1. Hledany rozklad jednotky je

Fat (o) (@)
[e%) k
S0t o Fup it ()

hij(z) = , xeRd,izl,...,k(j),jeN.
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Definice 2.13 (integrace diferencidlnich forem). 1. Je-li @ C R™ neprazdnd
oteviend a w € &£"(Q), pak w = fdxy A - - A dx, pro n&akou funkci
f € C>®(Q) a definujeme

/Q Wi / f(@) A" (@),

mé-li integral na pravé strané smysl.

2. Je-li S = p(U) jednoducha k-plocha v R™ uréend C*° mapou ¢, D S
oteviend mnozina a w € £F(Q), definujeme

/w::/go*w7
s U

ma-li integral na pravé strané smysl.

3. Je-li S C R™ orientovand k-plocha tiidy C'*° s atlasem A, 2 D S oteviend
mnozina a w € EF(Q) takova, ze

/ lw]| dS < o0,
s

/Sw = Z/im%(haW);

[e3

definujeme

zde (ha) je néjaky rozklad jednotky na na S podiizeny atlasu A a pro
kazdé a, ¢, je néjakd mapa atlasu A spliiujici S Nspt hy C im p,.
Pozn.:
1. |lw(z)|| zna¢i normu w(z) € A**(R™), tedy pro w(x) = >oirj=k wi(@)day je

lo@)ll = | > wil2)2

)=k

2. z predpokladu [ [lw||dS < oo plyne, ze suma v definici [¢w konverguje
absolutné pro kazdy rozklad jednotky podiizeny néjakému atlasu. Z Tvr-
zeni 2.6 nize totiz plyne

3 /im%(’”‘““’)

[e3

< [ lwas
« m@qa
:Z/hanHdS:/ ]| dS < oc.
o Js s

3. fsw je vzdy definovan, pokud je S N sptw kompaktni. (Spojitd funkce
llw(z)|| je totiz omezend na kompaktu S Nsptw a zéroven pg(SNsptw) <
00.)
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4. Zobrazeni w — [¢w je linearni.

5. Korektnost definice (nezévislost na volbé atlasu a podfizeného rozkladu
jednotky) plyne z nasledujicich tvrzeni.

Tvrzeni 2.6. Je-li S C R™ orientovand k-plocha, Q O S oteviend a w € E¥(R),

pak
’/w‘ §/||w||dS,
S S

je-li integrdl na levé strané definovdn.
Drikaz. Tvrzeni staci dokdzat pro piipad jednoduché plochy S = ¢(U). Necht
w = Zm:k wrdxr. Pak

Prw=> (wrow)dpi A+ Adpy,

[1|=k

(kde I ={i; <--- <ig}), a tedy

lowll < |3 @row)? |3 lldpi A+ Adpi,|I? = llwo ol | Tegl,

1=k 1=k
tudiz
Lo =|[oel < [retar < [ woplinplan = [ ol as
5 U U U S
O
Tvrzeni 2.7 (korektnost definice integrélu z diferencidlni formy). (i) Je-lig:

V — U C difeomorfismus dvou oteviengch mnozin U,V C R" s kladngm
Jakobidnem (Jg > 0 na V), pak pro kaZdou n-formu w € E™(U) plati

Jyw=[,gw.

1. Jsou-li o : U = R™ a v : V — R" dvé shodné orientované k-mapy tiidy
C parametrizujici tutéz jednoduchou k-plochu S = o(U) =4¥(V), Q2D S
oteviend a w € E*(Y), pak plati

oo

(i1i) Jsou-li A, A" dva kladné orientované C™ atlasy téze orientované k-plochy
S a (ha), (hb) jim podrizené rozklady jednotky na S, pak plati

DY O g/ﬁmw; ).

(e

Podle vijse uvedené pozndmky vsechny sumy konverguji absolutné.
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Diikaz. (i) Pro n-formu w = fduy A --- A du,, plati

g'w=(Jg)(fog)dvi A+ Advp,

/U w= /U F(w) dX" (),

/V grw = /V (f 0 9)(v) Tg(v) dA" (1),

a tedy

a oba integrily na pravé strané se rovnaji podle véty o substituci (pfipomenme,
ze Jg > 0).

(ii) Vime, Ze pfechodové zobrazeni g := ¢~ to : V — U je C* difeo-
morfismus, ktery mé navic kladny Jakobidn (diky shodné orientaci map). Plati

tedy
/Viﬁ*w:/v(saog)*w:/vg*(so*m:/Uso*w-

Vyuzili jsme vzorec pro prenos slozenym zobrazenim a ¢ast (i).
(iii) Protoze (hq) i (h;a) jsou rozklady jednotky, plat{ pro vsechna a;, 3

ha =Y hahly, hy=> hahj,
B a

a tedy
S =% [ Y habi
o impq o impq B
S>3 IRCEEESD oy )
a 8 1m<,paﬁlm<,aﬂ B im gy

O

K praktickému vypoctu integralu nepouzivame rozklad jednotky, nybrz nasledujici
vzorec.

Tvrzeni 2.8. Bud S C R" k-plocha tridy C* a ¢1,...,¢, mapy S s dis-

junktnimi obrazy S; :=1mp; C S, i=1,...,p, a takové, Ze
P q
S\ U S; C U Mj
i=1 j=1
pro néjaké plochy My, ..., M, dimenze niz§i nez k. Necht Q D S je oteviend a

w € EM(Q) takovd, Ze [ ||w| dS < co. Pak

B
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Diikaz. Necht (h,) je ngjaky rozklad jednotky na S podiizeny néjakému atlasu
S. Podle definice je [qw =", [, o Palhaw) (kde o je néjakd mapa atlasu
plochy s vlastnosti S Nspt h, C im @y ).

Pro kazdé « pak plat{ (zna¢ime U, defini¢ni obor mapy ¢,)

/im%(h““) - /U o (haw) AN

e4

@7 (haw) dAF.

/Ui(Uampglsi)uuj(Umwgan
Vime, ze cp;le je plocha dimenze mensi nez k, tedy jeji k-rozmérnd mira je
nulové. Déle pro kazdé i necht ; : U; — S; je pifslugnd mapa. S; N im @,
bud prézdnd mnozina, nebo jednoduché k-plocha, a z nezévislosti integralu na
parametrizaci dostaneme

/ (how) = / 0" (haw) dNF
im@eq Ui(Uar\NP(;ISi)
-y / 7 (haw) dAF
P UaNpatS;

->/ i)
- Z:/Si(haw).

Sectenim pies vSechna a dostaneme kyzenou rovnost. O
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Prednaska 8.4.2022

2.3 Plochy s krajem a Stokesova véta

Definice 2.14 (plocha s krajem). Rekneme, 7e neprazdnd mnozina S C R” je
k-plocha s krajem (t¥idy C°), jestlize ke kazdému bodu z € S existuje oteviend
mnozina V 3 z, U, C R¥ oteviend, k-mapa ¢ : U, — R™ (tifdy C*°) a uzavieny
poloprostor H, C R* takové, ze

e(H,NU,)=5NV.

Soubor takovychto k-map, jejichz obrazy pokryvaji S, nazveme atlasem S.
Mnozinu
08 = | p(0H,NU,)
pEA

nazveme krajem plochy S a mnozinu
int S:=5\09S

vnitrkem S.

Pozn.:

1. Uzavienym poloprostorem R* rozumime libovolnou mnozinu

{r eR*: (v,a) <t}, acSF ' teR

2. Ke kazdému bodu z € S existuje okoli v S homeomorfni relativné oteviené
podmnoziné uzavieného poloprostoru R*. Bod z je bodem vnitiku S pravé
tehdy, kdyz je néjaké jeho okoli v S je homeomorfni oteviené podmnoziné
RE. Definice kraje a vnittku plochy tedy nezavisi na volbé atlasu.

3. Upozornéni: S zde neznaci hranici plochy v metrice R™.

4. Pro kazdou mapu ¢ plochy s krajem S jsou (int H, NU,) a ¢(U, \ Hy,)
dvé disjunktni k-plochy, pokud jsou to neprazdné mnoziny.

5. Plocha s krajem nemusi byt uzaviend mnozina. I plocha samotnd (bez
kraje) spliuje definici plochy s krajem. Jako pifklady 2-ploch s krajem
muzeme vzit vnitfek ¢tverce a pridat k nému vnitiky nékterych (nebo
vSech) jeho hran.

Tvrzeni 2.9 (kraj k-plochy je (k—1)-plocha). Je-li S C R™ k-plocha s krajem,
pak jeji kraj 0S je prdzdnd mmnoZina nebo (k — 1)-plocha.

Dikaz. Ke kazdému bodu z € 0S existuje oteviend mnozina x € V. C R", k-
mapa ¢ : U, — R™ a uzavieny poloprostor H,, C R tak, ze SNV = p(H,NU,,).
Staci overit, ze restrikce ¢ = ¢|(U, N 0H,) je (k — 1)-mapa. Hranici 0H,,
mizeme ztotoznit s R¥=1 a U, N 0H,, je jeji oteviend podmnozina. ¢ je tifdy
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C® a jeho diferencdl ma plnou hodnost (jinak by ani diferencidl ¢ ve stejném
bodé nemél plnou hodnost). Koneéné zobrazeni

$:U,NOH, =V NoS

je homeomorfismus (¢ i $~! jsou restrikce spojitych zobrazeni, tedy spojitd
zobrazeni). O

Definice 2.15 (vnéjsi norméalovy vektor). Je-li H C R¥ uzavieny poloprostor
tvaru H = {y : (y,a) < t} pro néjaky jednotkovy vektor a € R¥ a t € R, pak
vektor a nazveme vnéjsim normdalovym vektorem poloprostoru H.

Je-1i S C R™ k-plocha s krajem, z € 95 bod kraje plochy, ¢ mapa S splaujici
x = p(u) pro ngjaky bod x € U a a jednotkovy vngjsi normélovy vektor polo-
prostoru H,,, pak vektor

v(a) = L2 ()T (05)
[T(D(w)())|T.(95) ]

nazveme vnéj§im (jednotkovym) normdlovym vektorem plochy S v bodé kraje x;
zde T1(v|T,(8S)*) znaéi kolmou projekei vektoru v do kolmého doplitku te¢ného
prostoru T,,(95).

Pozn.: 1kdyz z je bodem kraje plochy, muzeme uvazovat tetny prostor 7,5 =
im Dp(u) (jednd se o teény prostor jednoduché k-plochy ¢(U,), kterd “pro-
dluzuje” plochu S pies jeji kraj v bodé z). Vektor vg(x) zfejmé lezi v tecném
prostoru 7. S a je kolmy k podprostoru T,,(95) dimenze k — 1 a zdrovern sméiuje
“ven” z plochy S, tedy x +¢evg(x) € S pro € > 0 dostatecné mald. Tim je vektor
vg(z) jednoznacéné uréen a nezavisi na volbé mapy .

Definice 2.16 (Hodgeho dualita). Je-li V' vektorovy prostor dimenze n se ska-
larnim soucinem (-,-) a s ortonormdlni bézi (ey,...,e,) (urcujici orientaci V),
pak linedrnf operator x : V. — A"~(V) je definovén predpisem

v xv,  uA(x0) = (u,v)er A Aey, ueV.

Cviceni: Ukazte, ze operator  je korektné definovan. Dale ovétte, ze v pripadé
V=R"
VI A NUp1] =%V &< V=01 X -+ X Up_1,

tedy ze x je v jistém smyslu dualni operator k vektorovému soucinu.
Pozn.: Je-li S C R™ k-plocha s krajem, pak int S := S\ 95 (vnitiek plochy
S) je k-plocha. Je-li ddle 7 orientace plochy int S, lze tuto orientaci vzdy jed-

noznacné rozsitit i do bodu kraje S. Zaroven médme v krajnich bodech plochy
definovan i k-rozmérny tecny prostor 7,.S.
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Definice 2.17 (orientace plochy s krajem). Je-li S C R™ orientovand k-plocha
s krajem s orientaci z — 7g(x), x € S, pak indukovand orientaci kraje 95 je
definovana jako

Tos(x) == *rvs(x), x € IS,
kde T' =T, S je teény prostor plochy S v bodé x orientovany ve shodé s orientaci

S a xp zna¢i Hodgeho dualitu v prostoru T'.

Pozn.: Pro 7ps(z) = uy A -+ A ug—1 musi vzdy byt

(vs(x),u1, ..., Up—1)
kladné orientovana béaze te¢ného prostoru 7,.S.

Véta 2.10 (Stokesova véta pro poloprostor). Bud H C R™ uzaviensj poloprostor
s orientaci e; A -+ Ae, aw € ELR™) forma s kompaktnim nosicem. Pak

/ dw:/ w.
int H OH

Dukaz. Forma w je tvaru

n
w = Z(—l)iilwi dl‘l VANCERIVAN d.IfL'_l A d$i+1 VARERIVAN dﬁCn,
i=1

a tedy

dwz( aWi)dncl/\-~-/\d:10n.
i=1 Oz;

Bez jmy na obecnosti (volbou vhodné ortonormélni baze) muzeme predpoklddat,

ze H={z: x, <0}. Provsechnai < n je pak ffooo g‘;? dz; = 0 (protoze vsechny

parcidlni derivace maji kompaktni nosic). Plati tedy

n—1 8(4)'
/ Z ) dey Ao Adxy, =0,
int H i=1 axl

0
/ dw = / ( aw”dn%) dzy...dx,
int H Rn—1 —00 8xn

:/ wn(:zzl,...,:rn_l,O)dxl...da:n_l.
Rn—1

a dostavame

Funkce
o (@1, 1) — (21, ..., Tp—1,0)
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parametrizuje hranici H, s orientaci (—1)"~! (tedy tato mapa indukuje klad-
nou orientaci hranice pro n liché a zdpornou pro n sudé). Pak plati

/ w:/ orw
oH Rn—1

7/ wWn(x1,. .y &po1,0)day ... day_1.
]Rn—l

O

Véta 2.11 (Stokesova véta). Je-li S C R™ kompakini orientovand k-plocha
tridy O s krajem, Q0 O S oteviend mnoZina a w € E¥~1(Q), pak

/ w:/ dw.
as int S

Drikaz. Necht A je (orientovany) atlas S a (h,) rozklad jednotky podiizeny
atlasu A. Protoze S je kompaktni, muzeme predpokladat, ze rozklad jednotky
je koneény, a oba integraly konverguji. Pro kazdé a necht ¢, : U, — S je mapa
atlasu A s pifslusnym poloprostorem H, C RF a s vlastnost{ SNspt by C im g,
Pak plati

dw = / d how | = d(how
/int S int S (; ) ; int SNim ¢4 ( )
- =3 [ d(enha)
~ JUanint H, o JUanint H,

-y /im " d(p% (hqw)) = Za: /a . P (haw)

[e3

;/ashaw/asm
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Prednaska 22.4.2022

Disledek 2.12 (Véta o divergenci). Je-li S C R™ kompaktni n-plocha s krajem,
Q C S otevrend a F : Q — R™ vektorové pole tiidy C*, pak

/ div F d\" = / (F,vg)dS
int S oS

(vs(x) je vnéjsi jednotkovy normdlovy vektor k S v bodé x € 8S).

Dukaz. Uvazujme formu
w = Z(—l)i_lFl‘ dri N+ ANdxi_1 A d$i+1 A---Ndx, € 5n_1(Q)
i=1

Plati dw = div F dz1 A - - - A dx,,, a podle Stokesovy véty tedy plati

/ dide/\”z/ w.

int S oS
/ w:/ (F,vg)dS.
as a5

Vypocet je ponechdn na cviceni. O

Zbyva ukazat, ze

Diisledek 2.13 (Greenova véta). Je-li S C R? kompaktni 2-plocha s krajem
takovd, Ze int S je souwwvisld, v krivka obihagici hranici 0S v kladném smyslu,
Q C S oteviend a F : Q — R2 vektorové pole tiidy C>, pak

/ rot Fd\? = /(F1d33 + Fady),
int S ol

e OF, OF
tF o= —2_ L
ro ox oy

je rotace pole F' a na pravé strané je krivkovy integrdl druhého druhu.

Diikaz. Obraz kiivky v(t) = («(t),y(t)) je 1-plocha a jeji vnéjsi normélovy vek-
tor dostaneme normalizaci vektoru (y'(¢), —z'(¢t)). Podle Gauss-Ostrogradského
véty je tedy pro vektorové pole G

%G1 06 o [
/ims<8x + dy ) d\” = 7( Gy dx + Gidy).

Volbou G := (Fy, —F}) dostaneme kyzeny vzorec. O

Vyse uvedené véty se tykaji jen hladkych ploch s hladkym krajem. Uvedeme
jesté na zavér této kapitole zobecnéni pro plochy se “skoro hladkym krajem”.
Zacneme vétou, kterd je velmi podobna Vété 1.14.

Rekneme, ze M C R* je teleso se skoro hladkou hranici, jestlize
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(i) M je kompaktni a int M # 0,

(ii) existuje podmnozina M* C OM, kterd je sjednocenim kone¢né mnoha
ploch dimenze mens{ nez k — 1 (M* = @, pokud k¥ = 1) a takovd, Ze
M\ M* je k-plocha s krajem,

1. M@M\M*(aM\M*) < o0.

Hranici OM nazveme krajem M a integrél z diferencidlni formy w pres OM

definujeme jako
[ao=f —w=f
oM A(M\M*) OM\M~

(tedy pfi integraci ignorujeme ireguldrni body z M™*).

Véta 2.14 (zobecnéna Gaussova véta). Je-li M C R¥ téleso se skoro hladkou
hranici, Q@ D M oteviend a w € E¥~1(Q), plati

/ dw:/ w.
int M OM

[Bez dukazu]

Pozn.: Vétu lze pouzit napiiklad pro kvadr (za M* bereme sjednoceni vsech
vrcholt, hran a stén dimenze mensi nez k — 1), useknuty kuzel, apod.

Déle fekneme, ze mnozina S C R" je kompaktni k-plocha se skoro hladkym
krajem, jestlize S = (M) pro néjakou k-mapu ¢ : U — R™ a téleso se skoro
hladkou hranici M C U C R*. Neni tézké nahlédnout, ze pro S* := @(M*) je
S\ S* k-plocha s krajem a ze jej{ kraj m4d konec¢ny plosny obsah. Budeme znacit
int S := (int M) (vnitiek S, shodny s vnittkem S\ S*) a 0S5 := J(S\S*)US* =
S\ int S (kraj S), a integrdl z diferencidlni (k — 1)-formy pfes 95 definujeme

jako
/ wi= / w.
as 8(S\S5*)

Véta 2.15 (zobecnénd Stokesova véta). Necht S C R™ je kompaktni k-plocha
se skoro hladkym krajem. Necht Q O S je oteviend a w € EF~1(Q). Pak plati

dwz/ w.
int S a8

Véta plyne z predchozi (zobecnéné Gaussovy) véty:

/ dw:/ go*(dw):/ d(gp*w):/ @*wz/ w.
int S int M int M oM oS
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3 ZAaklady diferenciilni geometrie ploch v R3

3.1 Normadla, prvni a druha fundamentalni forma plochy

Ve zbytku piednasky se budeme zabyvat 2-plochami v R? tifidy C*°, budeme o
nich hovorit struc¢né jako o plochéch. Orientace plochy S je ddna spojitym zob-
razenim x — N (z), které bodu plochy pfifazuje jednotkovy normélovy vektor.

Toto zobrazeni
N:S—R3

se nazyvé Gaussovo zobrazeni. Je-li ¢ : U — S mapa S (respektujici orientaci
S), pak

Piipomenme si definici diferencialu zobrazeni na plose.

Lemma 3.1. Gaussovo zobrazeni je diferencovatelné a plati
DN (z)(T,S) C T, S.

Dikaz. Je-li ¢ : U — S mapa a © = ¢(u), pak slozené zobrazeni n := N o f je
diferencovatelné, tedy i N je diferencovatelné v x podle definice. Derivovanim
rovnosti (n(u),n(u)) = 1 dostaneme (Dn(u)(¢),n(u)) = 0 pro viechna ¢ € R?,
tedy Dn(u)(R?) C T, S. Tvrzeni pak plyne z toho, ze DN (z)(T,.S) = Dn(u)(R?)
(podle definice diferencidlu na plose). O

Definice 3.1. Bud S orientovana plocha a x € S .

1. Linedrn{ zobrazeni L, = —DN(z) : T,,S — T,.S se nazyva Weingartenovo
zobrazent.

2. Bilinearni formy na 7,5
L(X,Y) = (X,Y),
I, (X,Y) = (L, X,)Y), X, YeT,S,

se nazyvaji proni a druhd fundamentdlni forma plochy S v bodé x. Je-li
¢ : U — S mapa takovd, ze © = ¢(u) pro u € U, a oznacime-li n = N o ¢,
pak vzory I,(-,-) a II.(-,) pfi df, znacime

9u(&,¢) = Lu(dp(u)(€), dp(u)(C)) = (Dp(u)(€), Dp(u)(Q)),

ha(€, Q) = I (dip(u)(€), dp(u)(C)) = —(Dn(u)(§), De(u)(Q)),

coz jsou bilinedrn{ formy na R? s maticemi

2

e (o ) (o)),
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Pozn.: I, i g, jsou ziejmé symetrické pozitivné definitni bilinearni formy
(jedna se o restrikei skaldrniho souéinu).

Véta 3.2. hy, a tedy i II,., je symetrickd bilinedrnd forma.

Diikaz. 7 rovnosti (%(u), n(u)) = 0 dostaneme derivovanim

(52 + (22w, 2% ) =0

tuler. ) = (o) n(w) )

coz je vyraz symetricky v 1, j. O

z ¢ehoz plyne

Pozn.: Z diukazu posledni véty je vidét, ze matici druhé fundamentdlni formy

lze vyjadiit ve tvaru
D¢ ?
= ((ugg o))

Cviéeni: Je-li S C R? orientovan plocha s atlasem A a p : R? — R? shodnost,
tedy afinn{ zobrazeni p :  — b+ Rx s unitdrn{ matici R, pak S := p(S) je
orientovand plocha s atlasem A := {po ¢y : ¢ € A} a jejl normala N a prvni a
druhé fundamentan{ forma g, k spliujf:

N(p(x)) = oRN(z), Gy =gu, hu=0hu, (2)

kde o =det R € {—1,1}.
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Prednaska 29.4.2022

3.2 Hlavni sméry a hlavni kfivosti plochy

Piipomeiime nejprve Frenetovy rovnce kiivky c : I — R3, které uréuji derivace
vektoru teény (t), hlavn{ normély (n) a binormaély (b) kiivky v pifpadé nenulové
kiivosti k:

t’ 0 w O t
n|=|dl-« 0 7] |n
b’ 0 -7 0 b

Mezi kiivosti kiivky na ploSse a druhou fundamentalni formou plochy ve
sméru tecny kiivky plati nasledujici dulezity vztah.

Véta 3.3. Bud S orientovand plocha a ¢ : I — S kfivka na plose S parame-
trizovand obloukem. Symboly t(s), k(s) znacime vektor teény a kiiwvost kiivky,
n(s) je vektor hlavni normdly v pripadé k(s) # 0 v bodé s € I. Pak plati

o) (b(s), t(s)) = r(s) (N(c(s)),n(s)), sel.

Pozn.: Je-li k(s) = 0, vyraz na pravé strané je roven nule a nevadi tedy, ze
vektor hlavni normaly kiivky neni definovan.

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti muzeme piedpokladat, Ze existuje mapa ¢ :
U — S plochy takova, ze c(I) C p(U). Pak u := ¢~ toc: I — U je regularni
parametrizovana kiivka takova, ze ¢ = p ou na I. Pro kazdé s € I plati

I 5)(c(5),€(5)) = hugs)(u'(s),u/(s))
= —(Dn(u(s)
= —((now)(s),c(s))
= ((now)
= k(s)(N

pfitom ¢étvrtou rovnost dostaneme derivovdnim rovnosti {(n o u),¢’) = 0, a
posledni rovnost plyne z Frenetovych vzorcu. O

Dusledkem je vztah zndmy jako Meusnierova véta:

Véta 3.4 (Meusnier). Necht S a c jsou jako v predchozi vété a oznacme 0(s) €
[0, 5] dhel mezi normdlou N(c(s)) k plose a oskulacni rovinou krivky c v bodé
s. Pak

|HC(S)(t(5),t(s))| = k(s)cosf(s), sel.
Definice 3.2. S bud orientovand plocha, z € S, 0 # X € T, S. Pak é&islo

| IL(X, X)
n(X) = (X, X)

nazveme normdlovou kiivosti plochy v bodé = a ve sméru X.
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Pozn.:

1. Ztejme plati k, (aX) = k,,(X) pro kazdé a # 0, ky, je tedy skutecné funkei
‘smerw’ (X) = {aX : a € R}.

2. Z Meusnierovy véty plyne, ze |k, (X)| je kiivost kiivky lezici v fezu plochy
rovinou z + (X, N(z)) v bodé z.

Zvolme x € S pevné a oznacme
TS ={X €T,S: | X| =1}

Funkci #,, mizeme piirozené chépat jako funkci na T)}S; jako spojitd funkce na
kompaktu zde musi nabyvat minima a maxima.

Definice 3.3. X € TS (resp. aX pro a # 0) je hlavnim smérem plochy S v
bodeé z, jestlize K, nabyvé extrému v X. Hodnota k,(X) se pak nazyva hlavn{
krivosti plochy v bodé z.

Pozn.: X je hlavni smér, pravé kdyz —X je hlavni smér.

Hledani hlavnich sméra a hlavnich kiivosti: Jednd se o tlohu na vézany
extrém

min / max{Il,(X,X) : [,(X,X) =1}.

Je-li ¢ : U — S mapa plochy s ¢(u) = z, pak lze ekvivalentné lohu pievést na
hleddn{ extrému (¢ € R?)

min / max{h,(&,€) : gu(&,€) = 1}.

Metodou Lagrangeovych multiplikatoru se tiloha prevede na hledédni nevazaného
extrému funkce

A(£7>‘) :hu(£7£)7A(gu(€7£)71)7 fGRQ,AGR
Funkce A je diferencovatelnd, pokud tedy nabyva v (£, ) extrému, musi platit
dA (e x)(1,0) = 20y (&,1) — 2Agu(§,m) =0 pro viechna 7 € R?,

v maticovém zapisu
0T (hy — Agu)€E =0, n€R2

Posledni podminka nastane, pravé kdyz
(hu = Agu)§ =0, (3)
coz muze nastat jediné kdyz
det(hy, — Agu) = 0. (4)
Vsimnéme si, ze vektor £ z (3) je hlavnim smérem (resp. jeho obraz De(u)f), a

hodnota A z (3) nebo (4) je hlavn{ kiivosti.
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Véta 3.5. Jsou-li Ay # Ao dvé Tefeni (4) a &1,& odpovidajici Tesend (3), plati
9u(&1,&2) = 0 (neboli hlavni sméry odpovidagict riznygm hlavnim kiivostem jsou
vzdjemné kolmé). Hlavni sméry X; = Dp(u); jsou vlastnimi vektory Weingar-
tenova zobrazeni L, s vlastnimi ¢isly \;:

L.(X;)=NX;, i=1,2.
Hodnoty \; jsou extremdlnimi hodnotami normdlové kiivosti ve smérech X;.
Diikaz. Odectenim rovnic (dusledek (3))
& (hy = Mgés = 0,
& (hu = Xogu)éa = 0.
Z (3) déle odvodime
I,(X,,Y) = \1,(X,,Y), YeT,S,

z ¢ehoz plyne L, X; = \;X; a k,(X;, Xi) = A\ O

Mohou nastat tyto pfipady:

1. Rovnice (4) ma jediné feseni A1, pak A\; = k,,(X) pro vSechna X € T}S
(kazdy smér je hlavnim smérem):
(a) A1 =0, z je plandrni bod plochy,
(b) A\ #0, z je kruhovy bod plochy.
2. Rovnice (4) ma dvé feSeni A\ < Ao, odpovidajici hlavni sméry Xi, Xo
(Xi = Dp(u)&;) jsou navzdjem kolmé:
(a) M2 > 0, x je elipticky bod plochy,
(b) A A2 =0, x je parabolicky bod plochy,
(¢) M2 <0, z je hyperbolicky bod plochy.

Definice 3.4. Funkce K (x) = A\ (2)\2(x) se nazyvd Gaussova kiivost a H(x) =

M) £22) stgedng kivost plochy. (Je-li jeding hlavni kfivost, klademe Ay = A;.)

Véta 3.6. Je-li o : U — S mapa a p(u) = x, pak

det h,,
K@) = Gt 5)
11h22 22h11 —9 12h12
H(l’) — gu U + gu U gu U (6)

2det gy,

(99 Wi znaci proky matic gy, ha)-

Dukaz: Vzorce se odvodi piimo z (4).
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Dusledek: K, H jsou diferencovatelné funkce na plose S.

Lemma 3.7. Je-li A\i(x0)) # Aa(z0), pak existuje okoli V' bodu xy a funkce
A1, A2 diferencovatelné na S NV takové, Ze Ai(x), A2(x) jsou hlavni krivosti
plochy v bodé x pro kaidy x € SNV.

Dikaz. Zvolme mapu ¢ : U — S s p(ug) = xo. Aplikujeme vétu o implicitnich
funkcich pro funkci

(X u) = N — 2H(p(u))A + K (p(u)) = 0
v bodech (A1(zo),u0) a (A2(z0), up) Podminka Aq(ug) # A2(up) zarucuje, ze

0P

oy i(@0) u0) = 2(Ai(z0) — H(p(uo))) #0, i=1,2.

3.2.1 Hlavni a asymptotické kiivky

(probrano na cviceni)
Definice 3.5. Bud S orientovand plocha.
1. Regularni parametrizovana kiivka ¢ : I — S na plose S je hlavni krivkou,
jestlize ¢/(t) je hlavnim smérem pro kazdé t € I.
2. Nenulovy vektor X € T,.S je asymptotickym smérem na plose S v bodé x,
jestlize I, (X, X) = 0.
3. Regularni parametrizovand kiivka ¢ : I — S na plose S je asymptotickou
krivkou, jestlize ¢/(t) je asymptotickym smérem pro kazdé t € I.
Tvrzeni 3.8. Bud S plocha a x € S.
1. Je-li K(x) > 0, neexistuje v x Zddny asymptoticky smer.
2. Je-li K(x) <0, existuji v x prdvé dva ruzné asymptotické sméry.
3. Je-li K(z) =0 a0 = A\ (x) # Aa(x), existuje v x privé jeden asymptoticky
smeér, ktery je zdaroven hlavnim smérem.
4. Je-li K(z) =0 a 0= A (x) = Aa2(x), je v kazdy smér asymptoticky.

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z definic. Vyuzivd faktu, ze normélova kiivost
nabyva na jednotkové kruznici nejvyse dvou lokalnich extrému ve dvou na sebe
kolmych smérech. O

Véta 3.9. Bud ¢ : U — S mapa plochy S. Reguldrni parametrizovand krivka
c(t) = pu(t),v(t), t € I, na plose S je (7) hlavni, (8) asymptotickd, prdvé
tehdy, kdyz vyhovuje rovnici

(,UI)Q _u/,U/ (u/)Q

det gll 912 922 — 0’ (7)
hll h12 h22
hll(u,)2 + 2h12u’1}' 4 h22(vl)2 = 0. (8)
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Diikaz. Pro hlavni kiivku vyuzijeme rovnice (3), z niz plyne, Ze ¢ je hlavn{
kiivka pravé tehdy, kdyz pro kazdé t jsou vektory g€ a h€ linedrné zavislé, kde
9= Guw),o) & £ = (u/'(t),v'(t))T. Toto je ddle ekvivalentni vztahu

11ul + 121}’, hllul + hlg’l)/,
0= dEt(ggv hf) = det ( 212,”/ + §2211/ h12u/ + h22vl ’ te Iv

coz je stejnd rovnice, jako v (7). Ekvivalence pro asymptotickou kiivku plyne
ptimo z definice. O
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Prednaska 6.5.2022

3.3 Geodetiky na plose

Tvrzeni 3.10 (Délka kiivky na plose). Je-li ¢ : I — S reguldrni kiivka na plose
S, pak jeji délka je rovna

£ = [ Lo (o). c0) ar

Je-li p: U — S mapa S a c= pou, pak

L(e) = / e @ (1), (1)) dt.

Diikaz. Vzorce plynou piimo ze vztahu L(c) = [, ||¢/(t)|| dt a z definice prvni
fundamentalni formy plochy. O

Motivace pro definici geodetik. Méjme orientovanou plochu S a regularni
parametrizovanou kiivku ¢ : I — S na plose S. Hleddme podminky zarucujici,
ze kiivka c¢ spojuje nejkratsim moznym zpusobem libovolné své dva ruzné do-
statecné blizké body. Pozménime mélo kiivku ¢ na okoli néjakého bodu z = ¢(t)
vychylkou ve sméru te¢ném k ploSe a kolmém k tecné kiivky:

ce(t) = c(t) + ea(t)(c'(t) x N(c(t))),

kde N(t) = n(u(t)), e > 0 malé a a(t) je libovolnd nezdpornd diferencovatelna
funkce. Délka ¢ésti kiivky c. je [} ||c[. Chceme, aby tato délka byla minimalni
pro € = 0 pfi libovolné volbé funkce «, coz znamend podminku

= O’
e=0

e
« > 0 libovolna. Mame
c.=d+ed(d x (Noc))+ea(d" x (Noc))+eald x (Noc)),
tedy

c - (o/(c’ X (Noc))+a(d x (Noc))+ald x (Noc)’)>

Qi =
el _, = T

= Hj—/H det(c’, ", N oc).

Posledni vyraz je roven 0 pro libovolnou «, prave kdyz jsou vektory ¢, ¢, Noc
linearné zavislé.
Definice 3.6. Regularni kiivka ¢ : I — S na ploSe S se nazyva geodetikou,
jestlize

det(c'(t),c"(t), N(c(t))) = 0 pro kazdé t € I.
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Pozn.: Vlastnost kiivky ‘byt geodetikou na plose’ je zfejmé invariantni vuci
zméné parametru kiivky i plochy.

Priiklady
1. V roviné jsou geodetiky pravé vsechny piimky.

2. Nasfére {22 +y?+22 = r?} jsou geodetiky (pravé) viechny hlavni kruznice,
tj. kruznice maximalniho poloméru r.

3. Cést pifmky je geodetikou na libovolné ploge.
4. Na vélcové ploge {2 + y? = 1} parametrizované mapou
f(u,v) = (cosu,sinu,v)”

jsou geodetiky ‘spirdly’ parametrizované napi. u = a1t + 51, v = ast+ fPs,
a? + a2 > 0 (tyto kiivky odpovidaji pifmkam po ‘rozbaleni’ plochy do

roviny).

Véta 3.11. Bud S plocha a x € S. Pak existuje okoli V bodu x tak, Ze kazdd
geodetika ¢ : I — SNV na plose S je nejkratsi spojnici na plose libovolnich
dvou svijch bodi (jingmi slovy, délka libovolné krivky na plose spojujici dva body
c(a),c(b), a,b € I, je vétsi nebo rovna délce geodetiky c | [a,b] a rovnost nastdvd
pouze v pripadé, kdy obrazy obou kiivek splyvaji).

[Bez dikazu]

Poznamka: Véta skutecné plati jen lokdlné: z piikladu vélcové plochy je
ziejmé, Ze libovolné dva jeji body, které nelezi na spoleéné ‘rovnobézce’ (kruznici
kolmé k ose vélce), 1ze spojit nekonetné mnoha geodetickymi kiivkami (‘spirdlami’)
libovolné velké délky.

Definice 3.7. Bud S orientovand plocha a ¢ : I — S reguldrni kiivka na plose
S. Geodetickou krivost kiivky ¢ definujeme predpisem

det (¢(0), (1), N(e(0)
|

Kkg(t) = TEGIE , tel

Poznamky:

1. Neni tézké ovérit, ze absolutni hodnota geodetické kiivosti nezavisi na
parametrizaci kiivky. Znaménko geodetické kiivosti lze zménit zménou
orientace jak kiivky, tak plochy.

2. 7 definice je zifejmé, ze kiivka c je geodetikou, praveé kdyz jeji geodeticka
kfivost je nulova.
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Veéta 3.12. Pro kiivku ¢ : I — S na plose S plati
|kg(t)| = K(t)sinb(t), tel,

kde k(t) je krivost krivky ¢ v R® a 0(t) € [0,7/2] je thel mezi normdlou plochy
a oskulacni rovinou kiivky v neinflexnim bodé t krivky.

Diikaz. Bez Gijmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze kiivka je parametrizo-
vana obloukem. Z definice geodetické kiivosti a z Frenetovych vzorcu pro kiivku
dostaneme

lkg(s)] = |det(c(s),c"(s), N(c(s)))|
= |det(t(s),t'(s), N(c(s)))]
= £(s)|det(t(s),n(s), N(c(s)))|
= #(s)|(b(s), N(c(s)))|
k(s)sinf(s).

O

Vyuzijeme-li Meusnierovu vétu (Dusledek 3.4) a nezévislost kiivosti na pa-
rametrizaci, dostavame

Dusledek 3.13. Pro reguldrni krivku ¢ : I — S na plose S plati ndsledugjici
vztah mezi obycejnou a geodetickou krivosti krivky a normdlovou kiivosti plochy:

K2(t) = ko (' () + ro(t), tel

Definice 3.8. Kiivka c¢: I — S na plose S je parametrizovand geodetika, jestlize
je geodetika a navic plati ||¢/(t)|| =konst. na I.

Pozn.: Ziejmé c: I — S je parametrizovand geodetika pravé tehdy, kdyz pro
kazdé t je vektor ¢’ (t) ndsobkem normdlového vektoru N(c(t)) plochy.

Definice 3.9 (Chrlbtoffelovy symboly plochy). Bud ¢ : U — S mapa plochy S a
pisme struéné p; 1= 52, @;; aflau , 4,7 = 1,2. Vektory {p1(u), p2(u),n(u)}

Uq

tvoii bazi R? pro hbovolne u € U a muzeme vyjadiit vektory ;;(u) vzhledem

k této bazi: .
ij () = Tij (u)pr (w) + T (w)pz(u) + hfn(w). (9)

Koeficienty Ffj(u) v tomto rozkladu se nazyvaji Christoffelovy symboly plochy
v bodé w (i,5,k =1,2).

Pozn.: Koeficienty h¥ v rozkladu (9) jsou piislusné koeficienty matice h,,
druhé fundamentdln{ formy plochy, coz plyne z rovnosti (p;;(u), n(u)) = hi.
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Rovnice pro parametrizované geodetiky Pro kiivku ¢ = pou: 1 — S

na plose S plati
c(t) = uy ()1 (u(t) + up(t)p2(u(t))

a pro druhou derivaci dostaneme

=D ik Y ey
- Z ui'pi + Z Z u;u; (lefﬂl + Fi2j<p2 + h'n)

:Z +ZZu;u;FZ gok-i-ZZhijn
k i j

Aby ¢ byla parametrizovana geodetika, musi byt koeficienty u ¢y v poslednim
vyjadieni nulové. Tim jsme odvodili nésledujici vétu.

Véta 3.14 (Rovnice pro geodetiky). Krivka ¢ = pou : I — S na plose S s
mapou p je parametrizovand geodetika prdvé tehdy, kdyz

+ZZ“§“§FZ =0,
+ZZ“§“§FZ =

Vyse uvedend soustava je soustavou linedrnich diferencidlnich rovnic druhého
fadu pro dvojici funkef u(t) = (u1(t), u2(t)) a z teorie takovychto rovnic plyne:

Véta 3.15. Bud S plocha a x € S. Ke kazdému vektoru 0 # X € T,.S existuje
pravé jedna parametrizovand geodetika ¢ : I — S takovd, Ze ¢(0) = x a ¢'(0) =
X.

44



Prednaska 13.5.2022

3.4 Riemannova geometrie

Dosud jsme studovali plochy v R3, jejichZ geometrie byla dédna polohou v troj-
rozmérném prostoru. Metrické vlastnosti plochy vyplyvaly z prvni fundamentaln{
formy, ktera je dana jako restrikce euklidovského skalarniho soucinu do tecné
roviny v daném bodé.

Riemannova geometrie je zobecnénim v tom smyslu, Ze prvni fundamentalni
formu v bodé definujeme predpisem, bez ohledu na vnoteni plochy do vétsiho
prostoru. V této kapitole budeme nadéle vychazet z mnoziny bodu tvoiici plochu
v R3, i kdyz obecny pifstup pfipousti mnohem obecnéjsi struktury.

Definice 3.10. Necht S je plocha v R3. Riemannovou metrikou na S rozumime
zobrazeni
g T gy, xTESI,

kde g, je symetrickd pozitivné definitni bilinedrni forma na teéném prostoru
T, S, které je navic hladké v tom smyslu, ze pro kazdou mapu ¢ : U — S plochy
S je zobrazeni

U= Gp(u) (d¢u()a dcpu('))a u € Ua

diferencovatelnym zobrazenim z U do mnoziny pozitivné definitinich bilinedrnich
forem na R2. Dvojici (S, g) nazveme Riemannovou plochou.

Piiklady: Je-li S C R? plocha, pak (S,I) je Riemannova plocha (I znasf
prvni fundamentaln{ formu na S). Je-li ¢ : U — S mapa plochy S, pak (U, g)
je Riemannova plocha (zde ¢ je opét prvni fundamentdlni forma). V téchto
pifpadech hovoiime o ploge vnoiené v R? (jeji metrika je odvozend z eukleidovské
metriky v R?).

Definice 3.11. Bud (5, g) Riemannova plocha.

1. Je-li ¢: I — S kiivka na S, jeji délku definujeme jako

L(c) = / oo (1), (1)) d.

2. Je-li B C S borelovskd mnozina, pak jeji plosny obsah definujeme jako
us(B) ::/ v/ det g, dS.
B

3. Je-li x € X, pak 1hel tetnych vektoru 0 # X, Y € T,.S definujeme jako

9:(X,Y)

Z(X,Y) := arccos \/gx(X,X)\/gz(Y,Y).
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Pozn.: V pifpadé plochy vnofené v R? tyto metrické charakteristiky odpovidaji
eukleidovskym.

Nyni budeme uvazovat C*° diferencovatelné zobrazeni ® : (S, g1) — (S2,92)
mezi dvéma Riemannovymi plochami. Pfipomenme, ze podle definice musi byt
slozeni ® o p tiidy C'*° pro kazdou mapu ¢ : U — Si.

Cvicéeni: Ukazte, ze pro zobrazeni ® popsané vyse plati
D®(x)(T,S1) C T@(I)Sg, x € 9.
Definice 3.12. Bud'te (S1,91) a S2,g2) Riemannovy plochy.

1. Zobrazeni ® : S; — Sy je difeomorfismus, jestlize @ je bijekce a ® i &1
jsou tiidy C'*°. Pak pro kazdé x € S je

dq)(l‘) :T,.51 — T@,(@Sg

bijekce tecnych prostoru obou ploch (zde d®(z) je totéz zobrazeni, jako
D®(x), jen uvazujeme mensi obor hodnot).

2. Difeomorfismus @ : S; — Sy je izometrie, jestlize ® zachovava délku
kiivek (tedy L(c) = L(® o ¢) pro kazdou kiivku ¢ : I — Sy).

3. Difeomorfismus ® : S; — Ss je konformni, jestlize ® zachovava thly (tedy
Z(X,Y) = Z(d®(2)X,dP(x)Y), kdykolivz € S; a0 # X, Y € T,.S).

Véta 3.16. Bud ® : (S1,01) — (Sa2,92) difeomorfismus mezi dvéma Rieman-
novymi plochami.

1. ® je izometrie prdvé tehdy, kdyz pro vsechny body x € Sy plati
(91)(X,Y) = (92)0(2) (dP(2) X, dP(2)Y), X,Y € T,5;.

2. ® je konformni prdvé tehdy, kdyz pro viechny body x € Sy existuje c(x) > 0
takové, Ze plati

(gl)ﬂc(Xv Y) - C(QS)(QQ)@(E)(CZ@(QS)X, d(I)(‘T>Y)7 0 7é X, Y € T, 5.

Dukaz. Dokézeme pouze prvni tvrzeni (dikaz druhého by byl podobny).
<=. Pokud (91):(X,Y) = (92)a()(d®(z)X,d®(2)Y) kdykoliv z € S a
X, Y eT,S5 ac:I— S je kiivka na S1, pak

E@o0) = [ \fmaeo (@00 @), @o /@) di

= [ ia)oteo) (DRl (0). DRl 1)

- / @@ @), ¢ @) dr
= L(c).
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(Vyuzili jsme rovnosti (® o ¢)'(t) = D®(c(t))c! (), kterd plyne z definice dife-
rencidlu na plose.)

=. Necht naopak existuje z € S; a0 # X,Y € T,,S; takové, Ze (g1).(X,Y) #
(92)®(2) (dP(2) X, dP(x)Y). Protoze kazda pozitivné definitni bilinedrni forma je
jednozna¢né urcena piislusnou kvadratickou formou, musi existovat 0 # X €
T,S: takovy, ze (g1)«(X, X) # (92)a(x) (d®(2) X, d®(x)X). Necht napiiklad

(91)2(X, X) < (92)0(2) (d®(2) X, dO(2) X).

Necht ¢ : T — S je kiivka takova, Ze c(0) = z a ¢/(0) = X. Ze spojitosti
Riemannovy metriky plyne existence § > 0 takového, ze

(91) ety (€(£), €' (t) < (92)@(c(e) (dR(c(t))c (2), dP(c(t)) (1)), T € (=0,0).
Pak ovsem pro restrikci ¢ := ¢|(—0, §) dostaneme

L) < L(®oe).

Definice 3.13. Na plose
Hy:={-2?—y*+2°=1,2>0}
(hornf list dvoudilného hyperboloidu) je ddna Riemannova metrika
gt (X1,Y1,21), (X2, Ya, Z2)) = X1 Xo + YiYa — Z1 25,

(Xia Yi, Zl) € T(:z:,y,z)H27 1=1,2.
™ 2. - -~ (Hg)
Cviceni: Ovéite, ze Y(z,.2)
pro kazdy bod (z,y,z) € Hs.
Definici plochy v R3 vyhovuje i oteviend podmnozina R?, jak tomu bude v
nasledujicich dvou piikladech.

Definice 3.14. Mnozina

je pozitivné definitni bilinedrn{ forma na T(, ,, .y Ho

U={(u,v) €R*: v? +0? <1}

s Riemannovou metrikou

U 4(1 — u? —v?)~2 0
o) _
Y(uw) = 0 4(1—u? —v?)72

(bilinearni forma na R? je reprezentovana matici) se nazyva Poincarého model
hyperbolické geometrie.

Véta 3.17. Zobrazeni ® : U — Hy dané predpisem
2u 2v 14+u?+ v2)

1—u2—02"1—u2—0v2"1—u2—02

<I>:(u,v)»—>(

je izometrie.
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Pozn.: Zobrazeni ® je stereografickd projekce z bodu (0,0, —1), tedy trojice
bodu (0,0, -1), (u,v,0) a ®(u,v) € H lezi na piimce.

Dukaz. Parcialni derivace ® jsou

0o 2

ou (1—u?— 1;2)2*(1 +u? = v, 2uv, 2u),
?TZI;) = ﬁ@uv, 1 —u? + 0% 20),
a tedy
EI,I?Z?U) (g;{:, gi) = ﬁ = géff,l) (e1,e1),
g{z?v) (gZIj, gf) = ﬁ = 9((57)1,)(62,62)7
b2 (G0 ) =0 =l fer.ea)
tedy ® je izometrie. O

Komplexni funkce komplexni proménné

z—1

U:z— -
zZ+1

zobrazuje “horni polorovinu”
Hy :={(z,y) eR*: y >0}

na jednotkovy kruh U. Najdeme Riemannovu metriku na H; tak, aby ¥ bylo
izometri{. Na ¥ mutZeme nahlizet bud’ jako na funkci jedné komplexni proménné
z = = + iy, nebo jako na funkci dvou proménnych z,y. Protoze ¥ ma4 derivaci
v komplexn{ proménné, ¥'(2) = 2i/(z + i)?, plat{ Cauchy-Riemanniv vztah

ov oo v,
G @t in) = (<) 5 i),

tedy vektory parcidlnich derivaci g—‘i’, %—‘5 jsou stejné velké a vzdjemné kolmé.

Mame tedy
ov ov
950 (ax@’ ay(z)) =0
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ov ov ov ov
2 (S0 2@ = o, (G 3oa)

4

~ e O

B 4 20 |?

N 2\ 2 [ (2 +1)2
(1)

:y_Z.

Definice 3.15. Polorovina H, s Riemannovou metrikou

—2
H Yy 0
o = ( 0 y2>

se nazyva polorovinovy model hyperbolické geometrie.
7 vyse uvedenych vypoctu pak plyne
Véta 3.18. Zobrazeni ¥ : Hy — U je izometrie.

Vyse uvedené tii Riemannovy geometrie jsou tedy vlastné tii ruzné modely
jedné a téze geometrie, nazavané hyperbolickd geometrie. Umime v téchto mode-
lech méfit délku kiivek, thel kiivek nebo velikost plosného obsahu. V nasledujici
kapitole uvidime, jak lze v Riemannové geometrii definovat Gaussovu kiivost a
co jsou zde geodetiky (ty jsme si na plochdch v R3 definovali pomoci normaly,
kterou zde nemame k dispozici).

Dopliiky ze cviceni
Véta 3.19. Zobrazeni tvaru

b
qﬁ:zH%, a,bc,d € R, ad—be = 1, (10)

jsou izometrie Hy na H, .

Diikaz. Opét vyuzijeme derivovani podle komplexni proménné. Plati
¢'(2) = (cz+d) ™% a im¢(2) = ylez +d| 7%,

tedy podobné jako pro zobrazeni ¥ vyse dostaneme

(Hy) <5¢> 3¢> 0

g¢(z) %a aiy — Y%
¢ 0¢ ¢ 0¢ . _ _
o) (aax) = gt (ayay — (imo(2) 2P () =y,
¢ je tedy skutecné izometrie. O

49



Tvrzeni 3.20. Prox € R a 0 < y; < yo je usecka
tH(xat)a y1<t<y27
nejkratsi spojnict bodu (x,y1) a (z,y2) v hyperbolickém modelu H., .

)
Diikaz. Bud c(s) = (x(s),y(s)), s € (a,b), kiivka v H, parametrizovans ob-
loukem a takovd, ze x(a) = z(b) = = a y(a) = y1, y(b) = y2. Predpoklddejme,
ze y'(s) > 0, s € (a,b). Pro délku kiivky ¢ (s vyuzitim substituce y = y(s))

dostaneme .
1 Y2 1 Y2 1
Lo = [ = [T = [Tl
a Y(8) v YY) Sy v

nebot ziejmé y'(s) < 1. Posledni vyraz je délka tsecky t — (z,t), y1 <t < ya,
délka usecky c je tedy vétsi nebo rovna. Neplati-li predpoklad 3’ > 0, rozdélime
usecku na useky s rostouci ¢i klesajici y-ovou souradnici a jednoduchou tvahou
usoudime, ze délka kiivky nemuze byt mensi. O

Tvrzeni 3.21. Izometrie (10) zobrazugi polopFimku x = 0,y > 0 na poloprimky
x = xg,y > 0, nebo na pulkruinice se stredem na ose x.

Navod k dukazu: Je-li ¢ = 0 nebo d = 0, obrazem poloiimky x = 0,y > 0 bude
polopfimka posunutd ve sméru osy x. Je-li ¢ # 0 a d # 0, lze pfimym vypoctem

ukézat, ze
2

ayt +b 9
. —p| =7
cyi +d
pro p = (ad + bc)/(2¢d) a r = 1/(2|cd|), tedy obrazem polopiimky =z = 0,y > 0
je pulkruznice se stfedem p (lezicim na ose x) a polomérem 7. O

Dusledek 3.22. Poloprimky rovnobéiné s osou y a pulkruznice se stredem na
ose x jsou nejkratsimi spojnicemi svych bodi.

Pozn.: Vyse uvedenym kiivkam (které jsou geodetikami ve smyslu definice
z nésledujici kapitoly) odpovidaji v modelu U kruznice protinajici hraniéni
kruznici U pod pravym thlem, v modelu Hs fezy s rovinami prochazejicimi
pocatkem.
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Prednaska 20.5.2022

3.5 Vnitini vlastnosti plochy, Theorema Egregium

Bud S C R? orientovana plocha. Jejimi vnitinims vlastnostmi rozumime vlast-
nosti dané jeji prvni fundamentéalni formou. VSechny vnitini vlastnosti se tedy
zachovavaji pii izometrickém zobrazeni a lze je pfenést i do kontextu Rieman-
novy geometrie. Ne vSechny charakteristiky plochy jsou vsak vnitini, napiiklad
Gaussovo zobrazeni x — N (z) neni ddno prvni fundamentalni formou.

V celé kapitole bude ddna mapa plochy S, ¢ : U — S. Budeme pouzivat
jako v predchozi kapitole uisporné znaceni parcialnich derivaci pomoci dolnich
indexu (tedy napf. ¢; = %, Vij = %). n; = %, 1,7 = 1,2, a tak podobné.
Podobné jako diive budeme znacit g*/, h* koeficienty matic prvni a druhé funda-
mentélni formy ¢,k a a* budou koeficienty inverzni matice a = ¢~ %, 4,5 = 1, 2.

Tvrzeni 3.23. Proi,j,k=1,2 plati
kool

T =Y a"(ey, 1)

l
1 i, gl dj
52 (g +gl' = a).
1

Dikaz. Prvnirovnost se ovéii skalarnim ndsobenim obou stran vektory 1, @2, n.
Podobné pfi diukazu druhé rovnosti ndsobime obé strany rovnice (9) skaldrné
1, p2. Posledn{ rovnost ovéfime dosazenim za derivace g,/ . O

Dusledek 3.24. Christoffelovy symboly jsou vnitii charakteristiky plochy. Byti
geodetikou na plose je vnitind vlastnosti plochy. Geodetiky jsou tedy (pomoci
diferencidlnich rovnic) definovdny i v Riemannové plose.

Podle predpokladu je ¢ diferencovatelné zobrazeni, ma tedy zaménné smiSené
parcialni derivace tietiho radu

Pijk = Pikj> Z7jvk:172
Upravime-li tento vztah s vyuzitim Cristoffelovych symboli, dostaneme
> (T + Do) +hifm+ hony = 3 (T o+ Theepy ) + hifm + b,
! 1

Dosadime-li opét vyjddieni ¢;; a n;, dostaneme
0= > (Fﬁm - Film‘)@l + (hy) = hiF)n
1
b (S e+ 1) - k(3 e + )
1 1

m m

hzg Z Z hklalm@m + hik Z Z hjlalm@m.
I m I m

o1



Porovnanim koeficientu u ¢, a n dostaneme nasledujici rovnice.

Véta 3.25. Proi,j,k,m = 1,2 plati vztahy
T =Ty + 3 (DT = TLIy) = D2 a™ (W9RH = p*pt) - (1)
1 !
(Gaussova rovnice) a
}:@%Mk—ﬂgﬁ)+hg—@k:o (12)
!

(Codazzi-Mainardiho rovnice).

Dosadime-li do pravé strany Gaussovy rovnice (11) hodnoty ¢ = j = 1 a
k =m = 2, dostaneme

11deth _ g
det g

)

Zal2 (h11h2l _ h12h1l) _ (122 det h = g
l

kde K je Gaussova kiivost plochy v daném bodé. Jako dusledek tohoto pozo-
rovani dostavame slavnou Gaussovu vétu.

Véta 3.26 (Theorema Egregium). Pro Gaussovu kfivost parametrizované plo-
chy plati

o= 0 (B + X (bt - rhar) ).
1
Specidlné tedy Gaussova krivost je funkci proni fundamentdlni formy, cili je

vnattnd vlastnosti plochy.

Dasledek 3.27. Izometrické plochy maji v odpovidagjicich bodech stejnou Gaus-
sovu kfivost.

V piipadé nulové kiivosti plati i obracena implikace:

Véta 3.28. Bud S C R? plocha, jejiz Gaussova kiivost je identicky rovna 0 na
S. Pak ke kaZdému x € S existuje okoli V' tak, Ze SNV je izometrickd cdsti
rOVINY.

(bez dukazu)
Piiklad V modelu hyperbolicé geometrie H; spocteme Christoffelovy sym-
boly:

1 1 1
' =0T%=-TL,=—-T%2,=0,T),=0,T2,=—-
11 11 y 12 y 12 22 22 y
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Rovnice pro parametrizované geodetiky maji tedy tvar

2 — Ex/y/ =0,
Y

Gaussova kiivost vychazi

K(l’,y):—l, (xvy) €H+'
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