6. soutézni série — FeSeni
1. Oznaéme A = >"" | a;, B=Y_. | b;. Pro velmi velkd ¢ plati 37", (t—as) < >0, (t—
bi), tj. nt — A < nt— B, tj. B < A. Pro hodné zéporna ¢ plati > (a; —t) < >, (bi — 1),
tj. A—nt < B—nt, tj. A< B.
2. Ze spektralni véty pro symetrické matice plati, Zze pokud z vlastnich vektoru A
pFislusnych postupné vlastnim é&islim a, b, ¢ Vytvofime (po sloupcich) matici @, pak A =

a 0 0 b+c 0 0
Q0 b 0]QT=QDQ".Potom f(A)=Q| 0 c+a 0 |QF=Q(Tr(A)I -
0 0 ¢ 0 0 a+b

D)QT = Q(Tr(A)QT — DQ™) = Tr(A)I — A. Zjevné Tr(f(A)) = 2Tr(A), tedy Tr(f"(A)) =

2 —LTr(A)I + A pokudn =0 (mod 2)
L;'lTr(A)I — A pokudn =1 (mod 2)
Nulové prvky se zjevné mohou objevit jen na diagondle. Ukazeme, Ze to se mize stat na-
nejvys dvakrat. Pokud Tr(A) = 0, jsme hotovi. Dale necht Tr(A) # 0. Pokud se objevi
tiikrat u stejné parity (dejme tomu pro sudé n - pro t¥i liché by se postupovalo stejné), pak
musi byt postupné u vSech t¥i prvki, takze existuji kladnd z,y, z, ze z(a +b+c¢) + a =0,
yla+b+c)+b=0,2z(a+b+c)+c =0, a seftenim téchto rovnosti dostaneme spor
s a + b+ ¢ # 0. Takze nulovy prvek se musi objevit dvakrat u jedné parity a jednou u
druhé - predpokladejme, Ze se dvakrat objevi u sudého n a jednou u lichého, v opacném
pfipadé bychom postupovali analogicky. Podobné jako vyse (jen misto z,y, z budeme pouzi-
vat konkrétni hodnoty, a musime spravné séitat a odecitat, abychom mohli vydélit a+b+c)

2"Tr(A). Z toho jednoduchou indukci plyne f™(A) =

dostaneme LSH +1= L:;l + T{*l pro né&jaka kladné liché « a kladna sudé 3, v. Upravou

dostaneme 2% + 6 = 2% + 27, coz z binarniho zapisu zjevné neni mozné.
b

1 n =«
Tedy odpovéd je nanejvys dvé, a to je mozné - napf pro Ap= |7 5 7
T T —7

3. Necht je p nekonstantni. Vlastnost se zachova po pfendsobeni p raciondlnim ¢islem
a pri¢teni konstanty. Necht tedy bez jmy na obecnosti mame celoc¢iselny polynom p(z) =
Z?:o a;x's kladnym vedoucim ¢lenem a,, > 0. Pro dostatecné velké ¢ € N bude mit p—ao—c
jeden kladny realny kofen x > 1. Dle predpokladu x € Q. Racionalni kofen celociselného

polynomu muze byt pouze tvaru x = :I:j—fi, kde do|ap — ap — ¢ = —c je konstantni koeficient
polynomu a dy|a, je vedouci koeficient polynomu. Postupné volme ¢ € P prvocisla a pro
nékteré d,, ziskime nekone¢né mnoho kotentt z. = . Z p(g-) —ao — ¢ = g(c) = 0 pro

nekonecné mnoho c¢ plyne, Ze ¢ je konstantni nula, neboh stupen pje 1.

4. Posloupnost je rostouci a neomezend, proto uvazujme jen a,b > 0. Ze Stolzovy véty
za predpokladu, ze vSechny limity existuji, plyne
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. In . Tn+1 — Tn . In 3 . In
lim — = lim ——————— = lim —— =1=1"= lim "
n—oo amn n—oo a(n 4+ 1) —an n—oo abnb— n—ro (abnb=1)3"

Jediné mozné hodnoty parametrii splituji a = (ab)®, b = 3(b—1), b= 2, a = (2/3)%/2.
Pro jejich potvrzeni si zavedme a, = znn %/? a ukdZeme an — (2/3)3/2. Zvolme ¢ > 0,
existuje N € N takové, ze pro n > N bude 3 —e < [(1+ )3/2 —1Jn < 2 + e. Pokud

1/3

an < (5 +e)” 3/2, pak (5 +e)an < ayn'” a vdeou nerovnosti

3
xn+1—mn+xl/ —an/ +a1/3 1/2>ann3/2+(§+5)ann1/2

1/2

> ann®? + (14 E)S/2 — Dnann'’? = a,n®?(1 + 1)3/2 = an(n+1)%2,
n n



—3/2 3 lim inf, oo an >

Qn+1 > Gn. Posloupnost tedy bud bude rist nad hodnotu (g +¢€)
—3/2

3+ £)73/2, nebo bude od né&jakého indexu monotonni s limitou mensi nez (2 +e)
coz by byl spor s jedinou moznou limitou a = (2/3)%/? dle Stolzovy véty. Obdobné lze z
opa¢né strany ukazat limsup,,_, . an < (% - 5)73/2. To plati pro libovolné € > 0, tedy
limy, o0 an = (2/3)%/2.
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