5. soutézni série — reSeni
1. Ozna¢me = = \/n+ v/n+ 1+ +/n+ 2. Pak

2*=3n+3+2(v/n(n+1)+ Vnn+2) +/(n+1)(n+2)).

Doplnénim na étverec snadno ziskdme n(n+1) < (n+31)?, n(n+2) < (n+1), (n+1)(n+2) <
(n+3)% tj.
1
z? <3n+3+2(n+§ +n+1+n+g) =9n+9.

2
coz jsme potiebovali. Z druhé strany chceme n(n + 1) > (n + p)?, tj. 153, < n, coz staci

vytesit pron = 1 a ziskdme p < v/2—1, tj. n(n+1) > (n++v2—1—¢). Podobné& dostaneme
nn+2)>m+v3-1-¢)2a(n+1)(n+2) > (n+v6—1—¢c)? adohromady tedy

2®>3n+3+2Bn -3+ V2+V34+V5-3e) > —3+2(1,4+1,7+2,4) =9n+8.

2. Substituci z; = 23:1 — vy, dostéavame % = % — % a nové budeme
integrovat sin® TWittun) pa [ L4 L7 Sedtenim s pivodnim vyrazem pro integral I,
2n+1 2n 2n
a vyuzitim sin® z + cos® 2 = 1 na krychli [0,1]" dostavame
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Oba zbytkové integraly jsou z omezenych funkci na mnozinach, jejichz mira jde k nule, a
proto lim, oo I, = %

(Dokonéené Martinovo fefeni): cos® z = £ + 5 cos2z = § + 1€
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druhy integral konverguje k —i, odpovéd je % + ii + i(—i) = %

3. Je to 8 prvka 1,¢% h, h%, h3, h* h® h®. Z ghg™*h = 1 plyne gh = h™*g = hbg (¥)
(Ize prohodit pofadi g a h, ale musime pfi tom invertovat h), diky ¢emuz lze kazdy prvek
G napsat ve tvaru h"g™, n € {0,...,6}, m € {0,...,3}. Zbyva si rozmyslet, co jsou jejich
druhé mocniny. Pouzitim (*) zjistime (h"g)? = ¢2, (h"¢*)* = r*™, (h"g*)? = ¢, a navic
o¢ividné (h™)? = hA*". Tim dostdvame g a 7 mocnin h. To jsou vSechno navzijem rtzné
prvky G.

4. Zaprvé, jedna barva urcité nestaci, protoze naptiklad v mnoziné sestavajici z cisel 2,
4 a k tomu néjakych 2018 lichych prvocisel, pak f({2,4}) = {2}, takZe jedna barva nemize
stacit. Nyni ukazeme, ze dvé barvy staci.

Nejprve ukadzeme, ze f je prosté zobrazeni. To ukazeme indukci podle poc¢tu prvku
mnoziny M. Pro M jednoprvkovou je to jasné. Nyni necht to plati pro n a predpoklddejme
M| = n + 1. Necht m je nejvétsi prvek M a M = M \ {m} a f pfislusna funkce pro
M. Pak pokud f(A) = f(B), pak f(A\ {m}) = f(B\ {m}), protoze z maximalnosti
m je f(A)\ {m} = f(A\ {m}) a podobné pro B. Tedy z indukéniho piedpokladu je



A\ {m} = B\ {m}. Takze A a B se mohou lisit jen v m. Ale kdyby se v ném lisily, tak
by m bylo v pravé jedné z mnozin f(A) a f(B), coz je spor. Takze A = B a f je prosté
zobrazeni.

Chceme ukazat, ze graf vznikly spojenim vSech A a f(A) (pro A # f(A)) lze obravit
dvéma barvami, tedy libovolny cyklus v tomto grafu ma sudou délku. (To je standartni tvr-
zeni z teorie grafti - kdyZ budou mit vSechny cykly sudou délku, miizu obarvovat ,,postupné“
a diky sudousti cyklt a stfidani barev nemuzu nikdy dostat spor.) Protoze jsme ukazali,
ze f je prosté, staéi tedy ukédzat, ze pokud mame A1 C M, Az = f(A1), As = f(A2),...,
Ant1 = f(An), kde Any1 = Aq, a plati n > 1, pak n je sudé.

Oznaéme si P = Uj_; A; a Q = Nj=; A;. Necht a je nejmensi prvek P\ Q (ten existuje
protoze n > 1). Protoze a & Q, ale a € P, existuje i takové, ze a € A; a a € A;11. To
znamena, ze v A; existuje lichy pocet délitelt a ruznych od a. Ale ty musi z minimalnosti
a vSechny lezet v @, takZe a bude mit v kazdém A; mit lichy pocet déliteld rtiznych od a.
Tedy pro kazdé i je a € A; <= a & A;+1. Protoze ale A,11 = A1, musi byt n sudé.



