6. soutézni série — FeSeni

1. Neexistuje. Necht takova funkce f existuje. Pak pro kazdé k € Z budou f(k), f(k+1)
celd a z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plyne, ze existuje &, € (k,k + 1), ve kterém
f(&) = f(k+1) — f(k) € Z, spor.

2. Pro spor necht ze t¥i riznyh éisel a, b, ¢ dostaneme po provedeni operace stejny
vysledek. Oznacme g nejvétsi spolecny délitel vSech 97 cisel ruznych od a, b, c. Mizeme
pfedpokladat, ze a < b < ¢. Potom z a se stane a + ged(g,b,¢) a z ¢ se stane ¢ + (g,a,b).
Protoze (g,b,¢) déli bic, déli ¢ — b a tedy 1 < ged(g,b,¢) < ¢ —b. Pak ale z pfedpokladu
rovnosti a + ged(g, b, ¢) a ¢+ ged(g, a, ¢) dostaneme ¢ < ¢+ ged(g, a,b) = a + ged(g,b,¢) <
a+c—b, tedy b < a, coz je spor s volbou a < b < c.

(Povsimnéme si, Ze ani nepotiebujeme, ze b+ged(g, a, ¢) také nabyva uvazované hodnoty,
existenci b jsme vyuzili jen proto, abychom ukézali, Ze mezi dvéma zvolenymi ptvodnimi
¢isli, kterd se zménila na stejné ¢islo, ptivodné lezelo jesté néjaké jiné.)

3. Ozna¢me A; ; matici ziskanou vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Ze singu-
larity A plyne, Ze jeji sloupce jsou linearné zavislé a z det A1,1 = 2021 plyne, Ze poslednich
n — 1 sloupci je linedrné nezavislych. Tedy pro sloupcové vektory plati a1 = Z;;Z Ajaj,
pri¢emz koeficienty A; jsou racionalni, protoze v matici A jsou pouze prvky télesa Q. Zvolme
pevné i, oznacme a; vektor a; bez prvniho prvku a pocitejme determinant A ;
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det Al,i = det( E )\jaj,(lz7 ey By, Q54 1, - .,an) = )\1 det(ai,a27 .. .,ai,17ai+l, .. .,an)
=2

= (1) \idet(ab,...,a,) = (—=1)"*Xidet Ay 1.
Diky symetrii A je i prvni fadek linedrni kombinaci zbylych fadkt s koeficienty A; a zopako-
vanim postupu vyse ziskdme det A; ; = (—1)“2& det Ay, = (—1)2“4)\12 det A1 = 202172,
Protoze det A; ; = 202122 je celym ¢islem, &islo 2021 = 43 - 47 neobsahuje ¢tverce a \; € Q,
jmenovatel \; musi byt v zadkladnim tvaru 1 a det A; ; je ndsobkem 2021.
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kde a, — %- a z teorie Riemannova integralu konverguje posledni zévorka k
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