4. soutézni série — FeSeni

1. T¥i nenulové koeficienty ma napt. z(x? — 1)(z® — 4). Uk4Zeme, 7e jeden nebo dva
nenulové koeficienty nestaéi. Jeden nenulovy koeficient je jisté u 2°. Polynomy az® a az®+b
maji jen jeden kofen. Polynom az® + bz = az(z* + b) ma nejvyse tii realné koteny (z grafu
funkce z* + b). Polynomy az® + bz® pro k > 1 maji nulu jako dvojnasobny kofen, tj.
nemohou mit 5 riznych redlnych kofent.

2. Napisme si ay ve tvaru ar, =n? 47, kde r, n € N, 0 < r < 2n. 1. pokud r = 0, jsme
hotovi. 2. pokud 1 < r < n, pak art1 = n4ntr< (n—i—l)2 a apy2 = n?+2n+r=
(n4+1)24(r—1), tj. zbytek r se zmensil o jedna. Po r takovychto dvoukrocich tedy dostaneme
akpror = (n+7)% 3. Je-li zbytek r > n, pak app1 =n> +n+r=n+1D*+ (r—n—1),tj.
novy zbytek spliiuje 0 <r —n —1 < n+ 1, ¢imz jsme se dostali do situace 1. ¢i 2.

3. Protoze ¢ je linearni, je ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0), ¢ili ¢(0) = 0. Nyni necht f
je libovolnd spojitd funkce a zo € R spliiuje f(xo) = 0. Definujme L jako spojitou funkci
splyvajici s f na intervalu (—oo, zo] a konstantné nulovou na [zo, 00). Pak L splyva s nulovou
funkei na intervalu (zo,00), takze i ¢(L) tam splyva s ¢(0) = 0. Tedy ¢(L) je nulova na
(20, 00), a diky spojitosti musi byt i ¢(L)(zo) = 0. Analogicky pokud si definujeme R jsko
funkci splyvajici s f na [zo, c0) a nulovou na (—oo, zo], pak ¢(R)(zo) = 0. Protoze L+R = f,
je z linearity o(f) = ¢(L) + p(R), takze o(f)(z0) = p(L)(z0) + ¢(R)(z0) = 0+ 0 = 0. Cili
pro kazdou f € C'(R) je ¢(f) nulova ve vSech bodech, ve kterych je f nulovd (a mozna i v
dalsich, o tom nic nevime).

Nyni pro pfehlednost ozna¢me konstantni jednotkovou funkeci jako j a ozna¢me h = ¢(j).
Necht f € C(R) a z € R jsou libovolné pevné. Pak f — f(x)j je spojitd funkce nulova
v a, takie 0 = o(f — f(2)j)(@) = ¢(/)(@) — F@)e(j)(@) = p(f)(@) — hiz)f(x). Tedy
o(f)(x) = h(x)f(x), coz jsme piesné chtéli.

4. Ozna¢me mnozinu vSech fyziki A, mnozinu vSech matematiki B, posilani vzkazu
fyziky jako funkci f : A — B, posilani vzkazu matematiky jako funkci g : B — A. Pak
hleddme mnoziny ¥ C A a M C B spliujici F = A\ g(M) a M = B\ f(F), neboli
F C A spliwjici h(F) := A\ g(B\ f(F)) = F. Bud C = {F; C A; h(F;) C F;}. Volme
F = Npec Fi, I je dobie definovanad (A € C). Snadno vidime, Ze z Fy C F> plyne
h(F1) C h(F3). Takze z I C F; postupné plyne h(F) C h(F;) C Fy, M(F) C (o Fi = F,
h(h(F)) C h(F), h(F) € C, F C h(F), F = h(F).

Jiné Feseni: Situaci si predstavime jako orientovany bipartitni graf s vrcholy V', kde
kazdy vrchol mé vystupni stupeni 1. Hleddme podmnozinu S C V takovou, Ze zddna hrana
z S nesméfuje do S a do kazdého vrcholu V' \ S sméfuje néjakd hrana z S. N4§ graf musi
vypadat jako nékolik cykli sudé délky a nékolik orientovanych stromt sméfujicich do cykli.
Mnozinu S sestrojime nasledovné: Do S pridame néjaky vrchol a bez pfedchtdce. Z grafu
odstranime a spolu s jeho sousedem (pokud zatim zistal v grafu). Opakujeme. Nakonec
mohou zistat jen cykly sudé délky, ze kterych do S dame kazdy druhy vrchol.

Jiné FeSeni: Ulohu zobecnime a predpokladejme, ze kazdy poslal nejugse jeden vzkaz.
Pokud existuje néjaky protipriklad, vyberme takovy s nejméné moznymi matematiky. Po-
kud vSichni matematici obdrzeli vzkaz, volba M = @ a F vsichni fyzici by vyhovovala.
Necht m neobdrzel vzkaz. Pfedstavme si stav bez m, bez jeho adresata f (pokud m poslal
vzkaz) a bez pfipadnych vzkazii poslanych f. To bychom méli méné matematikd, tedy dle
piedpokladu existuji vyhovujici mnoziny M’ a F’. Ale v naSem ptivodnim protipiikladu by
pak fungovalo M = M’ U {m} a F = F’. Spor, z4dny protipiiklad neeexistuje.



