5. soutéZni série — FesSeni

1. Dokézeme tvrzeni indukci podle n. Pokud n = 1, tak Jezisek neprohodi nic a vysledna permu-
tace se sestava z jediného 1-prvkového cyklu. Pfedpokladejme dale, ze n > 1 a pro pfedchozi hodnoty
mame tvrzeni dokdzané. Odebereme ze stromu hranu, kterou Jezisek pouzil jako posledni. Tim se
strom rozpadne na dva, a dosavadni permutace se z induk¢éniho predpokladu sklada ze dvou cykla
(01,---,0%) @ (Ok41,-.-,0n). Hrana BUNO spojuje vrcholy o1 a op11. Po provedeni transpozice
(01,0k+1) vyjde permutace cyklus (o1, ...,0n), coz jsme chtéli dokdzat.

2. Pro spor predpokladejme, ze tak prepravku vyskladat 1ze. Pro objemy darku az do 17 spocteme,
kolik nejvyse mutze byt v prepravce darkt s timto objemem, a jaky mohou nejvyse zaujimat celkovy
objem.

Objem 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Pocet 3 3 6 3 9 3 9 6 9 0 15 0 6 6 12 0
Celkem 6 9 24 15 54 21 72 54 90 O 180 0 8 90 192 O

Odmyslime si nyni od darku jejich tvar a ukdZeme, ze se do krychle prosté nevejdou. Z tohoto
hlediska staci ukazat, ze se do prepravky nevejde 100 darkd za predpokladu, Ze je tam davame od
nejmensiho a v co nejvétsim mnozstvi. Béhem umistovani darkd do objemu 17 jich umistime 90 a
zaplnime tim 891 objemu. Dalsi darky maji objem alespon 18 a v prepravce zbyva 109 volného mista.
Takovych darku se tam ale vejde jenom 6, takze se do prepravky vejde nejvyse 96, coc¢ je spor s tim,
ze jich ma byt 100.

3. Plati a% = a%71 +24+ a:ﬁl. Odtud snadno plyne dolni odhad, protoze a%ooo > a% +1000-2 =
2025 = 452. K hornimu odhadu vyuzijeme
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a vyreSenim kvadratické nerovnice ziskdme
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4. Ukéazeme, ze Cislo ’
N =100""" +10°" 410" —1
je slozené pro kazdé n. Necht n = 2™k, kde k je liché, pak
102" = (=1)7  mod 102" +1

pro kazdé j ptirozené. Dale plati 10" > n > 2™ > m + 1. Jisté 10" je délitelné 2" a tedy i 2mT1! a
podobné 1010" je délitelné 210" a tedy 2m+1. Tedy

N=141+(-1)+(-1)=0 mod 10*" +1

a protoze N > 1010" > 102™ + 1, je N é&islo slozené.



