6. soutézni série — FeSeni

1. Necht je relativni rychlost dvojice b&zkaii kladna, pokud se k sobé& piiblizuji, a z4-
porné, pokud se od sebe vzdaluji. Kazda relativni rychlost miize byt néjaky cas konstantni
kladna, pak zméni znaménko a uz zistane konstantni zdporna. Ozna¢me V;(t) soucet rela-
tivnich rychlosti i-tého bézkare od vsech ostatnich, bude to po ¢astech konstatni nerostouci
funkce. Pak soucet relativnich rychlosti pres vSechny dvojice bézkait je roven § Y7 | Vi(t)
a je-li kladny, musi byt aspon jeden sc¢itanec na konci ¢asového tseku kladny. Tedy vzdy
existuje bézkar spliiujici podminku ze zadani.

2. Protoze z prvnich dvou tloh je mo#no ziskat 8% = 64 riiznych ohodnoceni a zadni
dva lidé nemaji tato skoére stejnd, mohlo v soutézi byt nanejvys 64 soutézicich.

Zéroven pokud pro vSechna a,b € {0,1,...,7} vezmeme skérovani a bodd za prvni
dlohu, b bodt za druhou a a + b (mod 8) bodu za tieti, pak zadné dvé tyto skérovani se
neshoduji na dvou pozicich, protoze libovolné dveé ¢isla jednoznac¢né urcuji to tieti.

3. Indukci ukdzeme, Ze asr = Qap+1 = 1, QGaky2 = L‘““gij a aqr+3 = 3 pro kazdé k.
Pro k < 2 se to spocita. Nyni mizeme pro k > 3 predpokladat, ze asr—4 = aap—3 = 1,
Qap—2 = L%J a asp—1 = 3. Plati L%—_ZJ < 4]“3—_2 < % a zaroven diky L%J > “52 je
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z ¢ehoz diky indukénimu predpokladu dostaneme a4x = 1 a a4x4+1 = 1. Nyni zjevné asp+2 =
| 2££2 | Nakonec diky 4k > 9 je 3 | 2EE2 | <4k 43 < 4.4 <4 |2E£2] takie
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élll A4k+3 = 3.

Z toho dostavame, Ze an je dobfe definovanad posloupnost a protoze 4 | 2022 — 2, je
a2022 = L%J = 674.

4. Matice A je singuldrni, takze néjaky sloupec je linedrni kombinaci téch ostatnich.
det(A1) = 2022 # 0 specialné znamend, ze poslednich n — 1 sloupci je linedrné nezavislych.
Proto muzeme psat a; = ZZ:Q crak, kde ay je k-ty sloupec matice A a cj jsou racionalni
koeficienty (Q je nejmensi té&leso obsahujici Z). Matici A; ziskdme z A; pomoci Gprav: i-ty
sloupec vynasobime c;, pficteme ci-nasobky sloupcia k =2,...,i— 1,4+ 1,...,n, to samé
zopakujeme pro i-ty fadek, pfesuneme i-ty sloupec na levy kraj matice, pfesuneme i-ty
fadek na horni kraj matice. Tim se determinant pfendsobi postupné ¢;, 1, ¢;, 1, (—1)i72,
(—1)*"2. Hledany determinant det(A;) = 2022¢? je soucet souéini celych &isel, tedy je také
cely, 2022 = 2 - 3 - 337 je square-free, a proto ¢; musi byt celé.



