5. soutézni série — Feseni

1. Bud D mnozina, kde je f nenulova. Na D je f = ;—2 = % v zékladnim tvaru podilem
dvou polynomii. Navic f? = f;—z je také polynomem, tedy ¢ =1 a f = p na D. Cela f musi
byt slepena z polynomu p a nulové funkce, ale ze spojitosti f2 uz plyne, ze f je jedinym
polynomem na celém R.

2. Ano, je to mozné. Ctverecek, jehoz levy dolni roh mé soutadnice (z,%) obarvime
pravé tehdy, kdyz max(z,y) > 2min(z,y). (Jinymi slovy, podél pfimky y = = + D obar-
vime prvnich |D| + 1 évereckt. Tedy pro max(z,y) = k mame obarvenych pfesné Lg + 1J
&tvereckl. Protoze v ¢tverci n X n miize max(x,y) nabyvat hodnot 0,...,n — 1, je v tomto
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étverecku (dvojnasobek diky tomu, Ze maximum se miize nabyvat v z nebo v y, a ode¢teme

jednicku, protoze pripad x = y = 0 (jediny pfipad, kdy = = y) jsme zapocitali dvakrat).
n+42

Pokud n je sudé, pak 2 (3, _, [ +1]) -1 = 421.%:12'—1 =4 72— —1= ”—;—l—n—l > %
n—1 n—1mn

Pokud je liché, pak 2 (3, _, |_§ +1])—1=4%,7 i+22H 1= 4# +n+l-1=
U

3. Ukazeme indukei podle k. Pro k = 1 je (n 4+ 1)> = 1 = 1%? (mod n). Nyni bud a
takové, ze a®2 = (n+1)% (mod n¥). Tedy existuje b € Z, ze a*?> = (n+1)® +bn*. Protoze n
je liché, jsou 32 a n nesoudélné. Protoze a®* = (n +1)®> =1 (mod n), je a také nesoudélné
s n. Tedy existuje m € Z takové, ze n | b+ 32a>'m. Tedy plati

(a+mn*)* = a* + 326> mn”* = (n+1)* + (b + 32a*'m)n* = (n+1)*  (mod n*™).

Tim méme hotovy indukéni krok z k£ do k£ + 1.

4. Pron =1 je nerovnost ekvivalentni s f(z1) > f(y1), kde f(z) = \/1% Staci ukazat,
%e f je rostouci na (0,1). Plat{ f'(x) = % Jmenovatel je kladny a citatel je také

kladny, protoze je nulovy pro x = 1 a na (0, 1) klesajici, coz se ovér{ dalsim zderivovanim.
Pro n > 2 si napiSeme soucet logaritmi jako logaritmus soucinu a aplikaci pravé doka-
zaného vysledku pro n = 1 dostaneme

lnx1+---+lnmn<\/1—x1x2..‘xn;\/l—x1 +1—xn
Iny1 +---+Iny, ~ V1—gy2...yn ~ V1—11 1—yn’
Posledni nerovnost dokazeme indukci. Piipad n = 1 je zfejmy. V indukénim kroku si

oznaéme z = T2...Tp, W = Y2...Yn a protoze 0 < (1 —z1)(1 — 2), madme 1 — 212 <
1—214+1—=%, atedy

1—z12 1—x1 11—z 1—x1 1fz<1fx1 1— 2o 11—z,

1 —yw 1l—yiw  1—y1w 1 -y l—w = 1—wyn 1 -1y ' 1—yp

kde posledni rovnost plyne z indukéniho predpokladu.



