1. soutézni série — reSeni

1. Ano, napiiklad se stranami 1,1,2,4,8,...,2% 2% — 1. Kdyz vynechame nejdelsi
stranu, bude vzdycky nejdelsi strana zbylého n-thelniku alespon tak dlouhd, jako soucet
v8ech ostatnich, coz porusi ostrou ,mnohotihelnikovou nerovnost“. V opac¢ném piipadé:
nejdelsi strana 2%° — 1 je jen o 1 kratsi nez soucet ostatnich, takze kdy# ji nevynechame a
vynechame libovolnou jinou, tak uz bude aspon tak dlouha co ostatni.

2. (34 V/5). Nerovnost ze zadéni je po tipraveé
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coz prejde v mn > (m—n)(m—n+1), po apravé m>+m(1—3n)+n?—n < 0. Tuto nerovnost
spliuji redlna ¢isla z intervalu (1(3n — 1 — v6n? —2n+ 1), 2(3n — 1 + VBn? — 2n + 1)).
Pro velka n je diskriminant kladny a interval obsahuje aspon jedno celé ¢islo a nejvétsi z
celych cisel v intervalu je

M(n) = F(?m —1+ m)J .
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Evidentné lim @ = 1(3+ /5). Piesngji, celé ¢asti se zbavime tak, ze z — 1 < [z] < z,
spocitame limity 2 posloupnosti bez celé ¢asti, které sviraji M (n) mezi sebou a pouzijeme
vétu o dvou straznicich.
a b
3. fap(x) = w, a nezaporné celé, b > 1 — a celé. Uvédomime si, Ze ¢islo
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tvofené k jednickami je %=1 = . Rozmyslete si, ze f,» zobrazi ¢islo tvofené k jednickami

na ¢islo tvorené ak+b jednickami. Zbyva dokazat, ze zadné dalsi polynomy nevyhovuji. Pro
konstantni polynomy je to zfejmé. Dale uvazujme obecny polynom f(z) = amz™ +---+ao
stupné m > 1. Pak log(f(z)) = mlogz + am + o(1) pro x — +o0, tj.

log(f(zx)) = mk — mlog9 + am + o(1) = mk + log(9™ ™am) + o(1)

pro k — +oo. Tento vyraz mé byt roven logaritmu néjakého jednickového Eisla x4x), coZ
je g(k) —log 9+ o(1), tj. dostavame rovnost mk +log(9™™am) + o(1) = g(k) —log9 + o(1),
neboli mk — g(k) = —log9 — log(9™™am) + o(1). Limita pro k¥ — +4oco pravé strany je
—log9 —log(9™ " am). Na levé strané mame mk — g(k), coz je posloupnost celych &isel, tyto
tedy musi byt pro velka k viechny rovny —log9 — log(9™ " am) = —log(9' " ™an) =7 ar
musi byt také celé ¢islo. Pro velkd k tedy mame g(k) = mk +r a f(xx) = Tmk+r. Posledni
rovnost vSak spliuje i polynom f,, », ktery se tak s f shoduje v nekone¢né mnoha bodech,
a tudiz f = fm,r, dikaz je hotov.

4. Vytvorfime postupné éislo n = pip2 - - - pk, kde p1,p2,...,pr jsou razna prvodisla.
Chceme, aby bylo soudélné se vSemi prvky M. Takze se v i-tém kroku podivame, jestli
jsou uz vsSechna ¢isla z M soudélna s n, a kdyz nékteré neni, tak pridame néjaké prvocislo
z jeho rozkladu do n jako p;. Az vyCerpame vSechny prvky M, mame n, které je se vSemi
soudélné, takze musi mit podle zadani v M délitele, ozna¢me ho a.

Cislo a se sklada z nékterych prvoéisel z mnoziny pi,pz,...,pr, vybereme z nich to
s nejvyssim indexem: p;. Tedy p; | a | pip2---p;j. V j-tém kroku postupu z pfedchoziho
odstavce jsme nasli ¢islo nesoudélné s pips...p;—1, ale délitelné p;, oznacme to ¢islo b.
Cisla a, b tedy maji nejvétsi spole¢ny délitel p;.
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