2. soutézni série — reSeni

1. Sporem. Kdyby |cn| = |an+1 — an| < M pro vSechna n, pak a, < a1 + (n — 1)M.
Pak ale 0 < b, < “2 < al_k + M, coz je spor s neomezenostl bn.

2. MozZnosti j JSOU (5, 6) (6,5). Ozna¢me a,b kofeny 2> —ma+n a ¢, d kofeny x> —na+m.
Vietovy vztahy dohromady déavaji

a+b=m=cd; ab=n=c+d.

Kofeny musi byt kladné: soucet a a b je kladné ¢islo m, tedy aspon jedno z nich je kladné,
déle je jejich soudin kladné ¢islo n, tedy musi byt kladné obé. Stejné pro ¢ a d. Ode¢tenim
a preusporadanim Vietovych vztaht dostaneme

(@a—D)b-1)+(c—1)(d—1) =2

Cisla v zavorkach jsou nezaporna, ¢ili jsou pouze moznosti a = b = ¢ = d = 2 (dvojnisobné
kotfeny) a a = 3, b =2, ¢ = 1, d =cokoliv (a symetrické). Pak uz douréime d = 5.

3. Nejprve si rozmysleme, Ze pro kazdé prvocislo p a pfirozené a, které je s p nesoudélné,
plati P(a?) = P(a) (mod p). Dle Malé Fermatovy véty je totiz a® = a (mod p), tedy
(a?)" = (a™)P = a™ (mod p), tj. P(a?) = S bj(a?)? = S bja’ = P(a). Nyni zvolme
libovolné prvocislo p > 2 a libovolné pfirozené k. Pro n = pk spliiuje polynom ze zadani
pk | P(2F%), tj. P((2%)?) = 0 (mod p). Pak ale také P(2¥) = 0 (mod p). To ale plati pro
kazdé prvocislo p > 2, tj. nutné P(2k) = 0. To ale plati pro kazdé prirozené k, tedy P je
nulovy.

4. Vyhraje Bob. Myslenka je, ze obarvi zbylé vrcholy pravidelného n-uhelnika, jehoz
prvni vrchol je prvni Alicin bod. Pak uz bude kazdy oblouk kratsi nez 27 /n a poslednim
tahem vytvori oblouk o délce libolvoné blizké 27 /n, ¢imz vyhraje.

Presnéji: Bob obarvuje vrcholy pravidelného n-tihelnika, dokud mtize. Ozna¢me k pocet
vrcholt, které ziska pro sebe. Kdyz uz vrcholy dojdou, dava postupné své body na oblouky
n-thelnika (,strany“), jejichz oba krajni body jsou Aliciny (,,Aliciny strany*), ¢imz ji pre-
rusi vSechny oblouky délky 27 /n. Alice mé& n — k vrchol n-tthelnika a Bob aspon jeden, ¢ili
Alicinych stran je nejvyse n — k — 1. Bobovi tedy jesté zbyde alespon jeden bod. Kdyz mu
jich zbyde vic, d4 vSechny kromé posledniho na libovolnou stranu, na které uz néjaky bod
obarveny je, aby nepferusil zddnou svoji stranu (takova strana existuje: pokud by musel
Bob jako prvni dat bod mimo vrchol, znamené to, Ze ma Alice vétsinu vrcholu, ¢ili d4 Bob
nejprve na Alicinu stranu).

Vsechny Aliciny oblouky jsou kratsi nez 27 /n. S Bobovymi vrcholy sousedi aspoii k + 1
stran a Alice ma jen k bodl mimo vrcholy, nemize je tedy vSechny zabrat. Poslednim
tahem proto Bob umi vytvorit oblouk délky jen o libovolné malo mensi nez 27 /n, ¢imz
vyhraje.
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