3. soutéZni série — resSeni

1. Pravou stranu rovnice p? = a®+b® rozlozime na (a+b)(a® —ab+b?). Protoze a+b > 1,
zbyvaji 2 moznosti: 1. a® — ab+ b = 1, coz vede ke sporu, je totiz a®> —ab+b>>ab>1a
druh4 rovnost nastéva jen pii a = b = 1, pak ale p? = 2, coz nelze. 2. a+b = a2 —ab+b* = p,
z ehoz plyne p = (a + b)? — 3ab = p*> — 3ab, tj. p | 3ab a protoze a,b < p, tak nutné p | 3,
tj. p = 3, Cemuz vyhovuje a =1, b = 2.

2. Uvazujme kolmé priaméty tsecek na strany ctverce. Pokud soucet délek priimétt na
nékterou ze stran bude asponi 1012, méame vyhrano, protoze nékteré dva pruméty se budou
prekryvat aspon krajnimi body. Sta¢i dokazat, ze soucet délek primétt na dvé navzijem
kolmé strany ¢tverce dohromady bude aspon 2024. Ale dva pruméty jedné uisecky tvori spolu
s tseckou pravouhly trojihelnik, jehoz dvé odvésny jsou dohromady delsi nez prepona, ktera
ma délku 1. Tim je dikaz hotov.

3. Hledame spoleény pevny bod f a g. Vime, ze f (stejné tak g) ma pevny bod, protoze
f(a) > a, f(b) < b a ze spojitosti nékde mezi plati f(xz) = z. Dale f zobrazuje pevné body
g zase na pevné body g (a naopak): je-li x pevny bod g, pak g(f(z)) = f(g(z)) = f(x).

Kdyz je f klesajici, tak méa jen jeden pevny bod. Funkce g ho ale zobrazi zase na pevny
bod, takze ho musi zachovat a vyhrali jsme.

Kdyz je f rostouci, pak ozna¢ime z¢ néjaky pevny bod g a iterujeme x;+1 = f(x;),
coz je posloupnost pevnych bodu g. f roste, ¢ili pokud x1 > xo, tak x2 > x1 atd, a naopak
pokud z1 < o, tak z2 < z1 atd. Kazopadné je posloupnost {z;} monoténni, takze ma v
uzavieném intervalu limitu c. Pak limita rovnosti x; = g(z;) a xi41 = f(:), kdyz i — oo,
dava ze spojitosti ¢ = g(c) a ¢ = f(c).

4. Ozna¢me prvky grupy Ai, ..., An a jejich soucet A. Pak A;A = A pro kazdé i,
protoZe nasobeni A; je bijekce na G. Se¢tenim pies i = 1,...,m dostavame A% = mA. Je-li
X € C vlastni &islo A, pak (aplikovanim A? = mA na vlastni vektor) A> = m\, tj. A = 0
nebo m. Zaroven stopa A, coz je soucet vlastnich ¢isel, je nulova, tj. A nemuze byt m. Pak
je ale A—ml invertovatelnd a protoze A2 —mA = 0, je také 0 = (A2 —mA)(A—mI)~' = A,
coz jsme chtéli dokazat.



web: httpn://karlin mff cuni cz/resitel



