4. soutézni série — reseni

1. Dosadime-li z = 1, dostaneme z f(1) = 2 rovnost f(2) = 1. Ze spojitosti plyne, ze
cely interval [1,2] lezi v oboru hodnot. Pro kazdé y € [1,2] tedy existuje z, ze f(z) = y.
?%k y= flx) = f(fQ(x)) = ﬁ7 tj. fly) = % Funkce f(z) = % vyhovuje, je tedy jedinym
feSenim.

2. Pokud A je regularni, pak

det(I + AB) = det(A(I + BA)A™") = det Adet(I + BA)det(A™ ') = det(I + BA).

Pokud A neni regularni, uvazujme matici Ay = A — tI, t € R. Matice A: je regularni
pro v8echna t aZ na kone¢né mnoho hodnot (kromé vlastnich ¢isel matice A). Tedy funkce
P(t) :=det(I + A:B) — det(I + BA;) je nulova pro vSechna realné ¢ az na koneéné mnoho.
Zaroven z definice determinantu plyne, Ze P je polynom stupné nejvys n, tj. je nutné roven
nule vSude, tj. i pro t = 0.

3. Cela cisla jsou vsechna propojena, protoze n sousedi s n + 1, takze staci ukazat, ze
je kazdé racionalni ¢islo propojené s celym cislem. To udélame tak, ze dokdzeme, ze kazdé
necelé ¢islo sousedi s ¢islem, které ma mensi jmenovatel (to sousedi zase s ¢islem s mensim
jmenovatelem atd. az ke jmenovateli 1). Jelikoz jsou a, b nesoudélnd, existuji Bézoutovy
koeficienty k,I € Z takové, Ze ka — Ib = 1, coZ ale pfesné znamend § — % = ﬁ Staci
tedy zaridit, aby bylo 0 < k < b. To jde, jelikoz kdyz méame koeficienty k,l, vyhovuji i
koeficienty k + nb,l — na, takze mizeme k posunout o nasobek b do intervalu [0,b — 1]. A
snadno nahlédneme, ze pokud b > 1, nemize byt k = 0, ¢ili skutecné mtzeme piredpokladat
0<k<hb.

4. Posunem dilku se dira posune o dvé pole, takze se miize obecné dostat jen na néktera
pole (je-li tabulka (2m — 1) x (2n — 1), miZe byt na m x n polich). Rikejme jim modr4;
rohy jsou modré. Na kazdém modrém poli kromé volného rohu lezi domino, které miti na
nékteré vedlejsi modré pole (svou kratkou stranou s nim sousedi). Z tohoto vedlejsiho pole
nakreslime sipku na toto pole, ktera znaci, ze kdyby byla na vedlejsim poli dira, miize se
pohybem dilku dostat na toto pole. Takto muzeme diru presouvat po Sipkach. Z kontrukce
vede na kazdé modré pole pravé jedna Sipka, az na volny roh. Z toho uz plyne, ze kdyz na
modré pole nemizeme dostat diru, musi existovat néjaky cyklus Sipek (jdeme proti sméru
sipek, bud dojdeme do volného rohu, pak tam ale diru lze pfesunout, nebo se zacyklime).

Dokazeme sporem, ze se cyklus nevytvori. Dokazeme indukci, Ze kazdy cyklus by nutné
ohranicoval oblast tvorenou lichym poctem policek, takova oblast ale nemtze byt pokryta
dominy. BUNO jde cyklus po sméru hodin. Nejmensi mozny cyklus obsahuje jedno poliko.
Kdyz cyklus dvakrat za sebou zatoc¢i doprava, mizeme tyto dva vrcholy vynechat a spojit
ten pfed nimi a ten za nimi. Tim odebereme dvé pole. Kdyz zataci doprava, ale predtim
ani potom doprava nezataci, vyménime sméry Sipek okolo zatacky (napf. nahoru, doprava
— doprava, nahoru) Tim bud odebereme ¢tyfi pole, nebo projedeme vrcholem, kterym uz
cyklus prochézi, ¢imz odebereme t¥i a cyklus se rozpadne na dva z indkuce liché cykly.
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