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1 Úvod
Uvažujme longitudinálńı pozorováńı

Tij, Zi(Tij), (Xi1(Tij), . . . , Xip(Tij))
T, j = 1, 2, . . . ,

tedy pro i-tého jedince pozorujeme v náhodných časech Ti1 <
Ti2 < . . . značky Zi(Tij) a kovariáty (Xi1(Tij), . . . , Xip(Tij))

T.
Ćılem je modelovat závislost rozděleńı značek na kovariátách po-
moćı zobecněných lineárńıch model̊u (GLM) s časově závislými
koeficienty.

2 Značkované bodové procesy
Dvojice Tij, Zi(Tij) tvoř́ı značkovaný bodový proces (MPP)
v časovém intervalu [0, τ ] se značkami v nějakém prostoru E
(Brémaud, 1981). Proces označme pi(dt × dzi). Jedná se
o náhodnou č́ıtaćı mı́ru na [0, τ ] × E. Proces pi(dt × A) =∫
A pi(dt×dzi) (A je nějaká borelovská množina) je č́ıtaćı proces

adaptovaný na nějakou filtraci, tzn. pi(dt × A) poč́ıtá události
se značkami v A.

Chováńı procesu je popsáno jádrem intensity

λi(t, dzi) = λi(t)Φi(t, dzi).

Zde λi(t) je intensita procesu pi(dt×E) (proces všech událost́ı
bez ohledu na jejich značky). Φi(t, dzi) je podmı́něné rozděleńı
značek v čase t za podmı́nky historie do t a toho, že t je časem
pozorováńı.

3 GLM pro MPP
Modelujme rozděleńı Φi(t, dzi) pomoćı GLM. Předpokládejme,
že jeho středńı hodnota µi(t) záviśı na lineárńım prediktoru
ηi(t) = Xi(t)

Tβ(t) pomoćı linkové funkce g, čili

g(µi(t)) = ηi(t) = Xi(t)
Tβ(t).

Rozptyl v rozděleńı Φi(t, dzi) předpokládejme ve tvaru
ψ(t)V (µi(t)), kde ψ(t) je dispersńı parametr a V (µ) je variančńı
funkce. Jak koeficienty β(t), tak disperse ψ(t) mohou záviset na
čase (uvažujeme neparametrický model). Speciálńım př́ıpadem
je lineárńı model, který uvažovali Martinussen & Scheike (2001).

4 Odhad
Odhadneme kumulativńı koeficienty B(t) =

∫ t

0 β(s)ds. Proč
kumulativńı? Abychom mohli o nich dělat inferenci.
Předpokládejme, že intensita λi(t) splňuje Aalen̊uv aditivńı
model, tj. λi(t) = Yi(t)Ui(t)

Tα(t), kde Ui(t) jsou nějaké ko-
variáty a α(t) koeficienty. Proč předpokládáme nějaký model
intensity časového procesu? Protože chceme odhadovat kumu-
lativńı efekty B(t), nikoli β(t).

Odhadovaćı rovnićı je

n∑
i=1

Xi(t)

g′(µi(t))ψ(t)V (µi(t))

[∫
E

zipi(dt× dzi)− λ̂i(t)µi(t)dt

]
= 0

(λ̂i(t) se źıská standardně vyhlazeńım odhadu z Aalenova mod-
elu). Kde se rovnice vzala? Lze ji motivovat jako kva-
sivěrohodnostńı rovnici, poněvadž

Xi(t)λi(t)

g′(µi(t))
=

∂

∂β(t)
E

[∫
E

zipi(dt×dzi)
∣∣∣Ft−

]
=

∂

∂β(t)
λi(t)µi(t)dt

a

ψ(t)V (µi(t))λi(t)dt = var

[∫
E

zipi(dt× dzi)
∣∣∣Ft−

]
.

K rovnici lze doj́ıt také z věrohodnosti spočteńım skorových
operátor̊u.

5 Algoritmus:
IRLS s vyhlazováńım

Rovnici řeš́ıme pomoćı iterativně vážených nejmenš́ıch čtverc̊u
(IRLS), přičemž mezi jednotlivými kroky spočtené př́ır̊ustky vyh-
lad́ıme (jádrově). Odhad je inspirován metodou popsanou v
Martinussen, Scheike & Skovgaard (2002). Proč vyhlazujeme?
Iterovat v každém bodě pozorováńı odděleně nemůžeme, protože
v každém bodě je nejvýše jedno pozorováńı.

Označme B̃(t) předchoźı odhad. Pr̊uběh iterace:

(1) Vyhlazeńım B̃(t) źıskej β̃(t).

(2) Spočti 1 krok IRLS pro všechny časy pozorováńı t ∈ [0, τ ]:

(2i) Spočti pracovńı odezvu (working response)

r̃i(t)dt = η̃i(t)dt

+
g′(µ̃i(t))

λ̂i(t)

[∫
E

zipi(dt× dzi)− λ̂i(t)µ̃i(t)dt

]
.

(2ii) Spočti váhovou matici W (t) = diag[Wi(t)], kde

Wi(t) =
λ̂i(t)

g′(µ̃i(t))2V (µ̃i(t))
.

(2iii) Lineárńı regreśı r̃(t)dt na X(t) pomoćı vážených nej-
menš́ıch čtverc̊u źıskej př́ır̊ustky nové iterace dB̃(t)

dB̃(t) =
[
X(t)TW (t)X(t)

]−1
X(t)TW (t)r̃(t)dt

= β̃(t)dt +
[
X(t)TW (t)X(t)

]−1
X(t)TW (t)

× diag

[
g′(µ̃i(t))

λ̂i(t)

][∫
E

zp(dt× dz)− λ̂(t)µ̃(t)dt

]
.

(3) Jdi na (1).

Algoritmus je pochopitelně nutné někde nastartovat: např́ıklad
z lokálně polynomiálńıho odhadu β(t) (zde je použit lokálně kon-
stantńı odhad).

6 Testováńı konstantnosti

Testujme konstantnost funkćı β(t) proti alternativě závislosti
efekt̊u na čase. Konstantnost β(t) je ekvivalentńı linearitě B(t).
Test (typu KS, např́ıklad) můžeme založit na procesu

B̂(t)− t

τ
B̂(τ ).

K aproximaci jeho rozděleńı použijeme modifikaci simulačńı
metody Lin, Wei & Ying (1993) p̊uvodně navržené pro č́ıtaćı
procesy.

Pro proces R(t) = B̂(t)−B(t) za určitých předpoklad̊u plat́ı

R(·) =

∫ ·

0

∫
E

H(s, z)Tq(ds× dz) + oP (n−1/2),

kde qi(dt× dzi) = pi(dt× dzi)− λi(t)Φi(t, dzi) jsou martingaly
a H(s, z) je (n× p)-matice nějakých predikovatelných proces̊u.

V této martingalové representaci můžeme H(s, z) odhad-
nout. Jediné, co nemůžeme pozorovat ani odhadnout, jsou mar-
tingaly qi(dt×dzi). Nahrad́ıme je v každém okamžiku pozorováńı
Tij simulovanými hodnotami q∗i (dt × dzi) = Gijpi(dt × dzi),
kde Gij jsou iid N(0, 1) nezávislé na datech. Proč to fun-
guje? Protože limita podmı́něného rozděleńı (při datech) takto
vyrobeného procesu R∗(t) je stejná jako limitńı rozděleńı procesu
R(t).

Generováńım vhodného počtu realisaćı R∗(t) můžeme proce-
sem R∗(t) − t

τR
∗(τ ) aproximovat rozděleńı testového procesu

R(t)− t
τR(τ ).
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7 Ilustrace: odhady a testy

Obrázky 1–3 ukazuj́ı fungováńı odhad̊u na simulovaných datech.
Silnou čárou jsou znázorněny skutečné funkce B1(t) a B2(t),
tenkou čárou 15 odhad̊u z 15 vygenerovaných výběr̊u (každý
o rozsahu 100). Ve všech př́ıpadech je kovariáta X1 = 1 a
X2 ∼ U(−2, 2). Intensita je konstantńı λ(t) = 2.

Obr. 1: Poissonovská regrese s (kanonickým) linkem g(µ) =
log µ; β1(t) = t−1, B1(t) = t2/2−t, β2(t) = cos t, B2(t) = sin t.
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Obr. 2: Normálńı regrese s linkem g(µ) = µ; β1(t) = 2 cos 5t,
B1(t) = 2 sin(5t)/5, β2(t) = 2− t, B2(t) = 2− 0.5(t− 2)2.
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Obr. 3: Poissonovská regrese s linkem g(µ) = log µ; β1(t) =
−0.5, B1(t) = −0.5t, β2(t) = 2− t, B2(t) = 2− 0.5(t− 2)2.
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Obrázek 4 ukazuje testy konstantnosti regresńıch funkćı β1(t)
a β2(t) pro výběr o rozsahu 100 vygenerovaný z modelu z obr. 3.
Silná čára zachycuje testový proces, slabé čáry 50 simulovaných
trajektoríı z rozděleńı testového procesu za platnosti hypotesy
konstantnosti.

Obr. 4: Test konstantnosti β1(t) (nahoře) a β2(t).
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