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Intervaly spol’ahlivosti pre spoločnú strednú hodnotu

- porovnanie dvoch metód
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V tomto prı́spevku sa budeme zaoberat’ intervalovými odhadmi spoločnej strednej hodnoty v jednofaktorovom heteroskedastickom
ANOVA modeli. Porovnáme dve metódy intervalového odhadu: metódu založenú na metrologickom prı́stupe navrhnutú Witkovským
a Wimmerom v [1] a zovšeobecnené intervaly (GCI - generalized confidence intervals) navrhnuté Wangom a Iyerom v [2]. Využitı́m
Monte Carlo simuláciı́ skúmame frekventistické vlastnosti oboch metód.

METROGICKÁ FORMULÁCIA
V metrológii sa často stretávame s problémom stanovenia

spoločnej strednej hodnoty. V praxi ide o stanovenie čo

najpresnejšieho odhadu skutočnej hodnoty meranej veličiny,

pričom tento odhad sa nazýva kl’účová porovnávacia referen-

čná hodnota (KCRV - key comparison reference value). Pre jej

určenie sú k dispozı́ciı́ dáta z viacerých laboratóriı́. Chyba po-

zorovanı́ poskytnutých každým laboratóriom pritom pozostáva

z tzv. laboratórnej chyby, ktorá je pre všetky pozorovania z

jedného laboratória rovnaká, a z chyby jednotlivých meranı́. My

budeme uvažovat’ situáciu s rovnomerným a normálnym rozde-

lenı́m laboratórnej chyby. Formálne môžeme model zapı́sat’ ako

jednofaktorový heteroskedastický ANOVA model:

yij = µ +Bi + ǫij (1)

kde j = 1, . . . k označuje počet zúčastnených laboratóriı́, k =

1, . . . ni označuje počet meranı́ v i-tom laboratóriu. Bi reprezen-

tuje laboratórnu chybu a ǫij predstavuje chybu jednotlivých

meranı́, o ktorej predpokladáme ǫij ∼ N(0, σB,i).

POROVNÁVANÉ METÓDY
Označme výberový priemer Ȳi = 1

ni

∑ni
j=1 Yij a výberovú dis-

perziu S2
i =

1
ni−1

∑

(Yij − Ȳi)
2 a ich realizácie ȳi a s2i .

Metrologický prı́stup navrhnutý v [1] Witkovským a

Wimmerom (metódu d’alej značı́me WW). Uvažujme náhodnú

premennú ˜̃µ v tvare:

˜̃µ =

k
∑

i=1

wiȳi −
k

∑

i=1

wi

√

s2i
ni
Ti −

k
∑

i=1

wiBi,

kde Ti ∼ tni−1 a wi sú váhy volené nasledovne:

wi =

(

1/

(

√

s2i
ni

√

s2p
ni

ni−1
ni−3 + σ2

(B),i

))

∑k
l=1

(

1/

(

√

s2
l

nl

√

s2p
nl

nl−1
nl−3 + σ2

(B),l

)),

kde s2p =
∑k

i=1 (ni − 1)s2i/
∑k

i=1 (ni − k).

Potom za odhad (1−α)×100%-ného intervalu spol’ahlivosti pre µ

berieme (µKCRV +qα/2, µKCRV +q1−α/2), kde µKCRV je stredná hod-

nota náhodnej premennej ˜̃µ a qβ β-percentný kvantil náhodnej

premennej ˜̃µ− µKCRV .

Zovšeobecnené intervaly navrhnuté v [2] Wangom

a Iyerom (d’alej metódu značı́me WI). Za dolnú a hornú hranicu

(1 − α) × 100 percentného intervalu spol’ahlivosti berieme qα/2 a

q1−α/2 kvantily náhodnej premennej Rµ, kde náhodná premenná

Rµ má tvar:

Rµ =

∑k
i=1 (ȳi − Bi)niWi/[(ni − 1)s2i ]
∑k

i=1 niWi/[(ni − 1)s2i ]

−Z

√

1
∑k

i=1 niWi/[(ni − 1)s2i ]

kde Wi ∼ χ2
ni−1

a Z ∼ N(0, 1).

METODOLÓGIA Budeme uvažovat’ viacero situáciı́ s

rozličnými parametrami modelu (1) - nazvime ich dizajny. Pre

každý dizajn budeme generovat’ 10000 krát sériu dát. Pre každú

sériu generovaných dát konštruujeme podl’a vyššie navrhnutých

metód (1 − α) × 100% intervaly spol’ahlivosti pre µ. Metódy

porovnávame na základe dvoch frekventistických vlastnostı́,

percentuálnej úspešnosti pokrytia skutočnej hodnoty µ a na

základe relatı́vnej priemernej dĺžky nasimulovaných intervalov.

SIMULAČNÁ ŠTÚDIA Zvolı́me bez ujmy na

všeobecnosti µ = 0. Testujeme na hladine významnosti α = 0.05.

Rôzne dizajny vyberáme podl’a [1]. Počet zúčastnených labo-

ratóriı́ je 5, 10 alebo 15, t.j. k ∈ {5, 10, 15}. Počet pozorovanı́

v i-tom laboratóriu je ni = 5, ni = 10, ni = 15 alebo ni =

{5, 10, 15, 5, 10, 15, 5, 10, 15, 5, 10, 5, 5, 10, 15}, i = 1, . . . k. Vzory pre

σB,i sú označené nasledovne: σB,i = 1 značené a, σB,i = 5 značené

b, σB,i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5}, i = 1, . . . k značené c,

a σB,i = 0 značené d. Pre vybrané vzory σA,i je zvolené nasle-

dovné značenie:σA,i = 1 značené +, σA,i = 5 značené o a σA,i ∈
{1, 2, 3, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5}, i = 1, . . . k značené ×.

VÝSLEDKY Z obrázkov pre model predpokladajúci

normálne rozdelenie Bi vidı́me, že pre zvolené dizajny dáva

lepšie empirické pravdepodobnosti pokrytia a dĺžky intervalov

WW metóda. Poznamenajme, že toto platı́ pre malý rozsah po-

zorovanı́, t.j. max. počet pozorovanı́ v laboratóriu je 15.
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Obr 1.: Empirické pravdepodobnosti pokrytia pre (1− α)× 100% intervaly

spol’ahlivosti zı́skané WW metódou pre α = 0.05.Bi ∼ N(0, σ2

B,i).
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Obr 2.: Empirické pravdepodobnosti pokrytia pre (1− α)× 100% intervaly

spol’ahlivosti zı́skané WI metódou, α = 0.05.Bi ∼ N(0, σ2

B,i).
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Obr 3.: Relatı́vne dĺžky (1− α)× 100% intervalov spol’ahlivosti zı́skaných

WW metódou v porovnanı́ s exaktnými intervalmi spol’ahlivosti

skonštruovanými so znalost’ou všetkých parametrov modelu.Bi ∼ N(0, σ2

B,i).
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Obr 4.: Relatı́vne dĺžky (1− α)× 100% intervalov spol’ahlivosti zı́skaných WI

metódou v porovnanı́ s exaktnými intervalmi spol’ahlivosti skonštruovanými

so znalost’ou všetkých parametrov modelu.Bi ∼ N(0, σ2

B,i).

Pre obidve porovnávané vlastnosti intervalov pozorujeme nasle-

dovné závislosti. Empirické pravdepodobnosti pokrytia sa blı́žia

optimálnej hodnote (1−α)×100% s rastúcim počtom pozorovanı́

v jednotlivých laboratóriách pre obidve metódy, pričom rozdiely

medzi metódami sa zmenšujú.

Ďalej je pozorovaná závislost’ dĺžky intervalov spol’ahlivosti od

parametrov σA,i a σB,i,výraznejšia však od σB,i, rôzna pre každú

z metód. Závislosti od σB,i sú zobrazené v nižšieuvedených

grafoch.
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Obr 5.: Relatı́vne dĺžky intervalov spol’ahlivosti zı́skaných WI metódou v

závislosti od jednotlivých dizajnov zoradených podl’a σB,i.
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Obr 6.: Relatı́vne dĺžky intervalov spol’ahlivosti zı́skaných WW metódou v

závislosti od jednotlivých dizajnov zoradených podl’a σB,i.

Priemerná dĺžka intervalov spol’ahlivosti zı́skaná WW metódou

je najkratšia pre dizajny so σB,i = 5 a najdlhšia pre σB,i = 0. Pre

WI metódu sú najkratšie intervaly pre dizajny so σB,i = 0 a naj-

dlhšie pre σB,i ∈ 1, 2, 3, 4, 5.

Záverom treba spomenút’, že jednotlivé dizajny sme

uvažovali aj s predpokladom, že Bi ∼ U(−
√
3σB,i,

√
3σB,i) . In-

tervaly pre ten istý dizajn s rôznymi predpokladmi na rozde-

lenie Bi dávajú vel’mi podobné pokrytia - maximálny rozdiel

v pokrytı́ pre WW metódu oproti situáciı́ s Bi ∼ N(0, σ2
B,i) je

rmax,WW = 0.79%, pre WI metódu rmax,WI = 0.98%. Rovnako po-

zorujeme minimálne rozdiely v relatı́vnej dĺžke intervalov, pre

WW metódu je lmax,WW = 0.017 a pre WW je lmax,WI = 0.14.
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