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nahlizet jako na rozsirent jadrovych odhadu kvantili.

Abstrakt: Poster predstavi definici Rousseeuwouvy regresni hloubky a “hloubkovijch” regresnich kvantili. Oba tyto pogmy vychazi z klasické definice jednorozmeérnych kvantili a jsou jejim prirozenym zobecnénim na linedrni regresni
model za ucelem odhadu kvantili odezvy pri dané hodnoté regresoru, tedy podminénych kvantili. Nejhlubsi regresni primka je robustnim odhadem v regresi a oproti odhadu zaloZenému na minimalizaci Ly normy (kvantilovd regrese) je
velice malo citlivd na odlehld pozorovani. Stejnou vlastnost maji i regresni kvantily zaloZené na této hloubce. S prihlednutim k dalsim vlastnostem jako je ekvivariance vici afinim transformacim, knzistence, atd. jsou tyto metody velms
zagimavou alternativou k dnes velmi ¢asto pouzivané kvantilové regresi. Druhd ¢dst posteru je venovdna lokalizaci regresni hloubky, kterd ndam umozni odhad podminénych kvantilu v neparametrické regresi. Na tuto metodu muzZeme

UVOD
Predpoklady: Uvazujme nahodny vektor (Y, X) se spojitym rozdélenim Py x, kde

Y € Ra X € RP. Dale méjme data
(Y1, X1), ..., (Y, Xy), kde (V;, X;) ~Pyyx, i=1,... ,n.

Cil:  Chceme na zékladé dat odhadnout & () podminény 7-kvantil Y pii dané hod-
noté X = x. Hledame tedy pro vsechna z € R? takovou hodnotu &, (z) pro kterou plati

PY <& ()| X =x)=T.

REGRESNI HLOUBKA, REGRESNI KVANTILY

V linearnim modelu

Y = 0o+ B Xi + e,

kde e; jsou nahodné vel¢iny, mame hned nékolik moznosti. Prvni z nich je kvantilova
regrese, viz napt. [2]. Klasicky jednorozmérny 7-kvantil pro Y lze ziskat minimalizaci

1=1,...,n,

n

min }_pr(Yi—a), Kkde pr(w) = u(r — Hu < 0}),

Prenesenim této definice do linearni regrese, tedy feSenim minimalizace

Z p-(Y; — by — b X),
i—1

B(r) :=arg min
(bo,br) ERPH
ziskame odhad podminéného kvantilu pii daném X = z jako &, () = By(7) + 6L (7).
Tento odhad ma mnoho péknych vlastnosti, jeho nejvétsi nevyhodou je pomérné vysoka
citlivost na odlehla pozorovani.

Regresni hloubka:

Druhou moznosti jak definovat jednorozmérny 7-kvantil je jako takovou hodnotu pod
kterou lezi | n7| pozorovani. Z této definice vychézi regresni hloubka. V jednorozmérném
pripadé lze median definovat jako bod u kterého musime z vybéru odstranit nejveétsi
pocet pozorovani, aby se ocitl na okraji vybéru (odstranime polovinu pozorovani). Tuto
“krajni” pozici budeme nazyvat nonfit poloha. Uvedme si nejdifve jak rozsifen{ této
definice bude vypadat pro X; e R, 1 =1,...,n.

NONFIT POLOHA PRO X; R

Pro dané koeficienty 6 = (6y,0;)" oznacéme residua regresniho modelu jako
0 = (6p,0,)! jako r;(0) = Y; — 0y — 61X;, i = 1,...,n. Pak 6 = (6y,0;) na-
zveme v nonfit poloze pokud existuje ¢islo v € R, které je ruzné od vsech X;
a takové, ze bud

ri(0) <0 Vr; <v azaroven r;(0) >0 Vr;>wv
nebo
ri(@) >0 Vr; <v azaroven 71;(0) <0 Vz;>wv.

JINYMI SLOVY:

Piimka urcend koeficienty (6y,61) je
v nonfit poloze pokud pfi jeji rotaci
do vertikalni polohy neprojdeme zadnym
bodem.

Na obrazku 1 je cervené zobrazena primka
v nonfit poloze. Nalevo od bodu v jsou
jen kladna rezidua, napravo jen zaporna.
To je ekvivalentni s tim, Ze ve

oblastech, které musime projit
pri jeji rotaci do horizontalni polohy, nelezi
zadny bod. Nyni muzeme definovat regresni
hloubku.

u V

Obr. 1: Cervena pf¥imka je v nonfit po-

loze, modra p¥imka ma regresni hloubku 2.

Modra primka na obrazku 1
ma regresni hloubku 2. Je
nutné odebrat 2 modre vy-
znacené body, aby zaujmula
nonfit polohu. Poté napravo
od bodu u budou jen kladna
rezidua. Formalné lze definici
hloubky zapsat

D(6) = E}r‘gﬂg min Z 1+ Z 1, Z 1+ Z 1

i: 7(0)<0, X;<v i: 7i(0)>0, X;>v i: 7i(0)>0, X;<v i 7i(0)<0, X;>v

REGRESNI HLOUBKA

Regresni hloubka primky dané koeficienty 6
je definovana jako nejmensi pocet pozorovani
(Y;, X;), které je potteba odebrat, aby 6 byla
v nonfit poloze.

Je okamzité vidét velmi nizka citlivost na odlehla pozorovani, jelikoz bereme v potaz
jen pocty pozorovani nad / pod regresni primkou a nikoliv jejich vzdélenosti od piimky.

Pro vicerozmeérné regresory X, € R? je definice regresni hloubky stejna. Jen je
nutné néjakym zpusobem zobecnit definici nonfit polohy pro jednorozmeérné regresory
na regresory o vice slozkach.

NONFIT POLOHA PRO X, e R?

0 = (0y,01)" € RP! nazveme lezici v nonfit poloze, pokud existuje nadrovina V/
v prostoru hodnot nahodné veliciny X takova, ze v ni nelezi zadné X; a takova,
7e r;(0) = Y; — 0y — 01 X; > 0 pro vsechna X; lezici v jednom poloprostoru pro-
storu hodnot X, ktery oddéluje nadrovina V' a r;(6) < 0 pro vsechna X; lezici v
poloprostoru druhém.

V' teoretickém pripadé je regresni hloubka
definovana jako nejmensi pravdépodobnostni
masa, ktera musi byt odebrana, aby se regresni
plocha dostala do horizontalni polohy. Napr.
pokud med e; =0, 2 = 1,...,n potom je nej-
hlubsi regresni plocha rovna plose urcené koefi-
cienty (5o, 01 ).

Nejhlubsi regresni plocha nejlépe vystihuje data, naopak plochy s malou hloubkou data
moc dobre nevystihuji. Vlastnosti jako je konzistence, robustnost, ekvivariance apod.
jsou dokazané v [3].

JINYMI SLOVY:

Plocha urcenda koeficienty 6 je v
nonfit poloze pokud pii jeji ro-
taci do polohy kolmé k prostoru
hodnot X neprojdeme zadnym bo-
dem.

Regresni kvantily zalozené na hloubce:

Podobné jako pti odhadu v kvantilové regresi muzeme pro vypocet kvantilu pouzit vahy
7 a 1 — 7. Pocet kladnych rezidui prevazit vahou 7 a pocet zapornych zapornych rezidui
vahou 1 — 7. Nejhlubsi regresni plochou bude v tomto pripadé konzistentni (viz [1])
odhad podminéné¢ho 7-kvantilu.

Formalni definici dostaneme prepisem definice hloubky D(6), misto vahy rovné 1
pouzijeme vahu 7, resp. 1 — 7:

REGRESNI KVANTILY

Pro regresni koeficienty 6 a nadrovinu V' v prostoru hodnot X ozna¢me L(V') a
P (V') dva poloprostory, které tato nadrovina oddéluje. Regresnim 7-kvantilem na-
zveme takovou hodnotu koeficientu 6 pro kterou je nasledujici vyraz maximalni

(1 _7_)7

D.(0) = mvin min{ Z T + Z
it r;(6)

>0, XiEL(V) 1 TZ'((9)<O, X«,;EP(V)

2, Tt )

(1- T)}
it 7(0)>0, X;€P(V) it 7;(60)<0, X;eL(V)

Ocividné volbou 7 = 1/2 dostaneme nejhlubsi regresni primku. Pro tuplnost jesté
uvedme jak tato definice vypadd v pripadé vypoctu klasického jednorozmérného
medianu. 7-kvantilem bude hodnota Y, kde k¢ je fesenim maximalizace

max (min{r(n — k), (1 —7)k}).

k=1,....n

Tedy klasicky jednorozmeérny kvantil.

O ODHADU PODMINENYCH KVANTILU

Nyni se oprostime od predpokladu linearity modelu.
Ucinime pouze predpoklad: Funkce & (z), kterd udava hodnotu podminéného
kvantilu veliciny Y pfi daném X = z je spojitou funkei.

Nejcastéji pouzivané metody

Vétsina dnes rozsitenych metod pouziva ideu jadrovych odhadu, tedy pro odhad
podminéného kvantilu pri dané hodnoté X = x bereme prevazné informaci jen z bodu
v okoli x.

e Prvni moznosti je pouzit jadrovy odhad kvantilu ¢i odhad kvantilu zalozeny na k
nejblizsich sousedech . Tato jednoducha a intuitivni metoda je popsana napt. v [4].
M4a mnoho dobrych vlastnosti (robustnost, ekvivariance vzhledem k monotonnim
transformacim odezvy, rychlost vypoctu, konzistence, ...). Je s podivem, ze - zfejmé
pro jeji prilisnou jednoduchost - neni dnes témér pouzivana a dodnes neni poradné
implementovana ve statistickych programech. Nas pristup lze chapat jako rozsireni
této metody s ohledem na to, ze pro odhad kvantilu v daném jadre misto konstanty
pouzijeme polynom.

e Asi nejvice pouzivanou metodou je lokalni polynomicka kvantilova regrese, ta je im-
plementovana v programu R jako soucast baliku Quantile regression (quantreg).
Autorem je R. Koenker. Idea je pouzit jadrovy odhad na ztratovou funkci p, z linearni
kvantilové regrese. Obecné v kazdém okné odhadujeme kvantil jako polynom a za od-
had &, vezmeme hodnotu tohoto polynomu v bodé z. My se budeme drzet podobného
postupu. Lokalni polynomickou kvantilovou regresy lze opét chapat jako rozsiteni
jadrovych odhadu kvantilu. Postup je popsan v [2].

e Dalsi moznosti je vyuzit nedavno vzniklého balicku v R s nazvem kernlab. O me-
todach pouzivanych v tomto balicku se muzeme docist v pomérné obsahlém clanku
5]. Postup stavi na pouziti ztratové funkce p,, kde se kvantilova funkce &, hleda
mezi prvky Hilbertova prostoru s reprodukénim jadrem pro néjaké vhodné zvolené
jadro. V kvalité odhadu tato metoda zrejmé predéi lokalni polynomickou kvantilovou
regresi. V cem ji ale nepredci je jeji i pres opacné tvrzeni autoru vyrazna casova a
pamétova narocnost vypoctu a nutnost nastaveni mnoha neintuitivnich parametri.

LOKALNI REGRESNI KVANTILY

Myslenka je totozna s jadrovymi odhady
kvantilu, jen misto konstanty budeme kvantil
odhadovat polynomem.

Méjme vahovou funkci w : R?* — [0, +00).
w(X;, z) pritadi vahu bodu X; vzhledem k po-
loze bodu x. Uzitecnou volbou muze byt

(

1, pokud X, patii mezi
| w(X;, x) = < k nejblizsich sousedu x
0, jinak.

\

Nebo Gaussovska vaha

Obr. 2: Jadrovy (lokélné linearni) odhad Ly 2
regresnich kvantili w(X;, x) = e~ ntXime)

Pro odhad podminéného kvantilu &, v bodé x pouzijeme modifikaci vzorce pro D, (6)
pro vypocet kvantilu. Ke kladnym, resp. zapornym reziduim pridame vahy v zavislosti
na vzdalenosti pozorovani od bodu .

JADROVE REGRESNI KVANTILY
Necht 0(7) je takovd hodnota koeficientu 6 € R”*! pro kterou je nésledujici vyraz
maximalni

m‘}nmm{ o Z

>0, X;€L(V)

Z Tw(X;,x) -+ Z

1 7”7;(9)>0, XiEP(V) 1 7“7;((9)<0, XiEL(V>

Tw(X;,r) + Z

ir 7;(0)<0, X,€P(V)

(1—17) w(X;, ),

(1—17) ZU(XZ',.CE).}

Pak za odhad podminéného kvantilu Y pfi daném X = x vezmeme

AN N

£-(z) = 0y(7) + 07 (7)z.

V nasledujicim textu se zamérime na od-

had & pro jednorozmérné  regresory.
Pro vicerozmérné proménné se budeme
muset spokojit s tvrzenim, zZe nasledujici
postup lze rozsSitit 1 pro regresory o vice

Primocary vypocet ma ¢asovou
ndrocnost O(nP*?), existuje vsak
priblizny algoritmus s narocnosti
vyrazné nizsi.

slozkach.

Lokalné polynomické regresni hloubkové kvantily
Podminény kvantil budeme v jadie odhadovat polynomem stupné k.

Odhad kvantilu ziskame aplikaci vzorce pro vypocet jadrovych regresnich kvantilu
pro odezvu Y; a regresory (X;, X2,... . XF),i=1,...,n.

Je ztejmé, ze volbou k = 0 ziskame klasicky jadrovy odhad kvantilti. Pro vétsinu odhadu
si bohaté vystacime s volbou £ =1 ¢i k = 2.

Odhad parametru podminénych kvantilu neni jednoznaény. Dveé plochy (resp. 2 ruzné
vektory regresnich koeficientu) maji stejnou hloubku (hodnotu vyrazu pro vypocet kvan-
tilu) pokud mezi nimi nelezi zadny bod. Prakticky tedy pii odhadu pouzijeme jen ty
koeficienty  které jsou uréené viemi (k -+ 1)-ticemi bodt (X, X2, ... X* ). To zptisobi
nespojitost éT a tedy vyslednou “kostrbatost” odhadu. Tomu lze zamezit pridame-li si
podminku na spojitost odhadi:

Méjme sit bodu zg, 21, ..., x; v kterych chceme ziskat odhad. Poté odhad v bodé z;
budeme hledat pres mnozinu vsech koeficientu 6, které splnuji

&(%—1) =0y + 01z;—1 + 92.7522_1 + ...+ kaf_l.

Nevyhodou je nutnost urceni pocatecniho odhadu v bodé x, naopak vyhodou je snizena
vypocetni narocnost o jeden rad.

Vlastnosti:
prikladem budiz:

lokalizovana verze podedi vétsinu vlastnosti verze nelokalizované,

e Robustnost.
e Fkvivariance vzhledem ke zméné meéritka odezvy:.

e Ekvivariance vzhledem k afinnim transformaci pii pouziti metody £ nejblizsich sou-
seddl.

OBRAZKY

Na zaveér par obrazku na simulovanych datech. Na vsech nasledujicich obrazcich jsou
barvou vyznaceny a cervene jejich odhady.
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Obr. 3: Odhad 0.1, 0.5, 0.9 kvantild pro heteroskedastickad data s asymetrickym rozd&lenim chyb. Rozsah

vyb&ru 500, pouZita metoda 100 nejblizSich sousedd a polynom stupné 1 s podminkou na spojitost.
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Obr. 4: Rozsah vybéru 50, odhad 0.5 kvantilu. V horni ¥adé odhad linearni funkci bez a s podminkou
na spojitost, pouzita metoda 20 nejblizsich sousedid. V dolni ¥ad€ odhad kvadratickou funkci bez a
s podminkou na spojitost, pouZita metoda 25 nejblizSich sousedli. Pro 20 nejbliZsich sousedd by byl odhad
prili§ “kostrbaty”. Vy3ssi volba poltu nejblizsich sousedl zde neni na $kodu z divodu, Ze kvadraticka funkce

ma vétsi moZnosti v kazdém jadre lépe vystihnout data.
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ZAVEREM..

Pokud by se vytrvaly ctenar tohoto posteru zamyslel nad tim, zda ma smysl vénovat
energii na aplikaci zde popsanych metod na néjaka data, muze mu byt napomocno par
nasledujicich radku.
Kdy je to vyhodné pouzit?
e Kdyz mame podezreni na odlehla pozorovani.
e Kdyz se nam zda jadrovy odhad jako moc hruby nastroj pro nase data diky tomu,
7ze v okné / jadre pouziva pro odhad polynom stupné nula (konstantu).

e Kdyz jsme zoufali z honby za korektnim a smysluplné vysledky vyplivujicim nasta-
venim parametru nékterych metod implementovanych ve statistickych softwarech.

e Kdyz v nami pouzivaném softwaru neni naprogramovana zadna z metod na odhad
podminénych kvantilu a mame zrovna volné odpoledne.

e Kdyz potrebujeme udélat poster na téma odhad podminénych kvantili...
Kdy je to nevyhodné pouzit?
e Kdyz mame hodné dat a malo casu.

e Kdyz potiebujeme metodu s propracovanym teoretickym pozadim (asymptotika,
testy, ...).

e Kdyz v nami pouzivaném statistickém programu mame rovnou k dispozici jiz imple-
mentovanou metodu pro odhad podminénych kvantilu se kterou jsme spokojeni.

e ... Najde se toho jisté vice.

Podékovani. Autor dékuje doc. Danielovi Hlubinkovi, jenz ma nemaly podil na for-
movani myslenek obsazenych na tomto posteru. Poster je financovan granty 1M0572 a
MSM0021620839.
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