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V tomto prispévku se vénujeme testim dobré shody pro regresni model zrychleného €¢asu a Coxiiv model v analyze preziti.
Zkoumame jejich empirickou silu a hledame situace, ve kterych je mozné rozlisit, podle kterého z modelu se data chovaiji.

Regrese v analyze spolehlivosti

Studujeme data reprezentujici dobu od zacatku pozorovani do dosazeni néjaké predem
definované udalosti - poruchy - v zavislosti na vysvétlujicich proménnych. Pocitame
s nezavislym cenzorovanim zprava, tj. ze u nékterych jedincu je pozorovani ukonceno

pred dosazenim poruchy. Oznacime 77" skutecné casy udalosti a C; ¢asy cenzorovani.

Data mame ve tvaru (T3, A;, X;)", kde T; = min(TF, C;), A; = I(T; < Cy) a X; je
vektor regresoru.

Déale oznacme «;(t) = limpoP(t < T < t + h|T? > t)/h rizikovou funkci. Data
se reprezentuji také jako ¢itaci procesy, oznacme N;(t) = I(T; < t,A; = 1), Yi(t) =
I(t < Tp), intenzity \(t) = Yi(t)a;(t) a kumulované intenzity Ai(t) = [ \(s)ds.
Bylo dokézano, ze M;(t) = N;(t) — \;(t) jsou za platnosti daného modelu martingaly
vzhledem k filtraci Fi- = o {N;(s),Y;(s), X;,0 < s <t,i =1,...,n}. Pomoc citacich
procesu se da prepsat logaritmicka vérohodnostni funkce dat a jejim derivovanim dle
piipadnych parametru ziskavame skérovy proces U(t, ), pro odhady pouzivame tento

proces az do ¢asu posledni udalosti 7 (piseme U(5) = U(T, B)).
Nejpouzivanéjsi modely

Srovname zde dva ze zakladnich regresnich modelu analyzy preziti a moznosti jak provést
prilusné testy dobré shody. Nejcastéji pouzivanym je Coxuv model proporcionalniho
rizika:

o;(t) = exp( X! Bag(t), i=1,...n, t=10,7],

kde apg(t) je rizikovou funkel tzv. zdkladniho rozdéleni. Dalsim obvyklym je model
zrychleného casu (Accelerated Failure Time - AFT):

log(T7) = —XZ-TB +e€, 1=1,...,n.

kde ¢; jsou (#id). Pozor, nezname skutecné hodnoty T ale pouze pozorované T;. Plati
a;(t) = ozg(eXiTﬁt)eX?B , kde ay(t) je rizikovou funkei pro veliciny exp(€;). Pro ay(t)
odpovidajici Weibullovu rozdéleni se modely shoduji pro B~ = 034, kde 0 je parametr
tvaru Weibullova rozdéleni. Oba modely se od sebe odlisuji interpretaci parametru i tim,
jak jsou motivovany. V Coxové modelu pusobi hodnoty kovariat piimo na rizikovou
funkei, v AFT modelu regesory zpusobuji ze virtualné bézi cas pro dany subjekt rychleji
nebo pomaleji. Je proto dobré umeét rozlisit podle kterého modelu se data chovaji.

Testy dobré shody pro AFT model

X ———————————————————————————————————— F-=F
o A +
q: _% ___________ X s :-": __________ +
__________ X_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:#+
o _ K - mmm m e m e e e e e e m e mm e — o —— - - +
o - N o o Nf = = = = = = = = = = = = — = —
] 5 ———————— % —_—— e — _—— = -—--—----—--—--—----—--—--—----—--—-+---i- ----- -.* - - - - +
o ======-=--wXzzzzzzzzTITTEEETR==T--- 4
N % % IIIIIIIC L +
% -zt
o _ O —— - ——— === = — - — +
— | | | | |
2 3 4 5 6

rezidua AFT modelu (+) a log(T) (x — pozorovana udalost, 0 — cenzorovani)

Dosazenim odhadit B do rovnice modelu ziskdme rezidua log(T}) + X8 = r;. Ta
narozdil od €; nejsou ani nezavisla ani stejné rozdélena, protoze odhady B jsou zalozené
na celém datovém souboru. Vzhledem k asymptotické konzistenci odhadu B ma,ji
ale r; mit priblizné stejnou stfedni hodnotu. Pokud mame cenzorovana data, odhad-
neme rezidua jako 7; = Ar; + (1 — A)E(ele > 1), kde E(ele > r¢) odhad-
neme jako prumeérnou hodnotu vsech rezidui necenzorovanych pozorovani vyssich nez
r¢ = logT; + X ZTB Rozdélime data do dvou skupin podle hodnot regresoru a testu-
jeme shodu strednich hodnot mezi témito podvybéry. Pouzijeme t-test a Wilcoxonuv
test, kvuli nestejnému rozdéleni rezidui budou vysledky pouze priblizné. Vyhodnotime
zde proto empirickou silu testu v zavislosti na velikosti vybéru, abychom mohli stanovit,
jaka je rychlost asymptotické konvergence. Na obrazku vyse viz hodnoty logaritmu po-
zorovanych casu a prislusnd rezidua rozdélena do dvou skupin (rezidua si lze predstavit
jako zpétnou transformaci logaritmu casu udalosti jak by vypadaly pro X; = 0).

Testy dobré shody pro Coxuv model

Za platnosti Coxova modelu je mozné po-
moci martingalové dekompozice a central-
ni limitni véty simulovat proces, ktery je
asymptoticky ekvivalentni skorovému procesu
U(t,8) = S0, X, M(t). Takto ziskané rep-
likace pak porovname s hodnotou spocitanou
z dat. Pro testovani pouzijeme supremovou
statistiku Supte[oﬁ]|\(~](f3,t)||. Pokud jeji hod-
nota prekroéi (1 — )% hodnot simulovanych 7 -
statistik, zamitame hypotézu ze data se chovaji
podle Coxova modelu. Vzdy jsme vyrabéli 1000
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skorovy proces a jeho 50 replikaci za hypotézy Coxova modelu

replikaci. Na obrazku je priklad skorového procesu a jeho resamplingu za platnosti mo-
delu.

Simulac¢ni studie - design

Generovali jsme data z Coxova i z AFT modelu, jako zakladni rozdéleni bylo pouzito
Gamma rozdéleni I'(a = 1/100,p = 5) a Lognorméln{ rozdéléni LN (u = 5,0% = 1).
Pouzili jsme data s jednim regresorem, jednak spojitym s hodnotami generovanymi
z N(3,1) a jednak faktorovym s hodnotami 0 a 1 z Alt(1/2). Hodnoty parametru jsme
uvazovali 8 = 1 a 2 abychom porovnali vliv sily zavislosti. Vzdy byly zkoumany dvé
varianty, bez cenzorovani a s nezavislym nahodnym cenzorovanim (okolo jedné ctvrtiny
dat). Byly pouzity vzorky velikosti 20, 50, 100, 200, 500 a 1000. Na data simulovana
podle Coxova modelu jsme zkouseli testy AFT modelu a naopak. Zvolili jsme hladinu
a = 0.05, vzdy jsme nagenerovali 1000 opakovani a pocitali, kolikrat test na této hladiné
hypotézu zamitne. Tak ziskame empirickou silu proti dané alternative.

Vysledky - testy Coxova modelu na datech z AFT:

e Empiricka sila roste s velikosti vybéru vzdy vyjma pripadu Gamma rozdéleni s fak-
torovym regresorem a 3 = 2.

e Sila vyssi v pripadech bez cenzorovani.

e U lognormalniho zakladniho rozdéleni je sila vyssi u 8 = 2 nez u 8 = 1, u Gamma
rozdéleni naopak.

e Pri lognormalnim rozdéleni sila vyrazné vyssi pri stejném n nez pri Gamma.

Podil vybéru kde byl Coxuv model zamitnut na hladiné 0.05 - data z AFT modelu

regresor Spojity faktorovy

zékl.rozd. Gamma Lognormalni Gamma Lognormalni

g 1 | 2 | 1 | 2 1 | 2 | 1 | 2
cenzorovani | NC C NC C NC C NC C NC C NC C NC C NC C
20 0.064 0.053 0.071 0.04 0.133 0.103 0.148 0.047 | 0.194 0.26 0.921 0.931 0.128 0.132 0.225 0.276
50 0.107 0.09 0.094 0.079 0.291 0.206 0.288 0.204 | 0.131 0.115 0.659 0.754 0.166 0.166 0.362 0.300
100 0.234 0.131 0.146 0.112 0.499 0.425 0.423 0.305 | 0.245 0.221 0.433 0.532 0.330 0.272 0.562 0.513
200 0.336  0.257 0.249 0.169 0.785 0.614 0.773 0.555 | 0.424 0.395 0.203 0.243 0.570 0.508 0.845 0.796
500 0.63 0.552 0.347 0.24 0.995 0968 0.97 084 |0.784 0.696 0.37 0.250 0.904 0.888 0.996 0.990
1000 0.928 0.769 0.557 0.293 1.000 0.997 1.000 0.987 | 0.960 0.92 0.661 0.520 0.992 0.984 1.000 1.000

Vysledky - testy AFT na datech z Coxova modelu:

e Fmpiricka sila roste s velikosti vybéru ve vsech pripadech.

e Sila vyssi v pripadech bez cenzorovani pii spojitém regresoru, pri faktorovém naopak
VySSi s cenzorovanim.

eSilavyssiuf=2nezupf=1

e Pri lognormalnim rozdéleni sila vyrazné vyssi pri stejném n nez u Gamma. Pouzitelny
pocet zamitnutych vybéru je dosazen u Lognormalniho rozdéleni pro 200 az 500 po-
zorovani, u Gamma pro 500 az 1000.

e Wilcoxonuv a t-test srovnatelné u necenzorovanych dat, u cenzorovanych je lepsi t-test
e Celkove nizsi sila nez u testu Coxova modelu

Podil vybéru kde byl AFT model zamitnut na hladiné 0.05 - data z Coxova modelu
T - t-test, W - Wilcoxonuv test

Regresor spojity faktorovy
Zéakl.rozd. Gamma Lognormalni Gamma Lognormalni
Ié] 1 | 2 | 1 | 2 1 | 2 | 1 | 2
cenzorovani | NC C NC C NC C NC C NC C NC C NC C NC C
20 T 0.012 0.011 0.003 0.007 0.052 0.008 0.001 0.007 0 0.003 0.001 0.010 0 0.017 0.002 0.016
W 0.010 0.008 0.003 0.009 0.052 0.007 0 0.003 0 0 0 0.007 0 0 0 0.004
50 T 0.012 0.008 0.011 0.026 0.014 0.024 0.014 0.019 | 0.002 0.004 0.007 0.019 0 0.012 0.02 0.040
W 0.004 0.004 0.004 0.023 0.009 0.016 0.008 0.018 0 0.003 0 0.012 0 0.003 0 0.012
100 T 0.022 0.024 0.022 0.008 0.065 0.034 0.012 0.041 0 0.010 0.021 0.061 0.005 0.027 0.119 0.224
W 0.017 0.020 0.014 0.016 0.063 0.019 0.011 0.026 0 0.005 0.003 0.057 0.005 0.008 0.092 0.066
200 T 0.071 0.047 0.063 0.035 0.181 0.092 0.147 0.039 | 0.012 0.023 0.109 0.218 0.050 0.106 0.640 0.676
W 0.047 0.027 0.049 0.025 0.163 0.031 0.186 0.028 | 0.002 0.002 0.051 0.215 0.071 0.022 0.619 0.342
500 T 0.086 0.058 0.131 0.055 0.653 0.364 0.829 0.390 | 0.076 0.177 0.663 0.849 0.516 0.608 1 0.994
W 0.065 0.023 0.151 0.042 0.632 0.205 0.941 0.276 | 0.047 0.089 0.542 0.875 0.572 0.296 1 0.960
1000 T 0.294 0.182 0.353 0.237 0.890 0.668 0.988 0.666 | 0.361 0.580 0.981 0.998 0.966 0.980 1 1
W 0.238 0.114 0.356 0.208 0.888 0.402 0.997 0.504 | 0.224 0.462 0.971 1 0.965 0.801 1 1
L4
Shrnuti

Aby bylo mozné rozlisit podle kterého z modelu se data chovaji, je potieba v nékterych
pripadech velky pocet pozorovani. Testy Coxova modelu vykazuji vyssi empirickou silu
nez testy pro model zrychleného casu. To muzeme prisoudit tomu, ze pouzité metody
jsou zde pouze priblizné. Zlepseni by mohlo prinést vyvynuti testu zalozenych na mar-
tingalovych rezidualech, podobné jako pro Coxuv model. Dalsim predmeétem zkouméani
by mohly byt i situace s regresory s proménlivymi hodnotami v ¢ase.
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