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Uvažujeme lineárny model Yi = θ + x′iβ + σei , i = 1, ... , n, kde xi sú pevné regresory, θ, β a σ > 0 neznáme parametre a ei sú
nezávislé rovnako rozdelené so spojitou distribučnou funkciou F . Chceme testovat’ hypotézu, že chyby e1, ... , en pochádzajú z nor-
movaného normálneho rozdelenia. Poṕı̌seme modifikáciu známeho Shapiro-Wilkovho testu ([2]), ktorá porovnáva maximálne
vierohodný odhad parametra σ2 a jeho najlepš́ı lineárny nevychýlený odhad (BLUE) – tieto dva odhady sú asymptoticky ekvi-
valentné, ak chyby e1, ... , en sú normálne rozdelené. V pŕıspevku sú d’alej prezentované výsledky simulácíı, v ktorých sa skúmala
sila tohoto testu.

MODEL
Nech nezávislé pozorovania Y1, ... ,Yn sṕlňajú model

Yi = θ + x′iβ + σei , i = 1, ... , n, (1)

kde x′i ∈ Rp, i = 1, ... , n sú pevné regresory, θ ∈ R,
β ∈ Rp a σ > 0 sú nezmáme parametre. Chyby ei
sú nezávislé rovnako rozdelené z rozdelenia s distribučnou
funkciou F , ktoré je centrované a má jednotkový rozptyl.
Chceme testovat’ hypotézu

H0 : F ≡ Φ proti H1 : F ≡ F1 ̸= Φ.

Najrpv pripomenieme
”
klasický“ Shapiro-Wilkov test, teda

test pre pŕıpad, ked’ β = 0, neskôr uvedieme modifikáciu
tohto testu pre lineárnu regresiu.

SHAPIRO-WILKOV TEST
Pre hodnotu β = 0 bol v [3] odvodený test založený na
podiele dvoch odhadov parametra σ - a to maximálne viero-
hodného odhadu pre Y1, ... ,Yn normálne rozdelené
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a BLUE odhadu
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kde (Yn:1, ... ,Yn:n)
′ je pŕıslušná poriadková štatistika a
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pričom Mn označuje vektor stredných hodnôt poriadkovej
štatistiky a Vn pŕıslušnú variančnú maticu. Odhad Ln bol
však ešte mierne upravený na Ln0 =
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Testovú štatistiku zaṕı̌seme v tvare

Wn = n

{
1− L2n0∑n

i=1(Yi − Y n)2

}
.

MODIFIKÁCIA TESTU
Predpokladáme, že matica Xn rozmerov n × p sṕlňa

X′
n1n = 0,

jej hodnost’ je p < n − 1 a max1≤i≤n hn,ii = O(n−1), kde

Hn = Xn(X
′
nXn)

−1X′
n = [hn,ij ]

n
i ,j=1.

Ďalej označme

en =
1

n
1′nen,

Hn0 =
1

n
1′n1n.

Maximálne vierohodné odhady parametrov θ, β, σ za plat-
nosti hypotézy sú

θ̂n = Y n = θ + en,

β̂n = (X′
nXn)

−1X′
nYn,
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n
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Označme reziduá

r̃n = Yn − θ̂n1n − Xnβ̂n = σ[1n −Hn0 −Hn]

Testová štatistika bude založená na štandardizovaných
reziduách
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−1/2r̃n,

kde
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n
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a má tvar
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kde a0n,i je ako v (2) a rn:i je opät’ pŕıslušná poriadková
štatistika.
Dá sa dokázat’ (vid’ [2]), že za platnosti hypotézy plat́ı

Ŵn −Wn = oP

(
1

n

)
pre n → ∞.

SIMULÁCIE
Uvažujeme model (1) pre β ̸= 0 – teda budeme skúmat’ silu
modifikovaného testu. V simuláciách použijeme Mayerovu
maticu, a to v počte replikácíı 1, 2, 5, 10 a 25, čiže rozsah
výberu bude 27, 54, 135, 270 a 675.
Koeficienty a0n,i sú tabelované len pre n ≤ 50 (vid’ napr. [3]).
Pre n > 50 použijeme nasledujúcu aproximáciu (vid’ [1])

â∗i = 2Mi , i = 2, 3, ... , n − 1

â21 = â2n =
Γ(12(n + 1))
√
2Γ(12n + 1)

.

Koeficienty â∗2, ... , â
∗
n−1 je ešte potrebné upravit’
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√
1− 2â21∑n−1
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i

.

Kritické hodnoty sme odhadli na základe 106 výberov
daného rozsahu, kde chyby pochádzali z normálneho rozde-
lenia. Pri testovańı hypotézy sme opät’ zvolili 106 opakovańı,
pričom chyby sme generovali nielen z normálneho rozdelenia
(N(0,1), N(0,5)), ale aj Laplaceovho rozdelenia (Lap(0,1),
Lap(0,5)), logistického rozdelenia (Log(0,1), Log(0,5))
a t-rozdelenia (t1, t5, t10).
V nasledujúcich tabul’kách sú uvedené percentá pŕıpadov,
v ktorých bola zamietnutá nulová hypotéza, na hladinách
α = 0,01, α = 0,05 a α = 0,1.

n = 1× 27 α = 0,01 α = 0,05 α = 0,1

N(0,1) 1,00 4,96 9,96

N(0,5) 1,02 5,00 10,00

t1 83,78 89,58 91,99

t5 10,11 19,01 25,86

t10 3,52 9,59 15,45

Log(0,1) 4,32 11,25 17,54

Log(0,5) 4,40 11,28 17,56

Lap(0,1) 13,22 25,29 33,58

Lap(0,5) 13,27 25,30 33,59

n = 2× 27 α = 0,01 α = 0,05 α = 0,1

N(0,1) 0,99 4,98 9,97

N(0,5) 1,02 5,01 9,99

t1 98,70 99,35 99,57

t5 17,97 27,91 34,72

t10 5,01 11,37 17,12

Log(0,1) 6,42 13,94 20,19

Log(0,5) 6,40 13,91 20,17

Lap(0,1) 24,93 39,76 48,59

Lap(0,5) 24,98 39,74 48,64

n = 5× 27 α = 0,01 α = 0,05 α = 0,1

N(0,1) 0,99 5,00 9,98

N(0,5) 0,99 5,03 10,02

t1 100,00 100,00 100,00

t5 27,90 37,90 44,17

t10 4,73 9,76 14,32

Log(0,1) 6,63 13,21 18,62

Log(0,5) 6,68 13,25 18,64

Lap(0,1) 46,90 62,65 70,56

Lap(0,5) 46,84 62,69 70,60

n = 10× 27 α = 0,01 α = 0,05 α = 0,1

N(0,1) 1,01 4,97 9,94

N(0,5) 1,00 4,99 10,01

t1 100,00 100,00 100,00

t5 36,86 48,97 53,06

t10 3,37 6,92 10,32

Log(0,1) 5,62 11,31 16,17

Log(0,5) 5,67 11,41 16,25

Lap(0,1) 71,53 83,14 88,00

Lap(0,5) 71,54 83,17 87,98

n = 25× 27 α = 0,01 α = 0,05 α = 0,1

N(0,1) 1,00 4,98 9,91

N(0,5) 0,98 5,01 9,99

t1 100,00 100,00 100,00

t5 60,96 70,38 75,08

t10 2,12 4,76 7,23

Log(0,1) 6,56 13,16 18,42

Log(0,5) 6,54 13,18 18,40

Lap(0,1) 97,87 99,13 99,47

Lap(0,5) 97,85 99,12 99,48

ZÁVER
Z numerických simulácíı je zrejmé, že tento modifiko-
vaný test dokáže v modeli lineárnej regresie dobre rozlǐsit’

medzi normálnym a iným rozdeleńım chýb, hoci pravde-
podobnosti zamietnutia boli nižšie v pŕıpade logistického
rozdelenia ako pri použit́ı zvyšných uvažovaných rozdeleńı.
Z uvedených rozdeleńı bola hypotéza najčasteǰsie zamietaná
v pŕıpade výberu z t1, teda Cauchyho rozdelenia. S rastúcim
počtom stupňov vol’nosti Studentovho t-rozdelenia podl’a
očakávania klesalo percento pŕıpadov zamietnutia hypotézy.
S rastúcim rozsahom výberu sa menila aj sila testu - a to
najvýrazneǰsie pre Laplaceovo rozdelenie, kde pre najväčš́ı
uvažovaný rozsah výberu bola rovná takmer 1.
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