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ÚVOD
Hloubka dat je dnes již běžně využ́ıvaným neparametrickým př́ıstupem v mnohorozměrné statistice.
Tento př́ıspěvek shrnuje možnosti využit́ı hloubky dat v klasifikačńı úloze, jak byly navrženy v uplynu-
lém desetilet́ı.
Klasifikačńı úlohou rozumı́me situaci, kdy máme k dispozici náhodný výběr ze směsi J r̊uzných
pravděpodobnostńıch rozděleńı P1, . . . , PJ na d-dimenzionálńım reálném prostoru, tzv. tréninkovou
množinu. Přitom u každého pozorováńı z tréninkové množiny je známo, ze které distribuce toto po-
zorováńı pocháźı. Úkolem je přǐradit nové pozorováńı x k některému z uvažovaných rozděleńı. Pravidlo,
které k x přǐrad́ı vhodný index rozděleńı d(x) ∈ {1, . . . , J} se označuje termı́nem klasifikátor. Kritériem
pro hodnoceńı klasifikátor̊u je velikost jejich average misclassification rate, definované vztahem

∆ =
∑J

j=1 πjP (d(X) 6= j|X ∼ Pj)

Jsou-li známy apriorńı pravděpodobnosti jednotlivých rozděleńı π1, . . . , πJ a jejich hustoty fj(·),
j = 1, . . . , J , použ́ıvá se obvykle tzv. Bayesovský optimálńı klasifikátor d(x) = arg maxj=1,...,J πjfj(x),
který minimalizuje average misclassification rate. V praxi však většinou hustoty (a často ani apriorńı
pravděpodobnosti) nejsou známy.

KLASIFIKACE POMOCÍ MAXIMÁLNÍ HLOUBKY
je zat́ım zřejmě nejrozš́ı̌reněǰśım zp̊usobem využit́ı hloubky bodu v klasifikačńı úloze. Najdeme jej

v článćıch Jörnsten (2004), Ghosh a Chaudhuri (2005), Mosler a Hoberg (2006) nebo Hartikainen a
Oja(2006). Jde o plně neparametrický př́ıstup založený na hloubce dat. Tento klasifikátor přǐrad́ı nové
pozorováńı x tomu rozděleńı, v̊uči němuž má x největš́ı hloubku (nebot’ větš́ı hloubka znamená polohu
bĺıže

”
centru“ rozděleńı):

d(x, TS) = arg max
j=1...,J

Dj(x, TS),

kde Dj(x, TS) je odhad hloubky pozorováńı x v̊uči j-tému rozděleńı Pj založený na bodech
tréninkové množiny TS.

Toto klasifikačńı pravidlo nespecifikuje, která definice hloubky se má použ́ıt. Nejčastěji se uvažuje
L1-hloubka, zonoidová hloubka, př́ıpadně poloprostorová hloubka. Použijeme-li Mahalanobisovu hloubku
D(x) = [1 + (x − µ)TΣ−1(x − µ)]−1, jedná se vlastně o minimalizaci Mahalanobisovy vzdálenosti a
tud́ıž o klasickou (Fisherovu) diskriminačńı analýzu.

Ghosh a Chaudhuri ukázali, že klasifikátor založený na maximálńı hloubce bodu je při použit́ı polo-
prostorové, simplexové, projekčńı nebo

”
majoritńı“ hloubky asymptoticky ekvivalentńı Bayesovskému

optimálńımu klasifikátoru, jestliže jsou distribuce P1, . . . , Pj eliptické, unimodálńı, lǐśı se jen parame-
trem polohy (maj́ı stejné variančńı matice) a jejich apriorńı pravděpodobnosti jsou si rovny.

Problém nulové empirické hloubky
Při použ́ıt́ı většiny známých hloubkových funkćı má poměrně velká část v́ıcerozměrných pozorováńı
nulovou empirickou hloubku vzhledem ke všem uvažovaným distribućım. Známý jev takzvané

”
ř́ıdkosti“

pozorováńı ve v́ıcerozměrném prostoru ilustruje následuj́ıćı simulace: generujeme postupně z 2, 3, 4, 5 a
10-dimenzionálńıho standardńıho normálńıho rozděleńı náhodné výběry o rozsahu 20, 50, 100 a 500 bod̊u.
Pomoćı quickhull algoritmu implementovaného v knihovně R: geometry zjist́ıme, kolik bod̊u z tohoto
náhodného výběru se nacháźı na hranici konvexńıho obalu dat. Výsledky v podobě mediánu těchto počt̊u
při 1000 opakováńıch simulace shrnuje Tabulka 1:

dimenze rozsah výběru
20 50 100 500

2 7 8 9 11
3 12 17 22 32
4 16 28 39 70
5 19 37 57 124

10 20 50 98

Tabulka 1: Medián počtu bod̊u na hranici konvexńıho obalu náhodného výběru z N(0, I).

Naléhavost tohoto problému můžeme ilus-
trovat Obrázkem 1. Uvažujme dvě dvourozměrná
normálńı rozděleńı s jednotkovou variančńı
matićı a středńımi hodnotami µ1 = (0, 0)T a
µ2 = (2, 2)T . Z obou rozděleńı máme náhodný
výběr o rozsahu 100. Klasifikace bod̊u A a B
(viz obrázek) je metodou maxiálńı hloubky při
použit́ı např. poloprostorové hloubky nemožná,
nebot’ oba body maj́ı empirickou hloubku v̊uči
oběma rozděleńım nulovou.
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Obrázek 1: Př́ıklad bod̊u (A, B), které nelze klasifikovat metodou maximálńı hloubky, nebot’ maj́ı
nulovou empirickou hloubku v̊uči oběma rozděleńım.

Řešeńı problému nulové empirické hloubky:

• Použit́ı hloubky, jej́ıž empirická verze je všude nenulová, např. Mahalanobisovy nebo L1-hloubky
(viz Mosler a Hoberg).

• Použit́ı jiné klasifikačńı metody např. nejbližš́ıho sousedńıho pozorováńı (viz Ghosh a Chaudhuri).

• Použit́ı daľśıch pravidel jako např. minimalizace Euklidovské vzdálenosti od nejhlubš́ıho bodu,
př́ıpadně extrapolace centrálńıch oblast́ı (je předmětem současného výzkumu).

Problém r̊uzných variančńıch matic
Tento problém snad nejlépe ukazuje př́ıklad z článku Li, Cuesta-Albertos, Liu uvažuj́ıćı rozděleńı

P1 = N2

(
(0, 0)T , 16I

)
a P2 = N2

(
(2, 2)T , I

)
.
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Obrázek 2a (vlevo): náhodný výběr z rozděleńı P1 = N2

(
(0, 0)T , 16I

)
(kolečka) a P2 = N2

(
(2, 2)T , I

)
(trojúhelńıčky), 2b (vpravo): DD-plot, tedy graf hloubek jednotlivých bod̊u tréninkové množiny v̊uči
prvńı a druhé skupině bod̊u.

Na Obrázku 2a jsou body náhodného výběru z P1 znázorněny kolečkem a body z výběru z rozděleńı
P2 trojúhelńıčkem. Jejich hloubky vzhledem k oběma skupinám bod̊u jsou zaznamenány na Obrázku 2b.
Klasifikátor založený na maximálńı hloubce bodu přǐrazuje body pod osou prvńıho kvadrantu do prvńı
skupiny (D1(x, TS) > D2(x, TS), zat́ımco body nad touto osou přǐrazuje do druhé skupiny. Je vidět,
že děĺıćı př́ımka (osa kvadrantu) zdaleka neńı zvolena optimálně. Lepš́ı řešeńı je znázorněno plnou čarou.
Je tedy vidět, že metoda maximálńı hloubky neńı pro př́ıpad r̊uzných varianćı vhodná.

Problém r̊uzných apriorńıch pravděpodobnost́ı
Ukazuje se, že metoda maximálńı hloubky je nevhodná, pokud neńı splněn předpoklad stejných apri-
orńıch pravděpodobnost́ı všech rozděleńı.

KLASIFIKACE POMOCÍ DD-PLOTU
V zat́ım nepublikovaném článku Li, Cuesta-Albertos a Liu navrhli použ́ıt pro klasicikačńı úlohu tzv.
DD-plot. Uvažujme pro jednoduchost jen dvě pravděpodobnostńı rozděleńı P1 a P2 s distribučńımi
funkcemi F a G. Pak DD-plot (graf hloubek v̊uči těmto dvěma rozděleńım) je definován vztahem:

DD(F, G) = {(DF (x), DG(x)),x ∈ Z} ,

kde Z = {X1, . . . , Xm} ∪ {Y1, . . . , Yn} je sjednoceńı náhodných výběr̊u z F a G, DF (x) je (nějaká)
hloubka bodu x v̊uči F a DG(x) je (nějaká) hloubka bodu x v̊uči G. Pokud F a G nejsou známy,
použijeme jejich empirické verze Fm a Gn.
Snadno se nahlédne, že pro eliptické, unimodálńı rozděleńı je Bayesovský optimálńı klasifikátor ekviva-
lentńı pravidlu:

DG(x, TS) > r (DF (x, TS)) =⇒ přǐrad’me x ke G
DG(x, TS) < r (DF (x, TS)) =⇒ přǐrad’me x k F

Autoři předpokládaj́ı (z d̊uvodu jednoduchosti), že r(·) je lineárńı. Nav́ıc muśı platit r(0) = 0, a tak
docházej́ı k pravidlu:

D2(x, TS) > k̂D1(x, TS) =⇒ d(x, TS) = 2

D2(x, TS) < k̂D1(x, TS) =⇒ d(x, TS) = 1

kde Dj(x, TS) je odhad hloubky pozorováńı x v̊uči j-tému rozděleńı Pj (j=1,2) založený na bodech

tréninkové množiny TS a k̂ je odhad směrnice př́ımky minimalizuj́ıćı empirickou misclassification
rate:
∆̂(k) = π1

m

∑m
i=1 I[D2(Xi,TS)>kD(Xi,TS)] + π2

n

∑n
j=1 I[D2(Yj,TS)<kD(Yj,TS)]

Li, Cuesta-Albertos a Liu ukázali, že klasifikátor založený na DD-plotu je při použit́ı poloprostorové,
simplexové, projekčńı nebo Mahalanobisovy hloubky asymptoticky ekvivalentńı Bayesovskému op-
timálńımu klasifikátoru, jestliže jsou distribuce P1, P2 eliptické, unimodálńı, lǐśı se jen parametrem
polohy (maj́ı stejné variančńı matice) a jejich apriorńı pravděpodobnosti jsou si rovny.

KLASIFIKACE POMOCÍ DISTRIBUCÍ HLOUBEK
Billor a kol. navrhli tzv.

”
depth transvariation classifier“, který maximalizuje FDj

(Dj(x, TS)), kde

Dj(x, TS) je hloubka pozorováńı x v̊uči j-té skupině bod̊u tréninkové množiny a FDj
(·) je empirická

distribučńı funkce hloubek bod̊u j-té skupiny tréninkové množiny v̊uči celé této skupině. Snaž́ı se tedy
naj́ıt takovou skupinu, ve které pod́ıl bod̊u z tréninkové skupiny s nižš́ı hloubkou (v̊uči téže skupině) než
bod x je co největš́ı. Rozhodovaćı pravidlo tak má následuj́ıćı podobu:

d(x, TS) = arg max
j=1...,J

1

nj

nj∑
i=1

I[Dj(Xji,TS)≤Dj(x,TS)],

kde Dj(Xji, TS) je hloubka i-tého bodu j-té skupiny tréninkové množiny v̊uči celé j-té skupině,
Dj(x, TS) je hloubka pozorováńı x v̊uči j-té skupině bod̊u téninkové množiny a nj je počet bod̊u
j-té skupiny tréninkové množiny.

Vencálek ukázal, že klasifikátor založený na distribućıch hloubek je při použit́ı poloprostorové,
simplexové, projekčńı nebo Mahalanobisovy hloubky asymptoticky ekvivalentńı Bayesovskému op-
timálńımu klasifikátoru, jestliže jsou distribuce P1, . . . , PJ eliptické, unimodálńı, lǐśı se jen parame-
trem polohy (maj́ı stejné variančńı matice) a jejich apriorńı pravděpodobnosti jsou si rovny.

SOFISTIKOVANĚJŠÍ KLASIFIKÁTORY
Všechny tři výše uvedené metody maj́ı společné to, že jejich optimalita je dokázána jen pro velmi úzkou
tř́ıdu klasifikačńıch úloh. Zejména předpoklady stejného rozděleńı, stejných variančńıch matic a stejných
apriorńıch pravděpodobnost́ı jsou hodně restriktivńı a v praxi často neudržitelné.

Metody navržené Ghoshem a Chaudhurim a Duttou a Ghoshem jsou ekvivalentńı Bayesovskému op-
timálńımu klasifikátoru za daleko mı́rněǰśıch podmı́nek. Vycházej́ı ze skutečnosti, že pro elipticky symet-
rická rozděleńı je Bayesovský klasifikátor ekvivaletńı klasifikátoru d(x) = arg maxj=1,...,J πjθj(Dj(x)),
kde θj(·) je nějaká funkce závislá na použité hloubce. Ukazuj́ı, že πjθj(Dj(x)) má tvar:

λjρj(Dj(x))
Dj(x)d−3

(1−Dj(x))d−1 pro projekčńı hloubku

λ∗jρ
∗
j(Mj(x)) 1

Mj(x)d−1 pro Mahalanobisovu vzdálenost

kde λj, λ
∗
j jsou konstanty a ρj(·), ρ∗j(·) jsou hustoty př́ıslušných náhodných veličin Dj(X) a Mj(X).

Tyto hustoty se pak odhaduj́ı jádrovým odhadem (jde o jednodimenzionálńı úlohu). Poznamenejme, že
Mahalanobisova vzdálenost je známou funkćı Mahalanobisovy nebo poloprostorové hloubky.
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