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Hloubka dat je dnes jiz bézné vyuzivanym neparametrickym pristupem v mnohorozmeérné statistice.
Tento prispévek shrnuje moznosti vyuziti hloubky dat v klasifika¢ni uloze, jak byly navrzeny v uplynu-
lém desetileti.

Klasifikacni 1dlohou rozumime situaci, kdy mame k dispozici nahodny vybér ze smési J ruznych
pravdépodobnostnich rozdéleni P, ..., Py na d-dimenzionalnim realném prostoru, tzv. tréninkovou
mnozinu. Pritom u kazdého pozorovani z tréninkové mnoziny je znamo, ze které distribuce toto po-
zorovani pochazi. Ukolem je priradit nové pozorovani x k nékterému z uvazovanych rozdéleni. Pravidlo,
které k x priradi vhodny index rozdéleni d(x) € {1, ..., J} se oznacuje terminem klasifikator. Kritériem
pro hodnoceni klasifikatoru je velikost jejich average misclassification rate, definované vztahem

A =Yoo miP(d(X) # j1X ~ P)
Jsou-li znamy apriorni pravdépodobnosti jednotlivych rozdéleni my,..., 77 a jejich hustoty fj(-),
j=1,...,J, pouziva se obvykle tzv. Bayesovsky optimdln{ klasifikator d(x) = argmax;_y _jm;[f;(x),
ktery minimalizuje average misclassification rate. V praxi vsak vétsinou hustoty (a Casto ani apriorni
pravdépodobnosti) nejsou znamy:.

KLASIFIKACE POMOCI MAXIMALNI HLOUBKY

je zatim zrejmé nejrozsitenéjSim zpusobem vyuziti hloubky bodu v klasifikacni tloze. Najdeme je;
v ¢lancich Jornsten (2004), Ghosh a Chaudhuri (2005), Mosler a Hoberg (2006) nebo Hartikainen a
Oja(2006). Jde o plné neparametricky pristup zalozeny na hloubce dat. Tento klasifikator priradi nové
pozorovani X tomu rozdéleni, vuci némuz ma x nejvétsi hloubku (nebot vétsi hloubka znamend polohu
blize ,,centru® rozdéleni):

d(x,TS) =arg max D;(x,T5),
g=1....J

kde D;(x,T'S) je odhad hloubky pozorovdni x vuci j-tému rozdéleni P; zaloZeny na bodech
tréninkové mnoziny 1°S.

Toto klasifikacni pravidlo nespecifikuje, ktera definice hloubky se ma pouzit. Nejcastéji se uvazuje
L1-hloubka, zonoidova hloubka, pripadné poloprostorova hloubka. Pouzijeme-li Mahalanobisovu hloubku
D(x) = [1+ (x — )2 Yx — p)]7!, jednd se vlastné o minimalizaci Mahalanobisovy vzdélenosti a
tudiz o klasickou (Fisherovu) diskriminac¢ni analyzu.

"Ghosh a Chaudhuri ukdzali, Ze klasifikator zaloZeny na maximalni hloubce bodu je pii pouziti polo-
prostorové, simplexové, projekéni nebo ,,majoritni* hloubky asymptoticky ekvivalentni Bayesovskému
optimalnimu klasifikatoru, jestlize jsou distribuce P, ..., P; eliptické, unimodalni, lisi se jen parame-
trem polohy (maji stejné varianéni matice) a jejich apriorni pravdépodobnosti jsou si rovny:.

Problém nulové empirické hloubky

P11 pouziti vétsiny znamych hloubkovych funkci ma pomeérné velka ¢ast vicerozmérnych pozorovani
nulovou empirickou hloubku vzhledem ke vsem uvazovanym distribucim. Znamy jev takzvané , fidkosti*
pozorovani ve vicerozmérném prostoru ilustruje nasledujici simulace: generujeme postupné z 2, 3,4, 5 a
10-dimenzionalniho standardniho normalniho rozdéleni nahodné vybéry o rozsahu 20, 50, 100 a 500 bodu.
Pomoci quickhull algoritmu implementovaného v knihovné R: geometry zjistime, kolik bodu z tohoto
nahodného vybéru se nachazi na hranici konvexniho obalu dat. Vysledky v podobé medianu téchto pocétu
pri 1000 opakovanich simulace shrnuje Tabulka 1:

dimenze rozsah vybéru
20 50 100 500
2 7 8 9 11
3 12 17 22 32
4 16 28 39 70
5 19 37 b7 124
10 20 50 98

Tabulka 1: Median po¢tu bodt na hranici konvexniho obalu nahodného vybéru z N (0, I).

Naléhavost tohoto problému muzeme ilus-
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Obrazek 1: Pifklad bodu (A, B), které nelze klasifikovat metodou maximalni hloubky, nebot maji
nulovou empirickou hloubku vuéi obéma rozdélenim.

Resen{ problému nulové empirické hloubky:

e Pouziti hloubky, jejiz empirickd verze je vsude nenulova, napi. Mahalanobisovy nebo L1{-hloubky
(viz Mosler a Hoberg).

e Pouziti jiné klasifika¢ni metody napt. nejblizsiho sousedniho pozorovani (viz Ghosh a Chaudhuri).

e Pouziti dalsich pravidel jako napr. minimalizace Euklidovské vzdalenosti od nejhlubsiho bodu,
piipadné extrapolace centralnich oblasti (je predmétem soucasného vyzkumu).

Problém ruznych varian¢nich matic
Tento problém snad nejlépe ukazuje priklad z ¢lanku Li, Cuesta-Albertos, Liu uvazujici rozdéleni

P, = N, ((o, 07, 161) a Py = N, ((2, T, 1).
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Obrézek 2a (vlevo): néhodny vibér z rozdéleni P = Ny ((0, 07 161) (kolecka) a Py = Ny ((2, T 1)
(trojihelnicky), 2b (vpravo): DD-plot, tedy graf hloubek jednotlivych bodu tréninkové mnoziny vudci
prvni a druhé skupiné bodu.
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Na Obrazku 2a jsou body nahodného vybéru z P; znazornény koleckem a body z vybéru z rozdéleni
P» trojuhelnickem. Jejich hloubky vzhledem k obéma skupinam bodu jsou zaznamenany na Obrazku 2b.
Klasifikator zalozeny na maximalni hloubce bodu prifazuje body pod osou prvniho kvadrantu do prvni
skupiny (Dq(x,TS) > Dy(x,TS), zatimco body nad touto osou ptirazuje do druhé skupiny. Je vidét,
ze deélici primka (osa kvadrantu) zdaleka neni zvolena optimalné. Lepsi feseni je znazornéno plnou ¢arou.
Je tedy vidét, ze metoda maximalni hloubky neni pro pfipad ruznych varianci vhodna.

Problém ruznych apriornich pravdépodobnosti
Ukazuje se, ze metoda maximalni hloubky je nevhodna, pokud neni splnén predpoklad stejnych apri-
ornich pravdépodobnosti vsech rozdéleni.

KLASIFIKACE POMOCI DD-PLOTU

V zatim nepublikovaném ¢lanku Li, Cuesta-Albertos a Liu navrhli pouzit pro klasicikacni tlohu tzv.
DD-plot. Uvazujme pro jednoduchost jen dvé pravdépodobnostni rozdéleni P; a P» s distribu¢nimi
funkcemi F' a GG. Pak DD-plot (graf hloubek vuci témto dvéma rozdélenim) je definovan vztahem:

D(F,G) = {(Df(x), Dg(x)),x € 2},

kde Z = {X1,..., X;n} U{Yq, ..., Y} je sjednoceni nahodnych vybéru z F' a G, Dp(x) je (néjaka)
hloubka bodu x vuci F a Dg(x) je (néjaka) hloubka bodu x vuci G. Pokud F a G nejsou znamy,
pouzijeme jejich empirické verze Fy, a Gy,
Snadno se nahlédne, Ze pro eliptické, unimodalni rozdéleni je Bayesovsky optimalni klasifikator ekviva-
lentni pravidlu:

Da(x,TS) > r(Dp(x,TS)) = piitadme x ke G

Da(x,TS) <r(Dp(x,TS)) = pritadme x k F

Autofi predpokladaji (z duvodu jednoduchosti), ze 7(+) je linearni. Navic musi platit 7(0) = 0, a tak
dochazeji k pravidlu:

Dy(x,TS) > EDl(X,TS) — d(x,TS) =2

Do(x,TS) < kD{(x,TS) = d(x,TS) =1
kde D;(x,TS) je odhad hloubky pozorovani x vici j-tému rozdéleni P; (j=1,2) zaloZeny na bodech
tréninkové mnoziny TS a k je odhad smérnice primky minimalizujici empirickou misclassification
rate:

Alk)=R37

11Dy, 18)>kD (X, TS)] + 7 2_j=1 1Dy (¥, T8)<kD(Y;TS)]

L1, Cuesta-Albertos a Liu ukazali, ze klasifikator zalozeny na DD-plotu je pil pouziti poloprostorove,

simplexové, projekéni nebo Mahalanobisovy hloubky asymptoticky ekvivalentni Bayesovskému op-
timalnimu klasifikatoru, jestlize jsou distribuce Py, P» eliptické, unimodalni, lisi se jen parametrem
polohy (maji stejné varianéni matice) a jejich apriorni pravdépodobnosti jsou si rovny.

KLASIFIKACE POMOCI DISTRIBUCI HLOUBEK

Billor a kol. navrhli tzv. ,depth transvariation classifier ¢, ktery maximalizuje F Dj(Dj (x,T5)), kde
D;(x,TS) je hloubka pozorovani x vici j-té skupiné bodu tréninkové mnoziny a F Dj(') je empiricka
distribucni funkce hloubek bodu j-té skupiny tréninkové mnoziny vuci celé této skupiné. Snazi se tedy
najit takovou skupinu, ve které podil bodu z tréninkové skupiny s nizsi hloubkou (vuci téze skupiné) nez
bod x je co nejvetsi. Rozhodovaci pravidlo tak ma nasledujici podobu:

d(x,TS) = arg maXJn— Z IIp(X,;,,TS)<D;(x,TS)]
J
kde D (Xﬂ, TS) je hloubka i-tého bodu j-té Skupmy tréninkové mnoziny vuéi celé j-té skupiné,
Dj(x, T S) je hloubka pozorovan{ x vuci j-té skupiné bodu téninkové mnoziny a n; je pocet bodu
J-té skupiny tréninkové mnoziny.

Vencdlek ukazal, Ze Kklasifikator zalozeny na distribucich hloubek je pii pouziti poloprostorové,
simplexové, projekéni nebo Mahalanobisovy hloubky asymptoticky ekvivalentni Bayesovskému op-
timalnimu klasifikatoru, jestlize jsou distribuce P, ..., Py eliptické, unimodalni, lisi se jen parame-
trem polohy (maji stejné variancéni matice) a jejich apriorni pravdépodobnosti jsou si rovny.

SOFISTIKOVANEJSI KLASIFIKATORY

Vsechny tri vyse uvedené metody maji spoleéné to, zZe jejich optimalita je dokazana jen pro velmi tizkou
tridu klasifika¢nich uloh. Zejména predpoklady stejného rozdéleni, stejnych varianénich matic a stejnych
apriornich pravdépodobnosti jsou hodné restriktivni a v praxi ¢asto neudrzitelné.

Metody navrzené Ghoshem a Chaudhurim a Duttou a Ghoshem jsou ekvivalentni Bayesovskému op-
timalnimu klasifikatoru za daleko mirnéjsich podminek. Vychazeji ze skutecénosti, ze pro elipticky symet-
rickd rozdélent je Bayesovsky klasifikdtor ekvivaletni klasifikdtoru d(x) = argmax;—y _ym;0;(D;(x)),
kde 0;(-) je néjaka funkce zavisla na pouzité hloubce. Ukazuji, ze m;0;(D;(x)) ma tvar:

D;(x)*3
)‘jpj(Dj(X))(l_ij<X>)d—1
by p*(M i(x)) 7 ()1()6“ pro Mahalanobisovu vzdélenost

pro projekéni hloubku

kde A; )\* jsou konstanty a p;(-), p*() jsou hustoty pifslusnych nahodnych velicin D;(X) a M;(X).
Tyto hustoty se pak odhaduji Jadrovym odhadem (jde o jednodimenzionalni ulohu). Poznamenejme, ze
Mahalanobisova vzdalenost je znamou funkei Mahalanobisovy nebo poloprostorové hloubky:.
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