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Osnova

Pro ty, kdo na ROBUSTu 2010 chybéli nebo nedévali pozor:

- Co jest Blakertv konfiden¢ni interval (pro parametr
binomického rozdélent)

- Plvodni Blakerlv algoritmus a jeho nedostatky

- Mij algoritmus a jeho prednosti
Balicek BlakerCI v R

Konkurenéni algoritmus M. P. Faye (a jeho pfednosti
i nedostatky)

O radostech, jez skytd pocitadova aritmetika s omezenou
presnosti
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e Uloha: k .. .realizace X ~ Binom(n, p), n pevné, zndmé —
exaktni (konzervativni) dvoustranny konfidenéni interval (Cl)
pro p na hladiné spolehlivosti 1 — «

e Clopper-Pearson (1934): Hlida se soucasné
Py(cely Cl je pod skute¢nym p) < a/2,
Py(cely Cl je nad skute¢nym p) < /2

o Méné konzervativni exaktni alternativy: Hlida se jen soucet
Po(...pod ...)+Pp(...nad ...) <«
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Blakertv konfidenéni interval

e Navrhy méné konzervativnich alternativ Clopper-Pearsonova
intervalu:

- Sterne, Crow (1954, 1956)
- Blyth, Still, Casella (1983, 1986)
- Blaker (2000)

e Prednosti Blakerova Cl:

- Blakeriv Cl C Clopper-Pearsoniiv Cl
- Meze monoténni ~ «

- Snadny vypocet — v €lanku Blaker (2000) kratky program v R



coverage

Clopper-Pearsoniiv vs.

Blakertv ClI (pokryti)

0.92 0.94 0.96 0.98 1.00

0.90

Exact Cl (Clopper-Pearson)

Confidence = 0.95,n= 20

0.0

Blaker exact CI
Confidence = 0.95,n= 20

3
8
4
®
3
S
©

2 2

g o

<

3

3

s 3 |
s
o
8
S
S
8 |
s

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Blakertiv konfidenéni interval

e Clopper-Pearsontv Cl pro X = k Ize psat jako

{p: B (p) > o,
kde
BCP (p) = min{2Py(X > k), 2P,(X < K),1}



Blakertiv konfidenéni interval

e Clopper-Pearsontv Cl pro X = k Ize psat jako

{p: B (p) > o,
kde
BCP (p) = min{2Py(X > k), 2P,(X < K),1}

e Blakeriv Cl se definuje podobnym zpiisobem
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Blakertiv konfidenéni interval

Blakerova funkce prijatelnosti (acceptability function)
pro X = k:

B(p) = mi”{Pp(X > k) + PP(X < k;j),
Pp(X < k) + Pp(X > k5¥), 1}

K .. nejvétdi i takové, Ze Pp(X < i) < Pp(X > k)
ky* ...nejmensi i takové, ze Py(X > i) < Pp(X < k)

Blakerav Cl je zhruba mnozina {p; 5(p) > a}



Blakertiv konfidenéni interval

e Priklad funkce prijatelnosti:

Blaker’s confidence curve
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Blakertiv konfidenéni interval

e Priklad funkce prijatelnosti:

Blaker’s confidence curve
n=10,k=4
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Blakertiv konfidenéni interval

e Zhruba: Blakerav Cl na hladiné spolehlivosti (1 — «) je tam,
kde B(p) > a

Blaker's confidence curve

n=10, k=4
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e Vypocet konfidenénich mezi: Numerické hledani bodu, kde
B(-) ,kfizi aroven a*, tj. B(-) — o méni znaménko
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Blakertv konfidenéni interval

o Presnéji:
C = {p; B(p) > a} je vzdy konfidenéni mnozina na hladiné
spolehlivosti 1 — «, ale nemusi byt interval (a ¢asto nenf)

e Blakertv interval je tfeba definovat jako conv(C)
(konvexni obal)

e Vypocet konfidenénich mezi:
Numerické hledani prvniho a posledniho bodu v [0, 1],
kde (-) kFizi Groven «
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Blakertv algoritmus

o V Blaker (2000) kratky program v R, oprava Blaker (2001)

e Vypocet dolni konfiden¢ni meze p;:

@ Start v Clopper-Pearsonové mezi pc”

@ lteruj p:=p+ Ap
(konstantni krok Ap > 0, default 10~%),
dokud S(p) < «

© Kdyz poprvé 5(p) > a, poloz p, := p — Ap, konec

e Vypocet horni meze py analogicky
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e Numerika je ponékud odbytd.

e Konstantni krok — zvySovani presnosti vede k drastickému
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e Tabulky pro n=1,...

- Tolerance 104 ...
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- Tolerance 1079 . ..
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Blakertiv algoritmus

Numerika je ponékud odbyta.

Konstantni krok — zvySovani presnosti vede k drastickému
zpomaleni:

Tabulky pro n=1,...,1000 (~ 500000 interval):

- Tolerance 107* ...~ 6 min. na mém PC
- Tolerance 1075 ... ~ 53 min.

- Tolerance 107% ... > 8 hod.

- Tolerance 1077 ... odhad ~ pil tydne

- Tolerance 10712 ... 777

Jesté hir: Algoritmus je nepresny — mize ,prehlédnout”
kratky interval, kde B(p) > «, a skondit daleko od spravného
feSeni (mnohem dale nez o Ap).
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e Priklad selhant:

Original Blaker’s algorithm, step = 1e-04
n =134, k = 131, alpha = 0.05

0.0502
I

0.0501
I

confidence
0.0500

0.0499
I

0.0498
I

0.0497
I

T T T T T T
0.9360 0.9365 0.9370 0.9375 0.9380 0.9385



Blakertv algoritmus

e Priklad selhant:

Original Blaker’s algorithm, step = 1e-04
n =134, k = 131, alpha = 0.05
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Blakertv algoritmus

e Statistika deficitd pokryti — n=1,...,1000:

log(deficit)

Original Blaker's algorithm — coverage deficit
step = 1le—4, alpha = 0.05
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Blakertv algoritmus

e Statistika deficitd pokryti — n=1,...,1000:

log(deficit)

Original Blaker's algorithm — coverage deficit
step = 1e-5, alpha = 0.05

_4 -
_5 - ° o
© O
. o o Lo o o
-6 ° ° ©o
. o o . o °
o So
74 o o o o
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000



Blakertv algoritmus

Statistika deficitd pokryti — n=1,...,1000:

Original Blaker's algorithm — coverage deficit
step = 1e-6, alpha = 0.05
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e Presnéji feceno, algoritmus byl novy na ROBUSTu 2010, ted
uzZ je nanejvys zdnovni.

e Od ROBUSTu 2010 ale preci jen doznal uréitych zmén.

e Mize byt vypocet Blakerovych konfidencnich mezi rychly,
presny a bez rizika selhani?

- Sotva, pokud s 3(-) zachazime jako s nezndmou funkci.

- Ano, pokud dokdzeme a vyuzijeme nékteré vlastnosti 3(-)
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Novy algoritmus — lemmata

pr ... Clopper-Pearsonova dolni mez

*

p* ...prvni bod nespojitosti 3(-) napravo od pF"¥
Lemma 1: pLCP < p. <p*

Lemma 2:
Je-li B(-) spojitd na [p1, p2] @ p1 < p < p2,
pak S(p) < max(5(p1), 5(p2)) (kvazikonvexita)

Disledky:
- B(-) kizi Groved « na [pSF, p*] pouze jednou

- Bod, kde se tak déje, lze bezpec¢né najit pllenim intervalu

Analogicky pro py



Novy algoritmus — kvazikonvexita a plleni

e Funkce, ktera neni kvazikonvexni, mize prekrocit hladinu «
ve vice bodech a pfi pileni intervalu mize konvergovat
k jinému z téchto bodid nez k prvnimu zleva.
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Novy algoritmus — kvazikonvexita a plleni

e Kvazikonvexni funkce nemize po prekroceni hladiny «
pod ni znovu klesnout, prekrodi ji proto v jediném bodé.
Pdleni intervalu tento bod bezpecné najde.

Quasiconvex function
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e Hledani dolni konfidenéni meze p; :
(Pro py analogicky)

® Modifikuj B(-):

Blp) p<p*
B*(p) = {
1 p=p

@® Aplikuj na 3*(-) mezi pF a 1 pileni intervalu

e Test, zda p > p*, je snadny: Pp(X > k) > Pp(X < ky + 1)?

e 3*(-) je kvazikonvexni na [p,_CP,l] — puleni intervalu
je bezpecéné ,,globalné", nejen na [pLCP,p*].
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Novy algoritmus — zavéreCné poznamky

Algoritmus je rychly a presny

Tabulky pro n=1,...,1000 (~ 500000 intervali):

- Tolerance 10~* ...~ 6 min. na mém PC

- Tolerance 10712 ...~ 23 min.
- Bez deficitl pokryti

Implementace: Nékolik desitek radek v R — v dobé ROBUSTu
2010 pracovni verze, pozd€ji balicek BlakerCI.

To ale uz do opakovaci lekce nepatfi.
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(http://cran.r-project.org/).

- 1. verze od listopadu 2010,

- 2. verze (jen nepatrné odlisnd) od ledna 2011,

- 3. verze (podstatné upravend) se chysta a chysta. ..

Bali¢ek je maly — kromé Blakerovych binomickych
konfidenénich mezi dnes ,,umi” jen rychly vypocet

nejlepsi horni aproximace funkce () unimodalni funkci.
(Pouziti: p-hodnota testu, ktery invertuje Blakeriv interval.)

V planu rozsifovani o dalsi rozdéleni/alohy.
Vaham, jestli zaradit dalS$i pomocny material, napr.

- programy pro testovani vypoctenych Cl,
- programy pro vypocet tabulek Cl, popt. i tyto tabulky.


http://cran.r-project.org/
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Confidence intervals that match Fisher's exact or
Blaker's exact tests. Biostatistics (2010)

Two-sided exact tests and matching confidence intervals
for discrete data. R journal (2010)

Studuje nékolik jedno- a dvouvybérovych dloh
pro diskrétni data

Rozeznava 3 typy oboustrannych testil a jim odpovidajicich
konfiden¢nich intervalll — tzv. central, minlike a blaker

Kritizuje, ze standardni SW (SAS, R) uziva testy a Cl
nestejného typu, odtud Casté inkonsistentni vysledky —
zamitnutd hodnota parametru je v Cl, popf. naopak
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e Nabizi baliky exact2x2 a exactci v R —
spolu s testem se vzdy pocitd Cl odpovidajiciho typu

e Balik exactci pocitd mj. i BlakerGv Cl pro parametr
binomického rozdéleni

e Fay upozoriiuje na nepresnost Blakerova algoritmu,
navrhuje svij vlastni
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Hleda dostateéné kratky interval, kde leva (pravd) konfidenéni
mez p; (py) musi lezet.

Zadina délenim [0, 1] pomoci bodi nespojitosti funkce f(-).
»Zajimavé" intervaly (kde hledany bod mize nebo musi byt)
déli dale jemnéji.

O eliminaci nebo podrobnéjsim zkoumani intervalu / se
rozhoduje podle dolniho odhadu minima a horniho odhadu
maxima funkce 5(-) na /.

Odhady jsou zalozeny na tom, ze (3(-) je v intervalu,
kde je spojitd, souctem dvou znamych funkci,
z nichZ jedna je rostouci a druha klesajici.
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Prednosti je obecnost — funkce exactbinomCI

pocitd obdobnym zpisobem dva rizné typy Cl

pro parametr binomického rozdéleni a ma spolecnou ,,kostru”
s funkcemi uréenymi pro jiné Glohy / jind rozdéleni.

Fay nevyuzivd nékteré uzite¢né vlastnosti funkce f(+)
— jeho algoritmus v dané Gloze déla spoustu zbytecné prace
— je pomaly, zvlasté pro velkd n.

Tabulky 95% Cl pro n =1,...,1000 (~ 500000 intervald):
Na clusteru ~ 48 hod. (mdj program ~ 10 min. — cca 300 : 1).

Faylv algoritmus je presnéjsi nez Blaker(lv, ale také neni
imunni vaci vétsim chybam plynoucim z toho, ze ,prehlédne”
(popf. naopak ,vyéaruje*) kratky interval, kde B(p) > a.
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e Fayiv algoritmus pocitd body nespojitosti funkce 3(+)
numericky (funkci uniroot) s danou numerickou toleranci.

o Nepresnosti predvedené v grafech jsou daleko vzacnéji nez
u Blakerova algoritmu, ale redIné se vyskytuji.

e Mij algoritmus body nespojitosti p* explicitné nepocita,
testuje jen p > p* (nepfimo — pomoci testu, zda
Po(X > k) > Pp(X < kj +1)).
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Radosti pocitani s konecnou presnosti

e Tvrzeni, ze muj algoritmus je presny, je tfeba upresnit.

e Samozrejmé pocitd konfiden¢ni meze se zadanou numerickou
toleranci. Ale i to s urcitym rizikem.

e Riziko by nebylo, kdyby (napt.)

- byl absolutné presny vypocet distribuéni funkce
binomického rozdéleni;

- se absolutné presné pocitaly Clopper-Pearsonovy
konfiden¢ni meze (tj. kvantily rozdéleni beta);

- se nemohlo stat, Ze Clopper-Pearsonovu mez pfiradime
k jiné spojité ¢asti funkce S(+), nez kam patfi
(~ kvantily binomického rozdélent).



Prednosti a nedostatky algoritmu M. P. Faye

e Vadi ale i jednodussi véci:



Prednosti a nedostatky algoritmu M. P. Faye

e Vadi ale i jednodussi véci:

- Kdyz zadame hladinu spolehlivosti 0.95, ma se zkoumat,
kde 5(p) > 0.05.



Prednosti a nedostatky algoritmu M. P. Faye

e Vadi ale i jednodussi véci:

- Kdyz zadame hladinu spolehlivosti 0.95, ma se zkoumat,
kde 5(p) > 0.05.

- Jenze 1 — 0.05 neni (v aritmetice uZivané v R) totéZ co 0.05,
nybrz o cca 4 x 1077 vic.



Prednosti a nedostatky algoritmu M. P. Faye

e Vadi ale i jednodussi véci:

- Kdyz zadame hladinu spolehlivosti 0.95, ma se zkoumat,
kde 5(p) > 0.05.

- Jenze 1 — 0.05 neni (v aritmetice uZivané v R) totéZ co 0.05,
nybrz o cca 4 x 1077 vic.

- Zavislost konfiden¢nich mezi p;, py na hladiné
spolehlivosti 1 — « neni spojita
— ,,mikroskopicka" chyba v a mize zpUsobit
,»makroskopickou" chybu v p;, py.



Prednosti a nedostatky algoritmu M. P. Faye

e Vadi ale i jednodussi véci:

- Kdyz zadame hladinu spolehlivosti 0.95, ma se zkoumat,
kde 5(p) > 0.05.

- Jenze 1 — 0.05 neni (v aritmetice uZivané v R) totéZ co 0.05,
nybrz o cca 4 x 1077 vic.

- Zavislost konfiden¢nich mezi p;, py na hladiné
spolehlivosti 1 — « neni spojita
— ,,mikroskopicka" chyba v a mize zpUsobit
,»makroskopickou" chybu v p;, py.

e Ve stavajici verzi balicku BlakerCI se prava konfidencni
mez py(k) pro X = k poditd na zékladé symetrie
jako 1 — p;(n — k). Uz jen to zplsobuje, Ze testy
»spravnosti* mezi hlasi obcas drobné problémy.



Dékuji za pozornost




