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ABSTRAKT

Cox̊uv bodový proces, neboli dvojně stochastický proces, nab́ıźı
flexibilńı rámec pro modelováńı shlukových bodových proces̊u.
Bude představen model nestacionárńıho časoprostorového Coxova
procesu využ́ıvaj́ıćı jádrové zhlazeńı Lévyho báze jako ř́ıd́ıćı funkci
intenzity a budou diskutovány možnosti odhadu parametr̊u mod-
elu v př́ıpadě časoprostorové separability použitého vyhlazovaćıho
jádra.
Přestože tento proces neńı separabilńı, umožňuje splněńı této
podmı́nky založit odhady parametr̊u na marginálńım časovém a
prostorovém procesu, tedy projekci procesu do časové, resp. pros-
torové domény.

COXOVY PROCESY S LÉVYHO
BÁZÍ

Umožňuj́ı modelovat shlukové procesy s variabilńı váhou shluk̊u
(středńım počtem bod̊u ve shluku).

Λ nezáporná náhodná mı́ra na Rd s hustotou λ(u) vzhledem
k Lebesgueově mı́̌re

Cox̊uv bodový proces – tzv. dvojně stochastický proces – podmı́něně
při daném Λ = Λ0 má rozděleńı Poissonova procesu s mı́rou intenzity
Λ0.

Cox̊uv proces s Lévyho báźı (LCP) – náhodná mı́ra Λ má hustotu

λ(u) =

∫
Rd

k(u, v)L(dv), u ∈ Rd,

kde L je nezáporná Lévyho báze na Rd (nekonečně dělitelná, nezávisle
rozptýlená náhodná mı́ra), k je (správně integrovatelné) vyhlazovaćı
jádro. Předpokládáme, že pro fixovanou jednu souřadnici se přes
druhou vyintegruje na 1. Pro detaily viz [3].

Shot-noise reprezentace LCP

Pro bázi L bez gaussovské části je k dispozici shot-noise reprezentace
LCP ve tvaru

λ(u) =
∑

(v,r)∈Φ
r k(u, v),

kde Φ je poissonovská mı́ra na Rd × (0,∞) s mı́rou intenzity
U(dv, dr), viz [3].

Stacionárńı LCP:

• k(u, v) = k(v − u),

• faktorizace U(dv, dr) = µV (dr) dv.

Parametr µ popisuje počet shluk̊u, mı́ra V určuje typ báze a rozděleńı
vah shluk̊u.

Př́ıklad: gama báze s V (dr) = I(r > 0)r−1e−θr dr, θ > 0.

Figure 1: Ukázka realizaćı stacionárńıch LCP s r̊uzným typem báze
(zleva Poissonova, gama a inverzńı gaussovská báze).

STACIONÁRNÍ MODEL – PROS-
TOROVÝ

Momentové charakteristiky stacionárńıho LCP X dostupné
v uzavřeném tvaru, pro přehlednost dále uvažujme stacionárńı LCP
s gama báźı:

ρ =
µ

θ
, g(u, v) = 1 +

1

µ
Ik(v − u), K(r) =

∫
B(0,r)

g(u) du,

• ρ – intenzita procesu, počet bod̊u procesu na jednotku objemu,

• g – párová korelačńı funkce, g(u, v) du dv odpov́ıdá pravděpodob-
nosti pozorováńı dvojice bod̊u procesu v mı́stech u a v,

• Ik(v − u) =
∫
Rd k(v − z)k(u− z) dz,

•K – tzv. K-funkce, K(r) odpov́ıdá středńımu počtu bod̊u ve
vzdálenosti menš́ı než r od typického bodu procesu, normovanému
intenzitou.

Odhad parametr̊u

X – uvažovaný proces,
W – pozorovaćı okno

Odhad parametru gama báze µ a (vektorového) parametru ω jádra
k metodou minimálńıho kontrastu – minimalizace mı́ry diskrepance
D(µ, ω) vzhledem k µ, ω:

D(µ, ω) =

∫ R2

R1

[K̂q(r)−Kq(r;µ, ω)]2 dr,

•K(r;µ, ω) – teoretický tvar K-funkce,

• K̂(r) – neparametrický odhad empirické K-funkce,

• q – exponent stabilizuj́ıćı rozptyl, typicky q = 1/2 nebo 1/4,

•R1, R2 – vhodně zvolené parametry.

Odhad parametru θ pak ze znalosti µ̂ (viz výše) a př́ımočarého odhadu
ρ̂ = |X ∩W |/|W |.

NESTACIONÁRNÍ MODEL – PROS-
TOROVÝ

Nehomogenita vnesena do modelu pomoćı ztenčeńı závislého na poloze
– funkce nehomogenity f (u) splňuj́ıćı max f = 1, každý bod sta-
cionárńıho procesu x ∈ X ponechán s pst́ı f (x), jinak odstraněn.
Zbylé body – nehomogenńı proces Xf .

Ztenčeńı se projev́ı v momentových charakteristikách 1. řádu, 2. řádu
ne ⇒ Xf má vlastnost SOIRS (převážená stacionarita 2. řádu, viz
[1]) ⇒ možnost definovat párovou korelačńı funkci a K-funkci i v ne-
homogenńım př́ıpadě.

Opět model s gama báźı:

ρ(u) =
µ

θ
f (u), g(u, v) = 1+

1

µ
Ik(v−u), K(r) =

∫
B(0,r)

g(u) du.

Dvoukrokový odhad parametr̊u

Xf – ztenčený proces,
W – pozorovaćı okno,
f (u) – funkce nehomogenity splňuj́ıćı maxW f = 1

Postup odhadu:

1. odhad ρ(u) jádrově nebo parametricky (viz [5]),

2. odhad µ a ω minimálńım kontrastem jako ve stacionárńım př́ıpadě.

ρ̂(u) nutné k neparametrickému odhadu K-funkce ⇒ vyšš́ı variabilita

odhadu K̂ ⇒ vyšš́ı variabilita odhadu parametr̊u než ve stacionárńım
př́ıpadě

Odhad parametru θ pak ze znalosti µ̂, skutečnosti, že maxW f = 1,
a rovnice ∫

W
ρ̂(u) du = |Xf ∩W |.

ČASOPROSTOROVÝ MODEL

Časoprostorový LCP X v Rd × R. Shot-noise reprezentace:

λ(u, t) =
∑

(r,v,s)∈Φ
r k((u, t), (v, s)), (u, t) ∈ R2 × R,

Φ poissonovská mı́ra na R+ × R2 × R s mı́rou intenzity U , k vyhla-
zovaćı jádro.

Stacionárńı časoprostorový LCP X :

• k((u, t), (v, s)) = k(v − u, s− t),

• faktorizace U(dr, d(u, t)) = µV (dr) d(u, t), µ > 0.

Charakteristiky stacionárńıho časoprostorového LCP s gama báźı:

ρ(u, t) =
µ

θ
, g((u, t), (v, s)) = 1 +

1

µ
Ik(v − u, s− t),

kde Ik(v − u, s− t) =
∫
R2

∫
R k(v − z, s− τ )k(u− z, t− τ ) dτ dz.

Ztenčený proces Xf s funkćı nehomogenity f (u, t):

ρ(u, t) =
µ

θ
f (u, t), g((u, t), (v, s)) = 1 +

1

µ
Ik(v − u, s− t).

Nehomogenńı verze K-funkce definována jako

K(r, t) =

∫
B(0,r)

∫ t

−t
g(u, s) ds du.

Dvoukrokový odhad parametr̊u

Analogicky jako v prostorovém př́ıpadě. V neparametrickém odhadu
K(r, t) použ́ıvány odhady časoprostorové funkce intenzity ρ(u, t) –
typicky odhadována z malého množstv́ı dat, nestabilńı, vede k nesta-
bilńım odhad̊um parametr̊u modelu.

PROJEKTOVANÉ PROCESY

Při splněńı určitých předpoklad̊u je možné založit odhady na projekci
procesu do prostorové a časové domény (inspirováno článkem [4]).

Pro pevné prostorové pozorovaćı okno W, |W | > 0, a časový interval
[0, T ], T > 0, definujme projektované procesy

Xspace = {u : (u, t) ∈ Xf , t ∈ [0, T ]},
Xtime = {t : (u, t) ∈ Xf , u ∈ W}.

Dodatečné předpoklady – separabilita:

• f (u, t) = f1(u)f2(t), u ∈ W, t ∈ [0, T ],

• k((u, t), (v, s)) = k1(v − u)k2(s− t), u ∈ W, t ∈ [0, T ],
v ∈ R2, s ∈ R.

Pak Ik(v − u, s− t) = Ik1(v − u)Ik2(s− t), kde

Ik1(v − u) =

∫
R2

k1(v − z)k1(u− z) dz

Ik2(s− t) =

∫
R
k2(s− τ )k2(t− τ ) dτ.

Figure 2: Ukázka realizace nestacionárńıho časoprostorového LCP
s gama báźı (vlevo) a jeho časová a prostorová projekce (uprostřed
a vpravo).

Prostorová projekce

ρspace(u) =
µ

θ
f1(u)

∫ T

0
f2(s) ds,

gspace(u, v) = gspace(v − u) = 1 + Cspace
Ik1(v − u)

µ
,

Kspace(r) = πr2 +
Cspace

µ

∫
∥u∥<r

Ik1(u) du,

Cspace =
1

(
∫ T
0 f2(τ ) dτ )2

∫ T

0

∫ T

0

∫
R
f2(s)f2(t)k2(s−τ )k2(t−τ ) dτ ds dt.

Časová projekce

ρtime(t) =
µ

θ
f2(t)

∫
W

f1(z) dz,

gtime(s, t) = gtime(t− s) = 1 + Ctime
Ik2(t− s)

µ
,

Ktime(t) = 2t +
Ctime

µ

∫ t

−t
Ik2(s) ds,

Ctime =
1

(
∫
W f1(z) dz)2

∫
W

∫
W

∫
R2

f1(u)f1(v)k1(u−z)k1(v−z) dz du dv.

Odhady parametr̊u

Jako výše dvoukrokově, zvláš̌t pro Xspace (odhady f1 a parametr̊u
k1) a Xtime (odhady f2 a parametr̊u k2).

Pro vhodně zvolené modely jsou konstanty Cspace, Ctime k dispozici
v uzavřeném tvaru ⇒ odhady µ, θ.

Výhoda: stabilněǰśı odhady ρspace, ρtime než časoprostorové ρ⇒ sta-
bilněǰśı odhady Kspace, Ktime ⇒ stabilněǰśı odhady parametr̊u.

Simulačńı studie

Pro zjǐstěńı přesnosti odhad̊u v konkrétńım př́ıpadě byla provedena
simulačńı studie, viz článek [2]. Kĺıčová zjǐstěńı:

• odhady parametr̊u jader k1, k2 – rozumné,

• odhady parametr̊u báze µ, θ – těžké, stabilněǰśı s dopoč́ıtáńım po-
moćı Cspace než s Ctime,

• odhady z Xtime – hroźı problémy s překrýváńım shluk̊u.
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