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Dirichletova rozdéleni.

Vétsina standardnich statistickych metod predpoklada, Zze zkoumana data pochazeji z realného prostoru s euklidovskou geometrii. Geometricka struktura simplexu,
vybérového prostoru kompozi¢nich dat, je pfitom odliSna a je charakterizovana tzv. Aitchisonovou geometrii. Z tohoto diivodu se pro simplexovy vybérovy prostor
zavadi alternativni, relativni mira. Tato mira se oznacuje jako Aitchisonova mira a je zavedena pomoci transformace Lebesgueovy miry z prostoru ortonormalnich
soufadnic na simplex. Jako vhodny nastroj pro parametrické modelovani kompozi¢nich dat se tradi¢né uvadi Dirichletovo rozdéleni, jelikoz predpoklada simplex jako
vybérovy prostor. Jeho hustota je ovSem typicky vyjadiena vzhledem k Lebesgueové mire. Cilem p¥ispévku je popsat vlastnosti a Ciselné charakteristiky Dirichletova
rozdéleni na simplexu vzhledem k Aitchisonové mire, resp. vzhledem k Lebesgueové mife v prostoru ortonormalnich soufadnic, a disledky volby parametri na tvar

KOMPOZICNI DATA

e D-slozkovou kompozici rozumime kladny realny vektor x = (xy,...,xp)’, jehoz slozky nesou vyhradné
relativni informaci.

e Kompozice muzeme reprezentovat jako data s konstantnim souctem, tj.
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e Vybérovy prostor reprezentaci kompozic pii zvoleném x je simplex,
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e Pii préci s kompozicemi se pouziva Aitchisonova geometrie na simplexu [1], ktera je reprezentovana
operacemi perturbace, mocnéni a Aitchisonuv skaldrni soucin
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e Zavedeni Aitchisonovy geometrie na simplexu zarucuje existenci ortonormalni baze {ey, e, ...,ep_1}. Izo-
metricka logratio (ilr) transformace kompozice x predstavuje souradnice jakékoliv kompozice x
vzhledem k ortonormalni bazi {ey, es, ..., ep_1} [2], tj
o /
ilr(x) = ((x, e1),, (X,€2),-- -, (X,€p_1),) -

Jednou konkrétni volbou ortonormalni baze dostaneme ilr souradnice

i s
ir(x)=2z=(z1,...,2p1), zi = Z,_T_lln 371'4_11 .

CISELNE CHARAKTERISTIKY NA SIMPLEXU

e Stred kompozice, stiedni hodnota nahodné kompozice, je definovana pomoci geometrické interpre-

tace sttedni hodnoty ndhodného vektoru [4]. Predstavuje kompozici cen(x), ktera minimalizuje vyraz
B[d2(x, cen(x))], t].

cen(x) = C(exp(E[lnx])). ‘

Konkrétné pro izometrickou logratio transformaci plati

iIr(cen[x]) = Elilr(x)]. ‘

e Metricky rozptyl udava variabilitu nahodné kompozice jako stredni hodnotu ctvercové Aitchisonovy
vzdalenosti kompozice od jejiho stredu, t;j.

Mvar[x] — E[d2(x, cen[x])]. ‘

P11 pouziti izometrické logratio transformace pro metricky rozptyl plati

Mvar|x] — E[d2(ilr(x), ilr(cen[x]))]. ‘

AITCHISONOVA MIRA

e Hustoty rozdéleni pravdépodobnosti pro data z realného prostoru s euklidovskou geometrii jsou vyjadieny
vzhledem k Lebesgueové pravdépodobnostni mite. Geometricka struktura vybérového prostoru vsak muze
byt v nékterych pripadech odlisna a je tedy nutné pracovat s jinou mirou nez prave s Lebesgueovou.

e Necht je dén vektorovy prostor E., na kterém je zaveden skaldrni soucin. Zde muZeme zavést
pravdépodobnostni miru Ag, jez bude se strukturou prostoru E kompatibilni, a to prostrednictvim Le-
besgueovy miry na ortonormalnich souradnicich. Funkce hustoty fg, ktera je definovana na E, je pak dana
jako Radon-Nikodymova derivace pravdépodobnostni miry P vzhledem k mite Ag. Mira Ag ma v prostoru
F stejné vlastnosti jako Lebesueova mira v redlném prostoru (tedy v prostoru ortonormalnich souradnic) [3].

e Stejnym zpusobem je zavedena i Aitchisonova mira \,, ktera odpovida geometrické strukture simplexu.
Mira A, je relativni a je absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové mire A. Vztah mezi mirami A, a A je
dan pomoci Jakobidanu
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DIRICHLETOVO ROZDELENI NA SIMPLEXU

e Nahodny vektor X € S md D-rozmérné Dirichletovo rozdéleni (vzhledem k Lebesgueove mite na simplexu)

s parametrem a = (aq,...,ap) € RE , jestlize jeho hustota pravdépodobnosti ma tvar
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kde A je Lebesgueova mira, oy = Efil a;, a T je gamma funkce. Znacime X ~ DP(a) [4].

Zaroven muzeme hustotu Dirichletova rozdéleni vyjadrit vzhledem k Aitchisonové mite A, ve tvaru
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Obrazek 1. Hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem (a) k Lebesgueové miie A a (b) k Aitchisonové miie

A, s parametry a = (10,20)" ( -), a=(1,2)" (

e Obrazek 1 znazornuje hustoty Dirichletova rozdéleni pro

-)aa=

1/3,2/3)" (
pripad D

).
= 2. Vzhledem k Aitchisonové

mite A, dostavame vzdy unimodalni funkci. Pro hustotu vzhledem k Lebesgueové mite A to neplati.

Pro pripad, ze jsou vSechny slozky «;
pro a = (1,1)" je hustota konstantni.

< 1, ma funkce vertikdlni asymptoty v 0 a 1, specialné

e Odlisnosti jsou patrné i pii vypoctu charakteristik Dirichletova rozdéleni.

— Modus a stredni hodnota vzhledem k Lebesgueové mire
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— Modus a stredni hodnota vzhledem k Aitchisonové mire
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e Analogické chovani plati i v pripadé D = 3 - hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem k Aitchisonové mire

A, na simplexu jsou vzdy unimodalni (i v D = 2 jsme méli simplex). V pripadé, ze volime parametr

v ramci tiidy ekvivalentnich kompozic, pak maji hustoty vzdy stejny modus. Vzhledem k Lebesgueové mire

ani jedno tvrzeni neplati. Unimodalita zde nastava pouze v pripadé, ze jsou vsSechny slozky kompozice a

vetsi nez jedna, ale modus stejny neni. Pro metricky rozdil obecné plati, ze ¢im vétsi jsou hodnoty slozek

parametru a, tim mensi je metricky rozptyl.

Obrazek 2. Hustoty Dirichletova rozdéleni vzhledem k Aitchisonové mire )\, na simplexu s parametry

(a) a = (10, 10, 10)’ (
(b) a = (10, 10,20’ (
(c) a = (20,10,5) (

-),02(5,5,5), ( -),02(2,2,2)/ (
-), a = (5,5,10)" ( -)y, @ =(2.5,2.5,5)" (
), a=(10,5,2.5) (——), a = (5,2.5,1.25)
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