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Věťsina standardńıch statistických metod p̌redpokládá, že zkoumaná data pocházej́ı z reálného prostoru s euklidovskou geometríı. Geometrická struktura simplexu,
výběrového prostoru kompozičńıch dat, je p̌ritom odlǐsná a je charakterizována tzv. Aitchisonovou geometríı. Z tohoto d̊uvodu se pro simplexový výběrový prostor
zavád́ı alternativńı, relativńı ḿıra. Tato ḿıra se označuje jako Aitchisonova ḿıra a je zavedena pomoćı transformace Lebesgueovy ḿıry z prostoru ortonormálńıch
soǔradnic na simplex. Jako vhodný nástroj pro parametrické modelováńı kompozičńıch dat se tradičně uvád́ı Dirichletovo rozděleńı, jelikož p̌redpokládá simplex jako
výběrový prostor. Jeho hustota je ovšem typicky vyjáďrena vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re. Ćılem p̌ŕıspěvku je popsat vlastnosti a č́ıselné charakteristiky Dirichletova
rozděleńı na simplexu vzhledem k Aitchisonově ḿı̌re, resp. vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re v prostoru ortonormálńıch soǔradnic, a d̊usledky volby parametr̊u na tvar
Dirichletova rozděleńı.

KOMPOZIČNÍ DATA

• D-složkovou kompozićı rozumı́me kladný reálný vektor x = (x1, . . . , xD)′, jehož složky nesou výhradně

relativńı informaci.

• Kompozice můžeme reprezentovat jako data s konstantńım součtem, tj.

C(x) =

(
κx1∑D
i=1 xi

, . . . ,
κxD∑D
i=1 xi

)′
.

• Výběrový prostor reprezentaćı kompozic při zvoleném κ je simplex,

SD =

{
(x1, x2, . . . , xD)′ : x1 > 0, x2 > 0, . . . , xD > 0;

D∑
i=1

xi = κ

}
.

• Při práci s kompozicemi se použ́ıvá Aitchisonova geometrie na simplexu [1], která je reprezentována

operacemi perturbace, mocněńı a Aitchison̊uv skalárńı součin

x⊕ y = C (x1y1, x2y2, ..., xDyD)′ ,

α� x = C (xα1 , x
α
2 , ..., x

α
D)′ ,

〈x,y〉a =
1

2D

D∑
i=1

D∑
j=1

ln
xi
xj

ln
yi
yj
.

• Zavedeńı Aitchisonovy geometrie na simplexu zaručuje existenci ortonormálńı báze {e1, e2, . . . , eD−1}. Izo-

metrická logratio (ilr) transformace kompozice x představuje souřadnice jakékoliv kompozice x

vzhledem k ortonormálńı bázi {e1, e2, . . . , eD−1} [2], tj

ilr(x) =
(
〈x, e1〉a, 〈x, e2〉a, . . . , 〈x, eD−1〉a

)′
.

Jednou konkrétńı volbou ortonormálńı báze dostaneme ilr souřadnice

ilr(x) = z = (z1, . . . , zD−1)
′, zi =

√
i

i + 1
ln

i

√∏j
i=1 xj

xi+1
.

ČÍSELNÉ CHARAKTERISTIKY NA SIMPLEXU

• Střed kompozice, středńı hodnota náhodné kompozice, je definována pomoćı geometrické interpre-

tace středńı hodnoty náhodného vektoru [4]. Představuje kompozici cen(x), která minimalizuje výraz

E[d2a(x, cen(x))], tj.

cen(x) = C(exp(E[ln x])).

Konkrétně pro izometrickou logratio transformaci plat́ı

ilr(cen[x]) = E[ilr(x)].

•Metrický rozptyl udává variabilitu náhodné kompozice jako středńı hodnotu čtvercové Aitchisonovy

vzdálenosti kompozice od jej́ıho středu, tj.

Mvar[x] = E[d2a(x, cen[x])].

Při použit́ı izometrické logratio transformace pro metrický rozptyl plat́ı

Mvar[x] = E[d2e(ilr(x), ilr(cen[x]))].

AITCHISONOVA MÍRA

• Hustoty rozděleńı pravděpodobnosti pro data z reálného prostoru s euklidovskou geometríı jsou vyjádřeny

vzhledem k Lebesgueově pravděpodobnostńı mı́̌re. Geometrická struktura výběrového prostoru však může

být v některých př́ıpadech odlǐsná a je tedy nutné pracovat s jinou mı́rou než právě s Lebesgueovou.

• Necht’ je dán vektorový prostor E, na kterém je zaveden skalárńı součin. Zde můžeme zavést

pravděpodobnostńı mı́ru λE, jež bude se strukturou prostoru E kompatibilńı, a to prostřednictv́ım Le-

besgueovy mı́ry na ortonormálńıch souřadnićıch. Funkce hustoty fE, která je definována na E, je pak dána

jako Radon-Nikodýmova derivace pravděpodobnostńı mı́ry P vzhledem k mı́̌re λE. Mı́ra λE má v prostoru

E stejné vlastnosti jako Lebesueova mı́ra v reálném prostoru (tedy v prostoru ortonormálńıch souřadnic) [3].

• Stejným zp̊usobem je zavedena i Aitchisonova mı́ra λa, která odpov́ıdá geometrické struktuře simplexu.

Mı́ra λa je relativńı a je absolutně spojitá vzhledem k Lebesgueově mı́̌re λ. Vztah mezi mı́rami λa a λ je

dán pomoćı Jakobiánu

dλa
dλ

=
1√

Dx1 · · · xD
.

DIRICHLETOVO ROZDĚLENÍ NA SIMPLEXU

• Náhodný vektor X ∈ SD má D-rozměrné Dirichletovo rozděleńı (vzhledem k Lebesgueově mı́̌re na simplexu)

s parametrem ααα = (α1, . . . , αD)′ ∈ RD
+ , jestliže jeho hustota pravděpodobnosti má tvar

f (x) =
dP

dλ
(x) =

Γ(α+)∏D
i=1 Γ(αi)

∏D

i=1
xαi−1i ,

kde λ je Lebesgueova mı́ra, α+ =
∑D

i=1 αi, a Γ je gamma funkce. Znač́ıme X ∼ DD(ααα) [4].

Zároveň můžeme hustotu Dirichletova rozděleńı vyjádřit vzhledem k Aitchisonově mı́̌re λa ve tvaru

fa(x) =
dP

dλa
(x) =

Γ(α+)
√
D∏D

i=1 Γ(αi)

∏D

i=1
xαii .
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Obrázek 1. Hustoty Dirichletova rozděleńı vzhledem (a) k Lebesgueově mı́̌re λ a (b) k Aitchisonově mı́̌re

λa s parametry ααα = (10, 20)′ (——-), ααα = (1, 2)′ (——-) a ααα = (1/3, 2/3)′ (——-).

• Obrázek 1 znázorňuje hustoty Dirichletova rozděleńı pro př́ıpad D = 2. Vzhledem k Aitchisonově

mı́̌re λa dostáváme vždy unimodálńı funkci. Pro hustotu vzhledem k Lebesgueově mı́̌re λ to neplat́ı.

Pro př́ıpad, že jsou všechny složky αi < 1, má funkce vertikálńı asymptoty v 0 a 1, speciálně

pro ααα = (1, 1)′ je hustota konstantńı.

• Odlǐsnosti jsou patrné i při výpočtu charakteristik Dirichletova rozděleńı.

– Modus a středńı hodnota vzhledem k Lebesgueově mı́̌re

modus(X) =

(
α1 − 1

α+ −D
, . . . ,

αD − 1

α+ −D

)′
,

E(X) =

(
α1

α+
, . . . ,

αD
α+

)′
.

– Modus a středńı hodnota vzhledem k Aitchisonově mı́̌re

modusa(X) =

(
α1

α+
, . . . ,

αD
α+

)′
,

E(X)a = C
(
eψ(α1), . . . , eψ(αD)

)′
.

• Analogické chováńı plat́ı i v př́ıpadě D = 3 - hustoty Dirichletova rozděleńı vzhledem k Aitchisonově mı́̌re

λa na simplexu jsou vždy unimodálńı (i v D = 2 jsme měli simplex). V př́ıpadě, že voĺıme parametr ααα

v rámci tř́ıdy ekvivalentńıch kompozic, pak maj́ı hustoty vždy stejný modus. Vzhledem k Lebesgueově mı́̌re

ani jedno tvrzeńı neplat́ı. Unimodalita zde nastává pouze v př́ıpadě, že jsou všechny složky kompozice ααα

větš́ı než jedna, ale modus stejný neńı. Pro metrický rozd́ıl obecně plat́ı, že č́ım větš́ı jsou hodnoty složek

parametru ααα, t́ım menš́ı je metrický rozptyl.
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Obrázek 2. Hustoty Dirichletova rozděleńı vzhledem k Aitchisonově mı́̌re λa na simplexu s parametry

(a) ααα = (10, 10, 10)′ (——-), ααα = (5, 5, 5)′ (——-), ααα = (2, 2, 2)′ (——-),

(b) ααα = (10, 10, 20)′ (——-), ααα = (5, 5, 10)′ (——-), ααα = (2.5, 2.5, 5)′ (——-),

(c) ααα = (20, 10, 5)′ (——-), ααα = (10, 5, 2.5)′ (——-), ααα = (5, 2.5, 1.25)′ (——-).
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