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Při provozu systému který podléhá opoťrebeńı je naš́ı snahou odhadnout jeho životnost v závislosti na dostupných informaćıch.

Studujeme zde možnosti, jak pomoćı Coxova modelu proporcionálńıho rizika a modelu zrychleného času popsat vliv p̌redchoźıch

oprav a preventivńı údržby a p̌redvád́ıme využit́ı metod na datech z praxe.

Údržba a opravy
Zkoumáme data reprezentuj́ıćı životnost systému který podléha opotřebeńı. Když se
systém porouchá, je nutné provést opravu, také se selháńı snaž́ıme předej́ıt preven-
tivńımi údržbami. Označ́ıme Tj, j = 1, ..., n časy oprav nebo údržeb a ∆j indikátor zda
v j-tém čase byla provedena oprava. Zavedeme č́ıtaćı procesy oprav a údržeb

N•(t) =
∑n

j=1 I(Tj ≤ t,∆j = 1), M•(t) =
∑n

j=1 I(Tj ≤ t,∆j = 0).

Označ́ıme rizikovou funkci λ(t) = limh→0 P (N(t+h)−N(t) ≥ 1|H(t))/h kdeH(t) znač́ı

historii událost́ı do času t. Dále mějme kumulativńı rizikovou funkci Λ(t) =
∫ t

0 λ(s)ds a
f (t) a S(t) př́ıslušnou hustotu a funkci přežit́ı. Věrohodnost lze přepsat jako

L =

n
∏

j=1

(

f (T−
j )

S(Tj−1)

)∆j (

S(Tj)

S(Tj−1)

)1−∆j

=

n
∏

j=1

λ(T−
j )

∆j · S(Tn)

a log-věrohodnost má pak tvar

l =

n
∑

j=1

∆j log λ(T
−
j )−

∫ Tn

0

λ(t)dt.

Cox̊uv model proporcionálńıho rizika
Rizikovou funkci můžeme zapsat pomoćı Coxova modelu. Předpokládáme, že každá
oprava či údržba multiplikativně sńıž́ı nebo zvýši riziko, stejně tak př́ıpadné regresory.
Uvažujeme rizikovou funkci ve tvaru (Percy & Alkali 2005)

λ(t) = λ0(t)e
M•(t)ρ+N•(t)σ+XT (t)β.

Jako vysvětluj́ıćı proměnnou X(t) je možné použ́ıt např. náročnost posledńı opravy.
Pokud se hodnoty kovariáty měńı jen v časech událost́ı, je možné snadno dosadit do
logaritmické věrohodnosti a při parametrickém základńım riziku maximalizovat.

Model zrychleného času
Můžeme také předpokládat, že každá oprava či údržba a regresory zp̊usob́ı, že virtuálńı
čas plyne pomaleji nebo rychleji (Accelerated Failure Time model, AFT). Využijeme
transformaci času (Lin & Ying, 1995):

t →

∫ t

0

eM•(s)ρ+N•(s)σ+XT (s)βds =: h(t,β),

kde jsme označili β = (ρ, σ, β). Riziková fukce pak má tvar

λ(t) = λ0(h(t,β))e
M•(t)ρ+N•(t)σ+XT (t)β.

Pokud základńı riziková funkce bude konstantńı, oba modely splývaj́ı.

Parametrické modelováńı provozu čerpadla
Studujeme data o provozu čerpadla ropy (Kobbacy et al., 1997). Máme k dispozici
časy oprav a preventivńıch údržeb a délku opravy v člověkohodinách a chceme mode-
lovat jejich vliv na životnost. Zkuśıme maximalizovat věrohodnost pro exponenciálńı,
Weibullovo λ0(t) = aλata−1 a useknuté Gumbelovo λ0(t) = λat základńı rozděleńı pro
oba popsané modely. Porovnáńım hodnoty věrohodnosti zjist́ıme, že je zde nejvyšš́ı pro
Cox̊uv i AFT model s useknutým Gumbelovým rozděleńım. Časová náročnost opravy
zvyšuje riziko respektive zrychluje čas. Oprava má podle všech model̊u pozitivńı vliv,
zaj́ımavé je že všechny modely vyjma Gumbelova rozděleńı v Coxově modelu vyhod-
nocuj́ı že údržba má vliv negativńı.

Model λ0 log - věrohodnost eρ̂ eσ̂ eβ̂ λ̂ â
Exp. -213.8 1.407 0.980 1.0066 0.0015 −

Cox Weibull -213.5 1.266 0.924 1.0064 0.0017 1.672
Gumbel -210.2 0.701 0.745 1.0063 0.0006 1.010

AFT Weibull -212.7 1.278 0.918 1.0061 0.0014 1.639
Gumbel -210.2 1.318 0.877 1.0050 0.0005 1.001

Inference při v́ıce pozorováńıch
Máme-li k dispozici data o n nezávislých zař́ızeńıch, můžeme postupovat jako výše a pra-
covat se součinem věrohodnost́ı, nebo můžeme odhadnout základńı riziko neparamet-
ricky. Logaritmickou věrohodnost lze přepsat pomoćı č́ıtaćıch proces̊u. Mějme λi(t), Tij,
∆ij, j = 1, ...ni a Xi(t) rizikovou funkci, časy událost́ı, indikátory oprav a hodnoty
regresor̊u i-tého prvku. Zavedeme

Nij(t) = ∆ijI(Tij ≤ t), Mij(t) = (1−∆ij)I(Tij ≤ t), Yij(t) = I(Ti,j−1 < t ≤ Tij).

Pomoćı • označ́ıme součet přes př́ıslušný index. Dostaneme

l =
∑

ij

∫ ∞

0

(

log λi(t
−)dNij(t)− Yij(t)λi(t

−)dt
)

,

přičemž v rizikové funkci λi budou obsaženy počty oprav a údržeb Ni• a Mi•.

Neparametrický Cox̊uv model
Pro jednoduchost označ́ıme X i(t) = (Ni•(t),Mi•(t), Xi(t)). Skóre źıskané dosazeńım
rizikové funkce do logaritmické věrohodnosti a derivováńım podle parametr̊u ale záviśı na
Λ0(t). Tu můžeme nahradit Nelson-Aalenovým odhadem Λ̂0(t,β) =

∫ t

0
dN••(s)

∑

ij e
XT

i (s−)βYij(s)
.

Po dosazeńı źıskáme skóre ve tvaru

U(β) =
∑

ij

∫ ∞

0

(

X i(t
−)−

∑

ij X i(t
−)eX

T
i (t

−)βYij(t)
∑

ij e
XT

i (t
−)βYij(t)

)

dNij(t)

a pro nalezeńı odhad̊u parametr̊u řeš́ıme rovnice U(β) = 0.

Neparametrický AFT model
Pro každý prvek máme transformaci času hi(t,β). Zavedeme transformované procesy

N ∗
ij(t,β) = ∆ijI(hi(Tij,β) ≤ t), M ∗

ij(t,β) = (1−∆ij)I(hi(Tij,β) ≤ t),

Y ∗
ij(t,β) = I(hi(Ti,j−1,β) < t ≤ hi(Tij,β)), X∗

i (t,β) = Xi(h
−1
i (t,β)).

Přesné skóre má složitěǰśı tvar, je ale možné jej nahradit přibližným (Lin & Ying, 1995)

a dosadit odhad Λ̂0(t,β) =
∫ t

0
dN∗

••(s,β)
∑

ij Y
∗
ij(t,β)

. Źıskáme

U(β) =
∑

ij

∫ ∞

0

(

X∗
i (t

−,β)−

∑

ij X
∗
i (t

−,β)Y ∗
ij(t,β)

∑

ij Y
∗
ij(t,β)

)

dN ∗
ij(t,β)

a řešeńım U(β) = 0 opět můžeme naj́ıt odhady parametr̊u.

Neparametrické modelováńı provozu čerpadla
Máme k dispozici časy oprav a údržeb pro pět r̊uzných čerpadel. Údaj o náročnosti
opravy nebyl k dispozici u všech, takže budeme odhadovat jen regresńı parametry ρ a σ.
Zkusili jsme aplikovat Cox̊uv i AFT model, jak parametricky se stejnými základńımi
rozděleńımi jako výše, tak neparametricky. Vid́ıme, že ve všech př́ıpadech oprava zvýš́ı
riziko či zrychĺı plynut́ı času. Z parametrických model̊u má nejvyšš́ı log-věrohodnost
Gumbelovo rozděleńı v AFT modelu, u tohoto a neparametrických př́ıpad̊u má údržba
také negativńı vliv, jinak má vliv pozitivńı. Na obrázku jsou znázorněny odhady ku-
mulované základńı rizikové funkce, čas pro AFT model je v transformované škále.

Model λ0 log - věrohodnost eρ̂ eσ̂ λ̂ â
Exp. -880.3 0.985 1.016 0.016 −

Cox Weibull -880.2 0.976 1.016 0.014 1.063
Gumbel -880.3 0.994 1.016 0.016 0.999

AFT Weibull -880.2 0.980 1.015 0.014 1.038
Gumbel -875.1 1.022 1.036 0.013 0.999

Cox neparam. − 1.043 1.020 − −
AFT neparam. − 1.028 1.084 − −
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Odhad kumulované základní rizikové funkce

Shrnut́ı
Zkoumali jsme metody pro modelováńı vlivu údržby a oprav na životnost sledovaného
zař́ızeńı. V Coxově modelu p̊usob́ı regresory vyjadřuj́ıćı počet a mı́ru zásah̊u a př́ıslušné
parametry multiplikativně na rizikovou funkci, v AFT modelu př́ımo na rychlost plynut́ı
vnitřńıho času. Při parametrizaci základńıho rizika lze źıskat odhady z údaj̊u o jednom
zař́ızeńı. Pokud máme informace o v́ıce zař́ızeńıch, je možné základńı riziko odhadnout
neparametricky.
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