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ABSTRAKT
Metóda sedlového bodu poskytuje presné
aproximácie hustoty odhadov aj pre malé rozsahy
výberov. V príspevku sa budeme zaoberat’ testovou
štatistikou, ktorá je založená na výraze v exponente
v aproximácii hustoty pre M-odhady. Vd’aka tvaru
funkcie ψ pre regresné kvantily získame explicitný
vzorec pre testovú štatistiku. Odvodené testy sú
asymptoticky ekvivalentné s klasickými testami
založenými na vierohodnosti, no ich relatívna chyba
je iba rádu O(n−1). Správanie navrhnutých para-
metrických i neparametrických testov pri rôznych
rozsahoch výberov a rozdeleniach bude ilustrované
v simulačnej štúdii.

REGRESNÉ KVANTILY

Nech Y1, . . . , Yn sú pozorovania spĺňajúce model

Yi = XT
i β + ui, i = 1, . . . , n,

kde β ∈ Rp, ui ∼ 1
σ
g(.) a (Yi,Xi) sú i.i.d. s hustotou

1
σ
g
(
yi−xTi β

σ

)
k(xi), kde k(xi) je hustota Xi.

Regresný kvantil je riešením minimalizačnej úlohy

βα = argmin {Eρα(Y −Xt) : t ∈ Rp} ,

kde

ρα(x) = |x| {(1− α) I [x < 0] + α I [x > 0]} .

Výberový regresný kvantil je definovaný ako riešenie
úlohy

β̂α = argmin
βα

n∑
i=1

ρα(Yi − x>i t)

a je konzistentným odhadom vektora

(β1 +G−1(α), β2, . . . , βp).

Testujeme jednoduchú hypotézu

H0 : βα = βα0.

Použijeme postup pre M-odhady uvedený v [1].

PARAMETRICKÝ TEST
Ak je rozdelenie (Yi,Xi) známe, je potrebné vypočítat’ kumulatívnu vytvárajúcu
funkciu pre skóry ψ(Yi,β)

Kψ(λ,βα) = log

∫ {
eαλ

T xik(xi)

(
e−λT xiG

(
xTi (βα − β)

σ

)

+1−G
(
xTi (βα − β)

σ

))}
dxi.

Zderivovaním Kψ(λ,βα) a položením rovno nule získame funkcie sedlového
bodu

λ(β̂α)
Txi = − log

 α

1− α

1−G
(

xTi (β̂α−β)

σ

)
G
(

xTi (β̂α−β)

σ

)
 , i = 1, . . . , n,

ktoré sa následne dosadia do štatistiky

h(β̂α) = sup
λ
{−Kψ(λ, t)} = −Kψ(λ(β̂α), β̂α)

a za H0 platí

−2n log
∫ G

(
xTi (β̂α−β)

σ

)
α

α1−G
(

xTi (β̂α−β)

σ

)
1− α

1−α

k(xi) dxi

D−−−−→
n→∞

χ2
p.

NEPARAMETRICKÝ TEST
Ak je rozdelenie (Yi,Xi) neznáme, je potrebné pracovat’ s reziduami ri a ich em-
pirickou distribučnou funkciou (vid’ [2])

ri = yi − xTi β̂α, Ii = I[ri < 0], i = 1, . . . , n,

Iij(β) = I[ri + xTj (β̂α − β) < 0], i, j = 1, . . . , n,

Gjn(β) =
1

n

n∑
i=1

Iij(β) i, j = 1, . . . , n.

Prvým krokom bude nájdenie emprirických distribučných funkcií, ktoré
spĺňajú hypotézu a zároveň minimalizujú Kullback-Leiblerovu vzdialenost’ od
(1/n, . . . , 1/n). Pre regresné kvantily majú tieto váhy tvar

wij =

(
α

1−α
1−Gjn(βα0)

G
j
n(βα0)

)Iij(βα0)

∑n
k=1

(
α

1−α
1−Gjn(βα0)

G
j
n(βα0)

)Ikj(βα0)
, i, j = 1, . . . , n.

Potom

K(λ(β̂α), β̂α) =
1

n

n∑
j=1

Kj(λ(β̂α), β̂α)

Kj(λ(β̂α), β̂α) = log

{(∑n
i=1 wijIi

α

)α(∑n
i=1 wij(1− Ii)

1− α

)1−α
}

a za H0 platí

−2
n∑
j=1

log

{(∑n
i=1 wijIi

α

)α(∑n
i=1 wij(1− Ii)

1− α

)1−α
}

D−−−−→
n→∞

χ2
p.

SIMULÁCIE

Navrhnuté testy pre regresné kvantily (v grafoch
červenou farbou) porovnáme s Waldovým testom
(zelenou). Zvolili sme xTi = (1, i−1

n
). Nasledujúce

obrázky porovnávajú rýchlost’ konvergencie rozdele-
nia testových štatistík ku χ2

2 rozdeleniu za platnosti
H0 a v parametrickom prípade ilustrujú robustnost’
testov. Použité rozdelenia boli: normálne, kontamino-
vané normálne, Laplaceovo, logistické.
Pri použití parametrických testov sa predpokladalo
normálne rozdelenie ui, je zrejmé, že navrhnutý
test je najmä pre menšie rozsahy výberov robust-
nejší než Waldov test. Pri neparametrických testoch
je aproximácia testovej štatistiky χ2 rozdelením pre
testy založené na metóde sedlového bodu omnoho
presnejšia než pre Waldov test. Vidíme, že táto
aproximácia funguje vel’mi dobre už aj pre malé
výbery.
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