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SHRNUTÍ
Poster prezentuje hledáńı lokálně optimálńıho návrhu mě̌reńı pro regresńı modely s podḿınkami typu I. Zabýváme se kriteriálńımi funkcemi lokálńı
A-optimality, C-optimality a D-optimality, pro které odvozujeme konkrétńı podoby gradient̊u a následně demonstrujeme iteračńı proces výpočtu.

REGRESNÍ MODEL S PODMÍNKAMI TYPU I
Uvažujeme regulárńı nelineárńı model s nelineárńımi podmı́nkami typu I daný vztahem

Y = φ(x,θ) + ǫ, ηj(θ) = 0, j = 1, . . . , q,

kde Y je observačńı vektor, φ a ηj jsou známé nelineárńı funkce, x = {x1, . . . , xn} je množina experimentálńıch

bod̊u, θ = (θ1, . . . , θk)
T je vektor neznámých parametr̊u a ǫ je vektor chyb měřeńı se E(ǫ) = 0 a Var(ǫ) = σ2 · I.

Jestliže označ́ıme

F =
∂φ(x,θ)

∂θT

∣∣∣∣
θ=θ

0

jako (n× k) matici plánu, B =
∂ηj(θ)

∂θT

∣∣∣∣
θ=θ

0

jako (q × k) matici podmı́nek,

potom můžeme psát model v lineárńı formě jako

Y ∼ φ(x,θ0) +
∂φ(x,θ)

∂θT
· δθ

∣∣∣∣
θ=θ

0

+ ǫ ⇒ Y − φ(x,θ0) = F · δθ + ǫ,

ηj(θ) ∼ ηj(θ
0) +

∂ηj(θ)

∂θT
· δθ

∣∣∣∣
θ=θ

0

= 0 ⇒ ηj(θ)− ηj(θ
0) = {B}j · δθ = 0, j = 1, . . . , q,

kde δθ = θ − θ
0. Jestliže ξ je návrh (pravděpodobnostńı mı́ra na množině experimentálńıch bod̊u x), potom

informačńı matice pro parametr θ je tvaru

M(θ) = N · σ−2 ·
∑

xi∈Sp(ξ)

(
∂φ(xi,θ)

∂θ

)
·

(
∂φ(xi,θ)

∂θ

)T

· ξ(xi)

︸ ︷︷ ︸
M(θ,ξ)

,

kde M(θ, ξ) je normovaná informačńı matice, Sp(ξ) = {xi : ξ(xi) > 0, xi ∈ x} je nosič návrhu ξ a N je celkový

počet měřeńı. Jestliže M = M(θ) je regulárńı matice, potom plat́ı, že variančńı matice NLNO θ̂ je tvaru

Var(θ̂) = M−1 −M−1BT
[
BM−1BT

]−1
BM−1 ⇒ Vθ(ξ) = N · σ−2 · Var(θ̂),

kde Vθ(ξ) je normovaná variančńı matice θ̂ (viz. [2]).
Uvažujeme-li konvexńı kriteriálńı funkci Φ, pak je lokálně optimálńı návrh ξ∗ takový návrh, který splňuje
podmı́nku: Φ

[
Vθ(ξ

∗)
]
= minξ∈ΞΦ

[
Vθ(ξ)

]
, kde Ξ je konvexńı množina všech návrh̊u.

KRITÉRIUM LOKÁLNÍ A-OPTIMALITY
Kriteriálńı funkce lokálńı A-optimality pro model s podmı́nkami typu I je dána vztahem

Φ
[
Vθ(ξ)

]
= Tr

[
Vθ(ξ)

]
= Tr

[
N · σ−2

[
M−1 −M−1BT (BM−1BT )−1BM−1

]]
.

Pro výpočetńı algoritmus je třeba určit gradient ∇Φ (V) kriteriálńı funkce, tj.

∇Φ (V) = N · σ−2
[
−M−2 +M−1BT (BM−1BT )−1BM−2

−M−1BT (BM−1BT )−1BM−2BT (BM−1BT )−1BM−1 +M−2BT (BM−1BT )−1BM−1
]
.

KRITÉRIUM LOKÁLNÍ C-OPTIMALITY
K definováńı této kriteriálńı funkce je nutná existence známé funkce parametr̊u h(θ), která je diferencovatelná.
Při splněńı těchto předpoklad̊u pak pro regulárńı regresńı model plat́ı

Var(h(θ̂)) = ∂hTVar(θ̂)∂h ⇒ Vh
θ
(ξ) = N · σ−2 · Var

(
h(θ̂)

)
.

Následně je kritérium lokálńı C-optimality definováno vztahem

Φ
[
Vh
θ
(ξ)

]
= ∂hT (θ)Vh

θ
(ξ)∂h(θ) = N · σ−2

[
∂hT (θ)

[
M−1 −M−1BT (BM−1BT )−1BM−1

]
∂h(θ)

]
.

Gradient ∇Φ (V) kriteriálńı funkce je tvaru

∇Φ (V) = N · σ−2[−M−1∂h∂hTM−1 +M−1BT (BM−1BT )−1BM−1∂h∂hTM−1

−M−1BT (BM−1BT )−1BM−1∂h∂hTM−1BT (BM−1BT )−1BM−1

+M−1∂h∂hTM−1BT (BM−1BT )−1BM−1].

KRITÉRIUM LOKÁLNÍ D-OPTIMALITY
V regresńım modelu s podmı́nkami nelze apriorně definovat kritérium lokálńı D-optimality vztahem známým z
regresńıch model̊u bez podmı́nek, tedy jako

Φ
[
Vθ(ξ)

]
= ln det

[
Vθ(ξ)

]

neboť normovaná variančńı matice Vθ(ξ) je často singulárńı, přestože je parametr θ odhadnutelný. Z tohoto
d̊uvodu je třeba k problematice lokálně D-optimı́lńıho návrhu zvolit odlǐsný př́ıstup než v př́ıpadě předchoźıch
kriteriálńıch funkćı.
Matice podmı́nek B je rozdělena do blok̊u B = (B1,B2) tak, aby platilo r(B1) = q. Pak je možné zapsat
podmı́nky typu I jako

B1δθ1 +B2δθ2 = 0 → δθ1 = −B−1
1 B2δθ2,

č́ımž je p̊uvodńı model s podmı́nkami typu I převeden na model bez podmı́nek:

Y ∼ F

(
−B−1

1 B2
I

)

︸ ︷︷ ︸
F∗

δθ2 + ǫ,

kde F∗ je nová matice plánu. Normovaná informačńı matice nového modelu je tvaru

M∗(θ2, ξ) =
∑

xi∈Sp(ξ)

{F∗}i {F
∗}Ti ξ(xi),

kde {F∗}Ti je i − tý řádek nové matice plánu F∗. T́ımto postupem je zaručena regulárnost matice M∗(θ2, ξ)
(d̊ukaz viz. [1]), takže je možné definovat kriteriálńı funkci lokálńı D-optimality stejným zp̊usobem jako je tomu
v regresńıch modelech bez podmı́nky, tedy

Φ [M∗(θ2, ξ)] = − ln [det(M∗(θ2, ξ))] .

Gradient ∇Φ (M∗) kriteriálńı funkce je vyjádřen jako

∇Φ (M∗) = − [M∗(θ2, ξ)]
−1

.

K uvedené problematice je možné zvolit alternativńı př́ıstup užit́ım QR rozkladu matice BT . Popis tohoto
př́ıstupu je uveden ve [2].

Př́ıklad

Pro jednoduchost uvažujme lineárńı regresńı model s podmı́nkou typu I

Yi = θ1 + θ2 · xi + ǫi, pro i = 1, . . . , 10

Yi = θ3 + θ4 · xi + θ5 · x
2
i + ǫi, pro i = 11, . . . , 20

θ1 + θ2 · x10 − (θ3 + θ4 · x10 + θ5 · x
2
10) = 0.

Dále uvažujme celkový počet měřeńı N = 20, množinu experimentálńıch bod̊u x = (1, . . . , 20), matici plánu F
a matici podmı́nek B tvaru:

F =




1 1 0 0 0
...

1 10 0 0 0

0 0 1 11 112
...

0 0 1 20 202




, B =
[
1 10 −1 −10 −100

]
.

Aby byl parametr θ odhadnutelný z jakéhokoliv návrhu ξj, kde j = 1, 2, . . . v pr̊uběhu iteračńıho procesu,
je nutné zajistit odhadnutelnost parametru θ ze startovaćıho návrhu ξ0. To nastane tehdy, bude-li dodržena
regulárnost matice M(θ, ξ0) +BTB. Tuto podmı́nku např́ıklad splňuje startovaćı návrh rovnoměrně rozdělený
do bod̊u Sp(ξ0) = {2, 7, 11, 12, 19} .

Nejdř́ıve stanov́ıme lokálně A-optimálńı
návrh měřeńı. Urč́ıme gradient kri-
teriálńı funkce, který dosad́ıme do
výpočetńıho algoritmu založeného na
metodě největš́ıho spádu.
Z obrázku 1 je patrné, že nosič lokálně
A-optimálńıho návrhu obsahuje 4
body, kdy relativńı počet měřeńı v
každém tomto bodě je:
ξ(x1) ·N = 0.0164 · 20=̇1,
ξ(x10) ·N = 0.3459 · 20=̇7,
ξ(x15) ·N = 0.4633 · 20=̇9,
ξ(x20) ·N = 0.1743 · 20=̇3.
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Obr. 1.: Lokálně A-optimálńı návrh měřeńı.
Nyńı najdeme lokálně C-optimálńı
návrh měřeńı. Matice F a mat-
ice B maj́ı stejnou strukturu jako v
předchoźım př́ıpadě, avšak vyskytuje
se zde nav́ıc diferencovatelná funkce
parametr̊u h(θ) ve formě: 0 · θ1 + 0 ·
θ2 + 1 · θ3 − 2 · θ4 − 0.5 · θ5. Potom
∂hT = [0,0,1,− 2,− 0.5] .
Z obrázku 2 je patrné, že nosič lokálně
C-optimálńıho návrhu obsahuje 3
body, kdy relativńı počet měřeńı v
každém tomto bodě je:
ξ(x10) ·N = 0.3518 · 20=̇7,
ξ(x15) ·N = 0.4710 · 20=̇9,

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

mnozina experimentalnich bodu

de
si

gn
 (

va
hy

 m
er

en
i)

 

 

startovaci navrh mereni
optimalni navrh mereni

Obr. 2.: Lokálně C-optimálńı návrh měřeńı.ξ(x20) ·N = 0.1772 · 20=̇4.

Podrobný popis výpočetńıho algoritmu je uveden ve [4]. Pro situaci regresńıho modelu s podmı́nkou je však
potřebné tento algoritmus upravit jak je naznačeno ve [2].

Plány do budoucna

V budoucnu bychom se rádi zabývali daľśımi kritérii optimality v regresńıch modelech s podmı́nkami typu I i II.
Pozornost chceme věnovat i ověřeńı konvergence jiných výpočetńıch algoritmů než zde prezentovanému.
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