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Poster prezentuje hledani lokalné optimalniho navrhu méreni pro regresni modely s podminkami typu |. Zabyvame se kriterialnimi funkcemi lokalni
A-optimality, C-optimality a D-optimality, pro které odvozujeme konkrétni podoby gradientii a nasledné demonstrujeme iteracni proces vypoctu.

REGRESNI MODEL S PODMINKAMI TYPU I
Uvazujeme regularni nelinearni model s nelinearnimi podminkami typu I dany vztahem
Y = ¢(x,0) + €, ni@) =0, Jj=1,...,q

kde Y je observacni vektor, ¢ a n; jsou zndmé nelinearni funkce, x = {1, ..., 2z, } je mnozina experimentalnich

bodu, 8 = (04, ..., Hk)T je vektor neznamych parametri a € je vektor chyb méfeni se F(€) = 0 a Var(e) = o2 - 1.
Jestlize oznacime
0 0 on; (6
F = P, >‘ 0 jako (n X k) matici planu, B = 1;(9) jako (¢ X k) matici podminek,
6=6

061 001 |g_p"

potom muzeme psat model v linearni formé jako

Y ¢(X,90)+a¢<X’T0) 59‘ + € = Y—¢(X,HO):F-50+E,
00 6—0"
dn;(0) |
nj(8) ~ 1;(6") + afsvT 50|6 9020 = n;j(0) —n;(0°) = {B},-60 =0, j=1,...,4q

kde 60 = 6 — 8. Jestlize ¢ je navrh (pravdépodobnostni mira na mnoziné experimentélnich bodi x), potom
informacni matice pro parametr @ je tvaru

M(O) = N o2 6%@ (3¢<§g 9>> | (%gg 9>>T ()

J/

N

M(0.¢)

kde M(8, &) je normovand informacni matice, Sp(&) = {x; : £(x;) > 0, x; € x} je nosi¢ navrhu & a N je celkovy
pocet méfeni. Jestlize M = M(0) je regularni matice, potom plati, ze varianéni matice NLNO 6 je tvaru

~ —1 ~
Var(§) = M~ — M—1BT {BM_lBT} BM™' =  Vg()=N-o 2 Var(d),

kde V(&) je normovand variancni matice 0 (viz. [2]).
Uvazujeme-li konvexni kriterialni funkci @, pak je lokdlné optimélni navrh £* takovy navrh, ktery spliuje
podminku: @ [Vg(£¥)| = mingez P Vg(£)], kde = je konvexnf mnozina viech navrhi.

KRITERIUM LOKALNI A-OPTIMALITY

Kriterialni funkce lokalni A-optimality pro model s podminkami typu I je dana vztahem

D [Vg(e)] = Tr [Vg(€)] = Tr [N o2 [M—l - M—lBT(BM—lBT)—lBM—lﬂ |

Pro vypocetni algoritmus je treba urcit gradient V& (V) kriterialni funkce, t;.
VO (V)=N-o 2 {—1\/[_2 + MBI BM BT IBM 2
M- B BM By ' BM?B(BM'BY) ' BM ! + M—QBT<BM—1BT)—1BM—1} .

KRITERIUM LOKALNI C-OPTIMALITY

K definovani této kriterialni funkce je nutna existence znamé funkce parametru h(8), kterd je diferencovatelna.
P11 splnéni téchto predpokladu pak pro regularni regresni model plati

Var(h(0)) = OhTVar(@)0h = Vh(€) =N -0 Var (h(@)) .

Nasledné je kritérium lokalni C-optimality definovano vztahem

o [Vg(@} = T (O)V)(£)Oh(6) = N - 5 [ahT (6) [M—l M BTBM BT )_1BM_1} ahw)} .

Gradient V& (V) kriteridlni funkce je tvaru
VO (V)=N-o [ —M 1onor' M~ + M~ BT (BM~'BY) "' BM~'onon! M~
~-M B BM B ' BMlonon M—'B BM!IBY )T ' BM !
+ M onor MBI BMIB) "I BM .

KRITERIUM LOKALNI D-OPTIMALITY

V regresnim modelu s podminkami nelze apriorné definovat kritérium lokalni D-optimality vztahem znamym z
regresnich modelu bez podminek, tedy jako

¢ [Vg(&)] =Indet [Vg(¢)]

nebot normovand varianéni matice V(&) je casto singuldrni, prestoze je parametr 8 odhadnutelny. 7 tohoto
duvodu je treba k problematice lokalné D-optimilniho navrhu zvolit odlisny pristup nez v pripadé predchozich
kriterialnich funkei.
Matice podminek B je rozdélena do bloku B = (B, B9) tak, aby platilo 7(B1) = ¢q. Pak je mozné zapsat
podminky typu I jako
B166; + By =0 — 501 = —B, 'Byifs,
¢imz je puvodni model s podminkami typu I preveden na model bez podminek:
-l
YNF( Bll B?) 50, + €,

A\ J/

F
kde F* je nova matice planu. Normovana informacni matice nového modelu je tvaru
T
M*(02,6) = D {F} {F}; &(xy),
7, €35p(§)
kde {F*};r je 1 — ty tadek nové matice planu F*. Timto postupem je zarucena regularnost matice M* (89, &)

(dukaz viz. [1]), takze je mozné definovat kriterialni funkei lokalni D-optimality stejnym zpusobem jako je tomu
v regresnich modelech bez podminky, tedy

O [M*(0,)] = —In [det(M™(62,))] -

Gradient V& (M™) kriteridlni funkce je vyjadien jako
—1
VO (MY) = — [M¥(62,8)] .

K uvedené problematice je mozné zvolit alternativni pristup uzitim ()R rozkladu matice BT Popis tohoto
pristupu je uveden ve |2].

Priklad

Pro jednoduchost uvazujme linearni regresni model s podminkou typu I

Y,=01+00-2,+¢, proi=1,...,10
}/;;2934—94-1‘2'4—95-%‘@2—#6@', pro¢=11,...,20
01 + 0y - 219 — (03 + 04 - 110 + 05 - 779) = 0.

Dale uvazujme celkovy pocet méreni N = 20, mnozinu experimentalnich bodu x = (1,...,20), matici planu F

a matici podminek B tvaru:

/11(?0 O\

1100 0 0

00111112 | B=[110-1-10-100].

\ 0 0 i20202)

Aby byl parametr 6 odhadnutelny z jakéhokoliv navrhu &;, kde 7 = 1,2,... v prubéhu iteracniho procesu,
je nutné zajistit odhadnutelnost parametru 0 ze startovaciho navrhu &y. To nastane tehdy, bude-li dodrzena
regularnost matice M(0, &) + B! B. Tuto podminku napiiklad splnuje startovaci navrh rovnomeérné rozdéleny

do bodu Sp(&y) = {2,7,11,12,19} .

Nejdrive stanovime lokalné A-optimalni
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navrh mereni. Urcime gradient kri- 2 4s| | ® startovaci navh meren o 7
terialni funkce, ktery dosadime do 7| | —© optimalni navrh mereni

0.4 l

vypocetniho algoritmu zalozen¢ho na
metodé nejvétsiho spadu.

Z, obrazku 1 je patrné, ze nosic¢ lokalné
A-optimalniho navrhu obsahuje 4
body, kdy relativni pocet méreni v
kazdém tomto bodé je:
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E(xq) - N =0.0164 - 20=1, 0.1}

f(l’lo) - N = 0.3459 - 2027, 0.05+

£(x15) - N = 0.4633 - 20=09, 0

g(xQO) - N =0.1743 - 20=3. ° ’ mnozina experilr%entalﬁzich boloilu e o %
Obr. 1.: Lokalné A-optimalni navrh meéreni.

Nyni najdeme lokalné C-optimalni o ‘ ‘ ‘

navrh meéreni. Matice F a mat- 0451 * startovac?i navrh merer_li Q |

ice B maji stejnou strukturu jako v | [Z©optimalni navrh mereni
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predchozim pripadeé, avsak vyskytuje
se zde navic diferencovatelna funkce
parametru h(0) ve formé: 0 -6 + 0 -
0o +1-03—2-60,—0.5-605. Potom
on't =1[0,0,1, —2, — 0.5].

Z, obrazku 2 je patrné, ze nosic¢ lokalnée
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C-optimalniho navrhu obsahuje 3 0.1
body, kdy relativni pocet méreni v 0.05/-
kazdém tomto bodeé je: 0
0 2 10 = 12 14 = 16 = 18 _ 20

(zyg) - N = 0.3518 - 20=7,
E(zys) - N = 0.4710 - 20=9,
E(zog) - N = 0.1772 - 20=A4.

mnozina experimentalnich bodu

Obr. 2.: Lokalné C-optimalni navrh meéreni.

Podrobny popis vypocetniho algoritmu je uveden ve |4]. Pro situaci regresniho modelu s podminkou je vsak
pottebné tento algoritmus upravit jak je naznaceno ve |2|.

Plany do budoucna

V budoucnu bychom se radi zabyvali dalsimi kritérii optimality v regresnich modelech s podminkami typu I 1 1.
Pozornost chceme vénovat i ovéreni konvergence jinych vypocetnich algoritmu nez zde prezentovanému.
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