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Kompozičńı data
I data nesoućı výhradně relativńı informaci, jejichž výběrovým

prostorem je simplex SD

SD =

{
x = (x1, . . . , xD)′| xi > 0, i = 1, . . . ,D;

D∑
i=1

xi = κ

}
I Aitchisonova geometrie na simplexu

=⇒ logratio transformace ze simplexu do reálného prostoru
I izometrická logratio transformace: ilr(x) = (z1, . . . , zD−1)′

zj =

√
D − j

D − j + 1
ln

xj

D−j

√∏D
l=j+1 xl

, j = 1, . . . ,D − 1 (1)

=⇒ soǔradnice z1 obsahuje veškerou relativńı informaci o x1

vzhledem k ostatńım složkám x2, . . . , xD
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Kompozičńı časové řady
Definice

I mnohorozměrné časové řady pro kompozičńı data

{xt : t = 1, . . . , n}, xt = (x1t , . . . , xDt)
′ ∈ SD

I časové řady s kladnými reálnými prvky

x1t , . . . , xDt > 0

I problém: konstatńı součet v každém čase t ⇐⇒ často roven
1 (proporcionálńı data)

I řešeńı: logratio transformace ze simplexu do prostoru
soǔradnic (SD → RD−1)
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Kompozičńı časové řady
Princip modelováńı kompozičńıch časových řad

I transformace do prostoru soǔradnic:

izometrická logratio (ilr) transformace (1)

=⇒ výhodné interpretačńı vlastnosti

I aplikace standardńıch metod pro analýzu mnohorozměrných
časových řad v prostoru soǔradnic

I návrat zpět na simplex =⇒ inverzńı ilr transformace
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Vektorový autoregresńı proces VAR(p)
Definice

I VAR(p) model v redukovaném tvaru

zt = c + A
(1)
V zt−1 + A

(2)
V zt−2 + · · ·+ A

(p)
V zt−p + εεεt , (2)

kde B = [cV,A
(1)
V , . . . ,A

(p)
V ] jsou parametry a εεεt chybová

složka, εεεt ∼ WN (0,ΣΣΣεεε)

I p se nazývá řád modelu

I pozorováńı zt je modelováno pomoćı p p̌redchoźıch
pozorováńı zt−1, . . . , zt−p.
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I zt = ilrV(xt) jsou ilr soǔradnice kompozice xt ∈ SD dané
matićı V a z∗t = ilrV∗(xt) ilr soǔradnice dané matićı V∗

I VAR(p) modely jsou kompozičně ekvivalentńı p̌ri použit́ı
libovolné ilr transformace

zt = cV + A
(1)
V zt−1 + A

(2)
V zt−2 + . . .A

(p)
V zt−p,

z∗t = cV∗ + A
(1)
V∗z∗t−1 + A

(2)
V∗z∗t−2 + . . .A

(p)
V∗ z∗t−p.
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Vektorový autoregresńı proces VAR(p)
Endomorfismus na simplexu SD

A� x = C
( D∏

j=1

x
a1j

j , . . . ,

D∏
j=1

x
aDj

j

)>
A ∈ RD×D , x ∈ SD

I p̌redstavuje lineárńı transformaci vzhledem k Aitchisonově
geometrii

I za podḿınky A111D = 000D (jinak A� x 6= A� (kx))

I pokud nav́ıc plat́ı A>111D = 000D , pak funkce x→ A� x se
nazývá endomorfismus na simplexu SD

I máme-li endomorfismus y = A� x na simplexu, pak ho
můžeme též vyjáďrit i v prostoru soǔradnic

I clr(y) = A · clr(x)
I ilrV(y) = AV · ilrV(x)⇔ ilr(y) = V>AV · ilr(x)
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Vektorový autoregresńı proces VAR(p)
VAR(p) na simplexu SD

I výsledný VAR model na simplexu nezáviśı na volbě konkrétńı
transformace

xt = b⊕
(

A(1) � xt−1

)
⊕ · · · ⊕

(
A(p) � xt−p

)
⊕wt

I modelováńı kompozičńıch časových řad p̌ŕımo na simplexu
=⇒ Barcelo-Vidal et al.(2011)
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Kompozičńı časové řady VAR model T -prostory Praktický p̌ŕıklad Závěr

Vektorový autoregresńı proces VAR(p)
Odhad parametr̊u

I stacionárńı VAR(p) model lze rovněž zapsat v maticovém
tvaru

Y = ZB + E

kde Y = (z1, . . . , zn)′, Zt = (1, z′t−1, . . . , z
′
t−p)′ je t-tý řádek

matice Z ∈ Rn×[(D−1)p+1]

I parametry B lze odhadnout pomoćı MNČ pro každou rovnici
zvlášt’ na základě

I ”sample”→ z1, . . . , zn
I ”presample”→ z−p+1, . . . , z0
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Vektorový autoregresńı proces VAR(p)
Testováńı hypotéz: Grangerova kauzalita

I testováńı kauzality založené na predikci

I x1 ”
Granger causes“ x2

=⇒ minulé (zpožděné) hodnoty x1 obsahuj́ı statisticky
významnou informaci o budoućıch hodnotách x2

I test hypotézy H0 : Rβ̂̂β̂β = r

I Waldova statistika

(
Rβ̂ββ−r

)′{
R
[
âvar(β̂ββ)

]
R′
}−1(

Rβ̂ββ−r
)
∼ F

(
q, n−(D−1)p−1

)
q . . . hodnost matice R
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Teorie T -prostor̊u

I kompozičńı data = data nesoućı výhradně relativńı
informaci → v pod́ılech mezi složkami

I kompozičńı časové řady → zaj́ımá nás též absolutńı
informace o celkovém množstv́ı v čase t (nap̌r. p̌ri predikci
budoućıch hodnot)

I teorie T -prostor̊u definuje rozš́ı̌rený vektorový prostor
T = RD

+ × SD =⇒ umožňuje modelovat pod́ıly mezi
jednotlivými složkami s úhrnnými hodnotami těchto složek
současně v jednom modelu
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Teorie T -prostor̊u
Aplikace teorie T -prostor̊u na časové řady

I vektor x̃ = [t(x), C(x)] = [tx , x̃1, x̃2, . . . , x̃D ] je prvkem
prostoru T = RD

+ × SD
I C(x) . . . . . . kompozice, x ∈ SD
I t(x) . . . . . . celkový součet hodnot složek kompozice v daném

okamžiku t

t(x) =
D∑
i=1

xi

I kompozice x jsou modelovány pomoćı logratio transformaćı

I úhrnné hodnoty t(x) jsou uvažovány v jejich zlogaritmované
podobě
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Praktický p̌ŕıklad
Hrubé bonusy k p̌ŕıjmům zaměstnanc̊u

I hrubé bonusy k p̌ŕıjmům zaměstnanc̊u v odvětv́ı zpracováváńı kov̊u
v Rakousku (v tiśıćıch eurech) =⇒ leden 2004 - listopad 2011

I x1 . . . . . . tzv.
”
b́ılé ĺımečky“

I x2 . . . . . . dělńıci
I x3 . . . . . . učni v komerčńı sfé̌re
I x4 . . . . . . učni v industriálńı sfé̌re
I Xt . . . . . . celkový úhrn hodnot v čase t → x1 + x2 + x3 + x4

x1 x2 x3 x4 Xt

1 1494.70 610.50 2.00 19.40 2126.60
2 723.40 785.20 3.70 14.50 1526.80
3 2168.10 1171.90 3.00 9.90 3352.90
4 2293.70 3173.30 4.80 60.60 5532.40
5 12497.20 12782.20 21.10 97.80 25398.30
6 13851.50 23369.40 176.00 380.30 37777.20
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Praktický p̌ŕıklad
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Kompozičńı časové řady - absolutńı hodnoty, x1 (—), x2 (—), x3 (—), x4 (—)
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Praktický p̌ŕıklad
Volba modelu

Dva p̌ŕıstupy:

I aplikace VAR modelu standardńım způsobem na proměnné
x1, x2, x3, x4

I s využit́ım teorie T -prostor̊u byly proměnné transformovány
pomoćı ilr transformace a zlogaritmovaný celkový úhrn hodnot
log (Xt) byl zahrnut do modelu jako daľśı proměnná

Př́ıstup AIC(p) HQ(p) SC(p) FPE(p)

standardńı 10 1 1 2

kompozičńı 10 1 1 1

=⇒ VAR(1) model
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Praktický p̌ŕıklad
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a celkový úhrn hodnot složek Xt po zlogaritmováńı.
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Praktický p̌ŕıklad
Testováńı Grangerovy kauzality

I na rozd́ıl od standardńıho p̌ŕıstupu nám použit́ı ilr
transformace a teorie T -prostor̊u umožňuje testovat kauzalitu
nejen mezi proměnnými, ale i mezi úhrnnými hodnotami složek

I vzhledem k výhodným interpretačńım vlastnostem dané ilr
transformace lze otestovat nulovou hypotézu

”
z1 nemá signifikantńı vliv na z2, z3, log (Xt)“

I testováńı Grangerovy kauzality kompozičńım p̌ŕıstupem je
nesrovnatelné s aplikaćı VAR modelu klasickým způsobem

I samotné testováńı prob́ıhá v prostoru ortonormálńıch soǔradnic
I celkové úhrnné hodnoty jsou zahrnuty do modelu jako daľśı

proměnná
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Praktický p̌ŕıklad
Testováńı Grangerovy kauzality

nulová hypotéza p-hodnota
z1 nemá vliv na z2, z3, log (Xt)

z1 = rel. informace o x1 vzhledem k x2, x3, x4 0.526
z1 = rel. informace o x2 vzhledem k x1, x3, x4 0.852
z1 = rel. informace o x3 vzhledem k x1, x2, x4 0.659
z1 = rel. informace o x4 vzhledem k x1, x2, x3 0.043

log (Xt) nemá vliv na z1, z2, z3 0.279

=⇒ relativńı informace obsažená v x4 má dle testu významný vliv
na p̌redpověd’ budoućıch hodnot složek x1, x2, x3 i celkových

úhrnných hodnot Xt
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Závěr

I určeńı p̌redpověd́ı nezáviśı na typu zvolené logratio
transformace

I výběr ilr transformace usnadňuje možnost interpretace
(nap̌r. testováńı hypotéz)

I teorie T -prostor̊u umožňuje modelovat nejen proporcionálńı
strukturu dat, ale i celkové absolutńı hodnoty v jednom
modelu

I použit́ı T -prostor̊u poskytuje nové možnosti testováńı
Grangerovy kauzality (testováńı kauzálńıch vztahů i mezi
kompozicemi a úhrnnými hodnotami)

I kompozičńı p̌ŕıstup ukázal vyš̌śı p̌resnost p̌redpověd́ı na
základě RMSEP
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β̂̂β̂β = vec(B̂) =


ĉcc>

(Â(1))>

...

(Â(p))>

 âvar(β̂̂β̂β) = Σ̂ΣΣεεε ⊗ (ZZ>)−1

Σ̂ΣΣεεε =
1

n − (D − 1)p − 1

n∑
t=1

(zt − ZB̂)(zt − ZB̂)>.
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Testováńı Grangerovy kauzality ve standardńım VAR modelu

nulová hypotéza p-hodnota
x1 nemá vliv na x2, x3, x4 0.749
x2 nemá vliv na x1, x3, x4 0.190
x3 nemá vliv na x1, x2, x4 0.085
x4 nemá vliv na x1, x2, x3 6.158 · 10−6

=⇒ i standardně docháźıme k výsledku, že x4 má signifikantńı vliv
na x1, x2, x3, a tedy minulé hodnoty x4 maj́ı významný efekt na

odhad budoućıch hodnot ostatńıch proměnných
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Přesnost p̌redpověd́ı pro použité modely

Root mean squared error of prediction (RMSEP)

RMSEP =

√√√√ 1

m

m∑
i=1

‖xt − x̂t‖2,

kde m je počet predikovaných hodnot.

p̌ŕıstup RMSEP

standardńı 170.94
kompozičńı 167.02
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