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Triedy ndhodnych veli Cin s Lambertovym W x F rozdelenim

Georg M. Goerg zaviedol vo vel'mi zaujimavom ¢lanku [2] triedy
zovSeobecnenych rozdeleni. Pomocou parametrickej nelinearnej
transformacie sa zmeni ndhodnd veli€ina X na tzv. Lambertovu ndhodnu
veli¢inu Y, ktord umoznuje velmi flexibilny pristup k modelovaniu
zoSikmenych (skeewed) rozdeleni.

Iste ste sa vSetci stretli so situaciami

- Data pochadzaju z rozdelenia "skoro" normalneho, ale zoSikmeného
doprava, alebo

- Navratnost aktiv méa tazké chvosty, ale udaje su prilis zoSikmené, aby malo
zmysel uvaZzovat t—rozdelenie.
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Definicia. Nech U je spojita nahodna velicina s distribu€nou funkciou
Fu(u) = P{U < u}, u € R a hustotou fy (u). Potom

Z=Ue" ~eRrR 1)

je nahodna veli¢ina s Lambertovym W x Fy rozdelenim s parametrom
Sikmosti v. Ked’ ma ndhodna veli€ina U dané rozdelenie pravdepodobnosti
(napriklad Gamay(a, b) rozdelenie), tak tito nahodnu velicinu budeme volat
W x Gamay(a, b) ndhodné veliCina.

Poznamka. Mnohohodnotové funkcia W (z), pre ktoru plati
W(z)eV® =z, zecC

sa nazyva Lambertova W funkcia.
DetailnejSie pozri napr. v [1].
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Testy zaloZené na funkcii podielu vierohodnosti

Majme parametricky Statisticky model reprezentovany triedou hustot
M={f(yl6): yey, 6 €0}, @

kde ) je vyberovy priestor (v nasom pripade R"), © C RY je parametricky
priestor, y je realizacia observacného (nahodného) vektora Y s hustotou
f(-]0). Logaritmick& vierohodnostné funkcia je

1(8ly) = Inf(y[6).
Majme nulovd hypotézu Hy : 8 = (01,05) € O, (01 € RY, 8, ¢ RY™Y)

/

a alternativnu hypotézu H, : 6 = (07,05)" € ©,, pricom ©g U ©, = O.
Testovat Hyp > Hy mOzZeme testovacou Statistikou

—2< sup  1(01,602]Y) — sup |(91,92|Y))>'
®

1,05) €00 (61,65) €0
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Nech 1(01,0,020ly) = SUP (61,6, o, 1(61,02]Y). 1(61,0,62,0ly) reprezentuje
najlepsie vysvetlenie pre namerané Udaje y pre vietky (07, 05)" € ©q.
Podobne I(81,82]y) = SUp(g; ¢,y co (61, 02| Y) reprezentuje najlepsie
vysvetlenie pre namerané Udaje y pre vetky (87, 05)' € ©. Ak
1(61.0,020ly) = (81, 82]y), tak najlepsie vysvetlenie pre namerané daje sa
nachadza v ©, a nezamietneme Ho. Ale ak 1(81.0,020ly) < 1(81,82]y), tak
najlepsie vysvetlenie pre namerané Udaje sa nachadza v ©, a musime
uvazovat zamietnutie Hg v prospech H,. Pre Statistiku

>\(91702|Y):—2< sup  1(61,0:]Y) — sup |(91,92|Y))> (3
(61.65) €@y (61.63) €O

plati 0 < A\(01,0;]Y) < co. Nulova hodnota A(01, 8,]y) indukuje, Ze Hg
nezamietame (pri danej realizacii y). Velka hodnota A(01, 82]y) indukuje, Ze
najlepsSie vysvetlenie pre namerané Udaje y sa nachadza v ©, a Hg
zamietame v prospech H,.
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Ak tento test ma mat hladinu vyznamnosti «, tak kritick& oblast je
Uy ={y: A\61,02]y) > K},
pricom « spocitame tak, aby za platnosti Hg
P{A\(61,02]Y) > k} = a.

Priklad 1. Majme nahodny vyber Y1, Y2, ..., Yn, Yi ~ N(u,o?), pricom p
pozname, o > 0 nepozname. Testujeme hypotézu

Ho: o =00 > Ha: o # 0o
V tomto pripade
© ={(n,0): 0 €(0,00)}, ©o0 = {(1,00)},
0= {(1,0): 0 €(0,00), o # o0}

n 1<
(i, alY) = —3 In27r —nlno — ﬁz(Yi — ).
i=1
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. I , I 1 s
Z rovnice g— = 0 dostavame g— -0 + =3 S(Yi — p)? =0, gize

[o BN o o

n
sup I(u,olY)=—=In27r —nin
(1,7)€® 2

n n_1¢ , N

n

n n 1
sup (g, 0lY)=—=In2r — =—Inod — == (Y; —p)2
(p,0)€EQq 2 2 203 ;

Za platnosti nulovej hypotézy dostavame exaktné rozdelenie A(u, oo|Y):

Ny — )2 Ny — )2
)‘(N700|Y):_n|nw_n+wNQn_n_nm&,
nog 0o n

kde Qn ~ x2.
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Priklad 2. Majme nahodny vyber Y1, Y2, ....Yn, Yi ~ N(u,c?), pricom
i € (—o0, 00) nepozname ani o > 0 nepozname. Testujeme hypotézu

Ho : u= po,o = 0o > Ha : (1, 0) # (1o, 00).
Teraz
O = {(M?U) oo < p<00,0 € (0700)}a
©0 = {(10, 70)}, Oa ={(u,0): —00 < < o0,0 € (0,00), pt # o, 0 # oo}
a

n 1
[(p, oY) = —§|n27r —nino — ﬁZ(Yi — )2
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ol ol — 1 _
Z rovnic — =0, — =O0dostavame i =Y, 62==5" (Yi = Y)?
b jar " 90 | u-n stav K » 0= g >i—a(Yi )
ateda - )
n n, 1 o N
wpu%ﬂn:_imm—émHZ}m_y)_?
(1,0)€® —y

n n 1 <
sup I(p,0lY)=—=In27r — =Inos — == ) (Y — wo)?
(11,5)€60 2 2 203 ;

Za platnosti nulovej hypotézy dostavame exaktné rozdelenie A(uo, oo|Y):

" (Y- TP =Y (Y = o)

A(NJ07UO|Y) _ ZI:l( |2 ) —n-=nln Zl:l( |2 ) + ( 2#’0) ~
0'0 nO'O UO
~Qm4—n—anﬁ1+QL

kde Qn-1 ~ Xx2_;, Q1 ~ x4 a Qn_1, Q1 SU nezavislé.
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Priklad 3. Majme linearny regresny model Y = X3 + o€,
Y ~ Np(Xnk3,021),8 € R, o > 0, h(X) = k < n. Testujeme hypotézu

Ho : (/6,0) = (60700) = Ha : (570) # (/60300)'

Za platnosti nulovej hypotézy mozno odvodit (pozri [3]) exaktné rozdelenie
/\(/603 UO|Y):

ank
n

kde Qn_k ~ x2_y, Qk ~ xZ @ Qn_k, Qk SU nezavislé.

A(/B07O_O|Y) Nank —n—nln —‘,—Qk’
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Priklad 4. Uvazujme linearny zmieSany model s dvomi varian¢nymi
komponentami

Y =XhkB + O'AUqu) + o€,
03 >0, 02>0, n~Ng(0,Aqq), €~ (O 1), X,U aA sl zname matice, n, e
st nezavislé, h(X) = v. Inferencia o (0%, 0?) mdze byt zalozena na vhodne
transformovanom vektore Y = B, nY, prlcom Y ~ N(O, X),
¥ = 02BVB' + 02l = >._,(030 + 0?)Ei, V= UAU/, BVB’' = >, oiEi je
spektralny rozklad matice BVB’ s vlastnymi ¢islami gj, (01 > 02 > ... > o > 0)
a ich nasobky su v, Z{Zl v; = v. Oznacme kanonické parametre
0 = (020 +02)>0,i=1,2,...r, 6 = (61,...,6,), T =YEY, i =
1,2,..,r, T=(Ty,...,T;)". Testujeme hypotézu

Ho: 8 =09 3 Ha:0;£00.

Za platnosti nulovej hypotézy mozno odvodit (pozri [3]) exaktné rozdelenie
)\(eo‘T)Z

r

AG0,00T) ~ 3 (Qu = =i 2.

i=1 :
kde Q,, ~ x? sl navzajom nezavislé.
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¢

Trieda transformovanych ndhodnych veli
s Lambertovym W x Fgama rozdelenim

n

V kazdom z predchadzajucich prikladov sme sa stretli s ndhodnou veli¢inou
Y =(Q,—-¢c)—cln—, (4)

kde Q, ~ x2, ¢ > 0. Po Gprave

e = ot
c
Pri ozn%éeni & =U ~ Gama(y, =), v = —1 dostavame, ze
Z =e o = Ue Y patri do triedy nahodnych veli¢in s Lambertovym
W X Fgama rozdelenim a nahodna veli¢ina
Y =-c—-clnU+cU

je (vhodne) transformovana nahodna veli€ina s Lambertovym W x Fgama
rozdelenim.
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V d'alSom budeme skimat' triedu nahodnych velicin
Y =01 —0,InX + 63X, (5)

kde X je spojitd ndhodna veli€ina, ktord nadobuda nezaporné hodnoty a
zavisi od parametrov ¢, 6; € R, 6, > 0, 63 > 0. Jej distribucnud funkciu
oznatme Fy. Nadhodn4 veli€ina Y nadobuida reélne hodnoty y € (Ymin, 00),
kde Ymin = 01 + 02 — 021n (g—i) v bode xy,, = z—g, 0 < Xy,,, < oo. Aplikéaciou
Lambertovej W funkcie dostaneme explicitnd inverznua transformaciu funkcie
(5) a takto stanovime exaktnu distriblciu nahodnej premennej Y ak mame
distriblciu X. Distriblciu nahodnej veliginy Y oznagime LW% , Y ~ LW .
Ak x?(y) ax§(y) su dve rézne rieSenia rovnice y = 6, — 0, Inx + 63x, pricom
x?(y) je riesenie na intervale (0, Xy,,,) @ X (y) je rieSenie na intervale

(Xymin» 00) tak distribucné funkcia Y oznacena ako FLW;“% (-) v bode y sa rovna

Fnggﬂ (y) = Fng;ﬁ (x5(y)) - FLW}’,@ (xC(y))- (6)
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Konkrétne

—0 —0
x((y) = —G*ZWO (-938_%2 ) , XG(y) = _%Wfl (—Zze_ygz ) )

kde Wo(-) a W_;(-) su dve reélne vetvy multihodnotovej Lamberovej W
funkcie (z = W (z)eW®) (viac pozri napr. [1]). Poznamenavame, ze

(4
y)= W

0

9 Xg(y)
e R —X g

Osx(y) — 62" dy o)

~03x(y) — 62

& ®)
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Z (6) a (8) priamo dostdvame hustotu nahodnej premennej Y ~ LWf’Tﬁ:

x5 (y)

x((y)
f _ L
we (Y) Bsx0 (Y )X — 0

=LV 0
= g HEOD

kde f£,(-) je hustota ndhodnej veli¢iny X. Ak y;_,, je (1 — a)—kvantil nahodnej
veli¢iny Y, tak
Yi—a = FLT/\}Q (1 - Oé),
Fo

kde FEV\}G (+) je kvantilova funkcia nahodnej premennej Y .
Fo
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Distriblicia ndhodnej veli  €iny Y ~ LW% ak X ~ x2

PretoZe distribucnu funkciu F,- (-) nahodnej veliCiny s X ~ X2 vieme vyjadrit

pomocou nelplnej Gama funkcie '(n,a,b) = f;’t”—le—tdt, priamo zo vztahu
(6) dostadvame

Fung, ) = Fung_ ) = 5 (540 x60))

X

Pretoze hustota f,. (-) nahodnej veliCiny X ~ X2 je

fo(X) = s x e

251 (3)

priamo z (9) dostavame

1 ((xg(y))ée—;xf’m (Xg(y))ie—;x&y))
) :

e 2, x>0, fy3(x)=0,x<0,

f = o
we, )= 250y | o — oy b3x5(y) — 02
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Charakteristicka funkcia chfiwe (-) nahodnej veli€iny Y ~ LW£Z , e
x2 Xv
el (4 —iths)

o,

chfyws (1)=& (e™) =
et ") 251 () (4 — itd)

Momentova generujuca funkcia

mgfiwe , (t) = chfiwe i (it) pre t< 2 ! mm (91/2 913>

Kumulanty «j, j = 1,2,... nahodnej veli¢iny Y ~ LW % , dostaneme rozvojom
X%
logaritmu momentovej vytvarajlicej funkcie:

K1 =01 —602In2 + vl3 — 921/)(0) (%) ,

i . i . . ] i 174 .
Kj = 21_1r(] - 1)6J3 1(_102 + (] - 1)V93) + (_1)](9]2’(!}(J Y (5) , ] = 27 37 ceey

pricom (M(-) je polygamma funkcia m—tého radu (t.j. (m + 1)—va derivacia
logaritmu Gama funkcie).
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Takto dostavame strednd hodnotu nahodnej premennej Y
E(Y) = k1 =01 — 02102+ v — Opy)© (%) ’
rozptyl
D(Y) = kp = 203(—26; + v63) + 63 (%) 7
koeficient Sikmosti
K3 462 2(—362 + 2v63) 9§¢ (
wE o (205(—20, + vls) + 020D (5

a koeficient Spicatosti

)

o)
)’

K _ 1663(—46; + 3ubs) + 0303 (4)
K3 (293(—292 + v03) + 031 (%))2

Poznamenavame len, Ze pre ndhodnu veli¢ina Y dand v (4), ak X ~ 2, plati
Y ~LW% , kde 6 = (c(Inc —1),c,1)".
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Distribtcia nahodnej veli  &iny Y ~ LW% , ak 0 = (v(Inv—1),v,1)

Ustrednu rolu v Statistickych inferenciach zalozenych na pomere
vierohodnosti pre normalne rozdelené data hra rozdelenie nahodnej veliciny

— (0, — ) —uvin
Y =(Q, —v) Ulﬂ(y),
tedaY ~ LW} , kde 6 = (v(Inv —1),1,1).

Zakladné pravdepodobnostné charakteristiky nahodnej velic¢iny
Y ~LWE 0= (v(Inv—1),v,1):
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distribucna funkcia

e = [Fia PG G oo

r
e 0, ak x <0,

kde I'(a,0,x) = fg‘ ta-le~'dt, a > 0, x > 0 (neliplnd Gama funkcia), X, y je
rieSenie rovnice

y:—u|n§+x—u (10)

pre x € (0,v) a Xy, je rieSenie rovnice (10) pre x € (v, 00),

Gejza Wimmer, Viktor Witkovsky (MU SAV, UM SAV) ROBUST 2014 21/27



hustota

X1,y X2,y
X1y —V

| fle/ (X]_,y) + ‘Xz —, fX% (X27y)7 ak y > 07

0, aky <0,

JHYy) =

)

charakteristicka funkcia (chf)

v Chf(t) = r(g(g)yt) (%)m (1 _ Zit)ut—%7
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momentova generujlca funkcia (mgf)

, mgf (t) = r(rz(_)”t) (%)t (1-2t)""% 0<t< % (11)
2

pociatocné momenty

" (5) " (3)
2 2 2(1n v)2 20 \3 v
oy =V ==+ v5(In 3 2v—2v ==In3,
’ r(z) (n2) re) 2
an () (3)
ph =1v> VZ +13(In%)% —4v + 33 V2 In% — 3,3 1/2 (In %)%+
’ r(z) ? re) 2 r(g) " 2
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centralne momenty

kumulanty
R2 = _23

Kk = —v (ak 4 (—p)kt D) (%)) L ap =2, ag =2a_1(k-1) k = 3,4, ... .
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Poznamka. Po zdihavych vypo&toch sa da ukazat, e momentova
generujuca funkcia (11) konverguje pre v — oo k momentovej generujlcej
funkcii x2 rozdelenia, t.j. k funkcii (1 — 2t)~1/2. Nahodna veli¢ina

Y ~ LWJ‘?—_X2 , 0 = (v(Inv —1),v,1) konverguje v distriblcii k nAdhodnej veli€ine

s x2 rozdelenim.
Poznamka. Invertovanim testu pomerom vierohodnosti priamo dostaneme

realizaciu exaktnej simultannej (1 — a)—konfiden€nej oblasti pre parametre
modelu (2), ktora (oblast) je zaloZzena na funkcii vierohodnosti.
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