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Abstrakt

Snahy o modelovani velkych nahodnych vybér konc¢i ¢asto zjisténim, Ze neni
vhodné zadné rozdéleni, které by bylo znamé a analyticky schtidné.

Proto se k modelovani empirického rozdéleni ¢etnosti pouzivaji kone¢né smési
hustot, které 1ze vcelku jednoduse odhadnou pomoci EM-algoritmu.

Jednotlivé komponenty kone¢nych smési, ziskané naptiklad prostfednictvim
procedury mclust (kombinaci algoritm EM / BIC) v prostfedi R, mohou byt
chapany jako latentni shluky.

Vyvstava vSak otazka, nakolik mohou byt tyto komponenty skute¢né
povazovany za shluky a do jaké miry je prifazeni objekta do shluki
»objektivni“?

To souvisi s otazkou: ,,Do jaké miry jsou tyto shluky separované?“

Budeme tedy hledat pravidlo, podle kterého budeme schopni rozhodnout,

zda ur¢ita podmnozina (subpopulace), popsana rozdélenim ¢etnosti, je
shlukem.



Cile
prezentace jednoho z nastrojt shlukovani,

posouzeni miry separace,

aplikace na datové soubory nesouci informaci o finan¢nim
potencialu domacnosti.
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Uvod

Tento prispévek vychazi z potteb kvantitativniho hodnoceni
finan¢niho potencidlu obyvatelstva, tj. z potfeb aplikac¢nich, a
nema zadné teoretické ambice.

Znalost finan¢niho potencialu je jednim z vychozich boda pro

posuzovani Zivotni urovné, urovné socialniho zabezpeceni a socialni
spravedlivosti,

rozhodovani v oblasti hospodarské politiky,

planovani v oblasti statniho rozpoctu, predevsim pii tvorbé danové,
socialni a dichodové politiky,

planovani regionalniho rozvoje,

rozhodovani o alokaci dotaci vramci CR i vramci EU,

tvorbu legislativnich uprav v oblasti socialniho, zdravotnického,
dtichodového a danového systému

sledovani arovné a struktury vydaj, nakupnich umysla, schopnosti
splacet avéry a hypotéky,

rozhodovani podniki o alokaci vyrobnich prostfedki, vstupu na trh
apod.
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Datova zakladna

EU SILC (European Union - Statistics on Income and
Living Conditions) - (reprezentativni) vzorek dat
Rozsdhlé vybérové Setfeni, které je povinné pro vsechny
Clenské staty Evropské unie.
Jednotna metodika ve vsech zemich Unie zarucuyje
vzajemnou srovnatelnost ziskanych vysledkt napti¢ EU.
Soubory obsahuji:
prurezova data,
longitudinalni data.



ovni definic

potencialu

Aktualni (nominalni, resp. realna) hodnota celkovych
disponibilnich prijmt (v parité kupni sily), ktera zahrnuje:
prijmy z prace,
soukromé ptijmy z investic a pfevod vlastnictvi mezi
domdacnostmi,
socialni transfery ptijaté v hotovosti, véetné starobnich dichod.
V datovych souborech jsou k dispozici pouze informace tykajici se:
soucasného (resp. minulého) ptijmu,
struktury prijm.
Chybi informace ohledné:
ocekavaného budouciho ptijmu,
vycisleni majetku,
charakteru pfijmu apod.



Ukazka jadrov
ustoty p

Disponibilni pfijem [tis. K&]

200
|

RozlozZeni ekvivalizovanych hodnot ro¢nich pFijmi ¢eskych domacnosti v zavislosti ha

s/ Je

o

rijmu

zakladni vzdélani

600
|

500
|

400
|

300
|

100
|

Zeny

* pohlavi,
* dosazeném vzdélani.
plna c¢ara — domacnosti v ¢ele S muzem, prerusovand c¢dara — domacnosti V Cele Se Zenou.

Muzi

Disponibilni pfijem [tis. K&]

200
|

ch odhadu empirické

domacnosti

stfedoskolské vzdélani

600
|

500
|

400
|

300
|

100
|

Zeny

Muzi

Disponibilni pfijem [tis. K&]

200
|

vysokoskolské vzdélani

600
|

500
|

400
|

300
|

100
|

Zeny

MuZi




/”/—\u.

Shlukova analyza

Cilem shlukové analyzy je rozttidit (klasifikovat) objekty do
navzajem disjunktnich podmnozin - shluki (clusters).
Pristupy:
vzdalenostni / podobnostni (distance-based clustering) -
pevné shlukovdni - ptifazuje ke shlukim jednoznacné:
metoda k-means,
metody hierarchického shlukovdni (metody nejblizsich /
nejvzddlenéjsich sousedil)

modelovy (model-based clustering) - pravdépodobnostni
(bayesovské) shlukovdni - prifazuje pouze pravdépodobnosti
prislusnosti k jednotlivym (latentnim) shlukim
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Modelovy (bayesovsky) pristup

Do této kategorie se fadi smésové modely (mixture models)

konec¢né smési hustot (finite mixtures), zaloZzené na
aposteriornich pravdépodobnostech,

smési regresnich modela (mixtures of regression
models) ), zaloZzené na podminénych aposteriornich
pravdépodobnostech.

Bayesovské shlukovani patfi mezi nehierarchické postupy,
které vyZaduji , aby pocet shluki (komponent smési) byl
piedem urceny. K tomu slouzi:

expertni odhady

penalizovana informacni kritéria



Koneché smeési hustot

Hustota vicerozmérné nahodné veli¢iny X je konecnou
smési K hustot, pokud

kd ® < o > Eovmm ‘h
Kde P, pro k—l,...,ﬁ'azk_lpk = 1 Jsou vahy
(margindlni pravdépodobnosti) komponent,

w® = p " p 0 ., 0 je vektor nezndmych parametri.

(viz napf. McLachlan a Peel, 2000)



| I linearnic
(s pevnymi a nahodnymi efekty)

Konecné smési hustot 1ze jednoduse rozsifit na konecné
smési linearnich modelt (finite mixtures of linear
models - FMLM) nahrazenim nepodminéného rozdéleni
podminénym rozdélenim odezvy.

Hustota podminéného rozdéleni odezvy Y je ddna vztahem

: £ ; ¢
Y]x~fr(v|xz, ‘F‘m} = Zk_lﬂ,;ﬂfkﬁj(}’h’ﬂ Z, By, 0, Dy )

kde x a z jsou vektory prediktorti, které se vztahuji k fixnim a
ndhodnym efektiim

(H) _
b 4 = {ﬂ'-l-' ey L EE—1 s Bl-' g ﬂ]{_. Vs vnny Vs U4y wonny Oy Dj__. i D]{:}

je vektor odhadovanych parametri modelu.
(viz napt. Celeux a Laverone , 2005)



EM-algoritmus

Na principu bayesovského shlukovani pracuje znamy EM-
algoritmus (expectation-maximization), ktery je zalozen
na predpokladu smésového charakteru datovych soubord.

Shlukovani se provadi na zakladé odhadu parametrti
jednotlivych komponent smési prostfednictvim iterac¢ni
procedury, ktera nalezne lokalni maximum prislusné
vérohodnostni funkce. (viz Dempster, Laird a Rubin,

1977)

Pti shlukovani prostfednictvim smésovych modelti
nedocilime dokonalé separace objektti ¢i proménnych -
vzniklé shluky se ¢astecné nebo zcela prekryvaji
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LMM-AR MODEL VYVOJE LOGARITMU
PRIJIMU V JEDNOTLIVYCH KOMPONENTACH
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plikace smeési hustot
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~Zobrazeni pravdépodobnostniho

prirazeni objektu do komponent

/
1(3) 2(3)

Pravdépodobnosti piifazeni domacnosti do jednotlivych komponent
v trislozkové smési hustot
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Specifikace poctu shluku

Penalizovana informacni kritéria

Penalizace vnasi do modelu ,,pokutu” za zvySovani poctu parametr v
modelu - rst jeho slozitosti.

Akaikovo (Akaike information criterion — AIC, viz Akaike,
1974 ), které vychazi z konceptu informacni entropie:

AIC = 2m — 2In(maximized L)
kde m je pocet neznamych parametrti a maximized L je maximum
vérohodnostni funkce pro dany mode

Bayesovské (Bayesian information criterion — BIC, viz
Schwarz, 1978):

BIC = min(n) — 2In(maximized L)
kde m je pocet neznamych parametrti a n je pocet vSech pozorovani.
Kritéria pouze porovnavaji dvojice odhadnutych modelq, z
nichz jeden ma vzdy o slozku méné, nez druhy.
(viz Fraley a Raftery, 2003)
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Odhady poctu komponent

K odhadtim se ¢asto vyuziva procedura mclust (viz Fraley a Raftery,
2006), ktery je soucasti knihovny programu R.

Procedura mclust je kombinaci algoritmt EM / BIC. Zahrnuje
EM-algoritmus pro vicerozmérné normalni smési hustot a BIC odhad
poctu komponent.

BIC jako funkce poctu slozek:
Hodnoty kritéria BIC pro logaritmy
¢istych ro¢nich prijmia ceskych
domacnosti. (EU-SILC 2005 - 2007)
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Modely s ruznym poctem komponent

Tt1 slozkova smés

Sesti slozkova smés

Ctyt slozkova smés

Aplikace konec¢nych smési hustot na modelovani rozlozeni
logaritm cistych mési¢nich piijma ceskych domacnosti
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Problematika odhadu poctu komponent

Odhad casto prevysuje skute¢ny pocet shluki — potfeba slucovani.

Existuje celd fada sluc¢ovacich konceptt (pro normalni smési).
Piehled (v¢etné vlastnich navrht, odlisnych od navrha vyuZivajicich
zjistovani unimodality) uvadi napi. Hennig (2010).
Jedna se napt. o:
grafické diagnostiky unimodality a vyuziti hierarchického
slucovani (hierarchical methods) zalozeného na statistice dip

(viz Hartigan a Hartigan, 1985), tj. na hodnoté maxima diference mezi
empirickou distribu¢ni funkci a jednovrcholovou (unimodal) teoretickou
distribu¢ni funkci, kterd toto maximum minimalizuje (viz Tantrum,

Murua a Stuetzle, 2003)

hierarchické slu¢ovani (non-hierarchical methods) — napt.
tvorba smési normalnich smési,

metodu k-praméra (k-means) apod.
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Problematika odhadu poctu komponent

Existuje rovnéz explicitni vyraz pro miru vzdalenosti dvou
vicerozmérnych normalnich rozdéleni (viz Fukunaga,
1990), ktery zahrnuje determinant a inverzni matici ke kovarian¢ni
matici komponent. Jeho hodnotu vsak nelze presné odhadnout a
ziskané vysledky mohou byt (v pripadé témét singularnich matic)
vychylené.

Velké mnozstvi literatury se zabyva také metodami urceni
poctu shlukd.
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Index zameény

Polozme si otazku:

Mtzeme komponenty konec¢nych smési hustot pfijmd,
ziskané napft. prostrednictvim procedury mclust
(kombinaci algoritma EM/BIC) v prosttedi R povaZovat za
shluky?

Nasim cilem je najit pravidlo pro zjistovani, zda urcita
podmnozina dat ¢i subpopulace (popsana rozdélenim
¢etnosti) je, ¢i neni shlukem - index zamény pro
méreni separace a shlukovani.
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Index zameny
Méjme pro kazdou komponentu ur¢enou tfidu (spojitych)
rozdéleni a soubor téchto tfid nazvéme bdzi smési. (V béZném

smésovém modelu necht je baze tvofena kone¢nym poc¢tem
normalnich slozek.)

Jednotlivé baze pak generuji tfidy rozdéleni prostiednictvim
smiseni, pricemz margindlni pravdépodobnosti jsou zde v roli
souradnic.

Vyuzijme uivahu, Ze shluk by mél byt zietelné separovan od
jiného shluku a v ptipadé, Ze tomu tak je, pak pravdépodobnost
prifazeni urcitého pozorovani ke svému ,spravnému” shluku je
velka, byt s urcitosti nevime, do kterého shluku patfi (shluk je
latentni).

(Vice viz Hennigav koncept sluc¢ovani zaloZeny na primém odhadu
pravdépodobnosti nespravné klasifikace (Hennig, 2010).)
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Index zameény

Pro nase ucely budeme povazovat za shluk komponentu smési a
budeme ho charakterizovat dvojici (p,D), kde p je marginalni
pravdépodobnost (vaha shluku) a D je rozdéleni ¢etnosti (dané
hustotou).

Pro definici postaveni dvojic shluki je zasadni koncept zamény.

Pro komponenty A = (p,, D,) a B = (pg, D) bude tvorit index
zamény (confusion index) r,,; pravdépodobnost, Ze tyto dvé
komponenty jsou nespravné zvolené a dojde k zadméné.

Proces pfifazovani je dan Bayesovou vétou, kde p, a p; jsou
pravdépodobnosti jevll A, resp. B.

Dvé komponenty budeme povazovat za shluk, budou-li
jejich indexy zamény, r, ; arg, , mensi nez urcita pfedem
zvolena uroven (prah - threshold T).



/
Index zameny
Index zamény komponenty A za B reprezentuje

pravdépodobnost, Ze nahodné vybrané pozorovani x z B je
klasifikovano do A.

Klasifikacni pravidlo, tj. podminéna pravdépodobnost, Ze
libovolné pozorovani x z defini¢niho oboru hustot f, (f3)
pochazi z komponenty A, resp. B je definovano vztahem

- - Pafa ()
A pﬂfﬂ(I] + pe /5 (x)

(soudasné "y glag = 1 — 7, 41a5)
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Index zamény -

Jednotliva prifazeni mnoziny objekti (domacnosti ¢i jedinci) jsou
navzdjem nezdvisld a index zamény r, ; je tedy dan o¢ekavanou
pravdépodobnosti, Ze komponenté A bude pridélen nahodny
vybér z rozdéleni Dy, takze plati

- J. Pafalzx)fax) =
e Pafalx) + ppfa(x)
Analytické vyjadfeni neexistuje pro zadny netrividlni par
rozdéleni (s vyjimkou dvou rovhomérnych rozdéleni).

Lze vsak aproximovat s libovolnou presnosti jeho empirickou
verzi, pokud pouzijeme velky nahodny vybér z B a zprimérujeme
pravdépodobnosti ve vztahu pro r, 4 .

Za specifickych predpokladii 1ze index zamény aproximovat
matematicky prostfednictvim Taylorova rozvoje.
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Vlastnosti indexu

pro libovolny par p, a pp zavisi index zamény pouze na podilu
Pg/ Pa

index zamény neni symetricky, spliiuje vsak identitu

PrTalg — PaTpgla

prop, = pg je 'a/B = T'p/aA

Nasledujici graf zobrazuje indexy zamény (confusion
indexes) r,,; a ry,, jako funkce pravdépodobnostip,

A’ (B’) oznacuje komponentu 1 -p,, D, (1- pg, Dp)
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Smeés tri normalnich komponent

Density
0.2 0.3

0.1

0.0

A1 (p1 = 0,6; D1: N(0; 1)) Az (p2 = 0,333; D2: N(3; 0,5))
A3 (p3 = 0,067; D3: N(2; 0,1))
Vzhledem k tomu, Ze jednotlivé marginalni hustoty se vyrazné

prekryvaji, nemtizeme ani jednu komponentu povazovat za shluk,
a to i presto, Ze A1a A3 jsou od sebe pomérné daleko.



matice zamény (confusion matrix) / :

Hodnoceni pomoci indexu zameny

Pro dany prdh (threshold T) 1ze komponenty A a B povazovat za:

dostatec¢né separované, pokudr,z i g, <T
zaménitelne, pokud ryz 1 15, > T
komponenta A bude satelitem B, pokud ry < Targ,>T

(nutna podminka k tomu, aby komponenta A mohla byt satelitem B,
je platnost nerovnosti p, < pg)

Z analyzy provedené pro spojity interval o < T < 1 vyplyva, Ze pro:

T < 0,042 nebo T = 0,042 jsou vSechny komponenty zaménitelné
0,042 < T'< 0,106 je A3 satelitem A1 a ostatni pary jsou zaménitelné
0,106 < T'< 0,272 je A3 satelitem A1 a A2, ostatni jsou zaménitelné



matice zamény (confusion matrix) /
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Hodnoceni pomoci indexu zameny

Uplny seznam vsech teoretickych moZnosti v pfipadé libovolnych
komponent A, B, C:
pdrovda separace
pdrovad zdmeéna
A a Bjsou separované a C
je zaménitelnd s obéma
je zaménitelnd s jednou a separovana od druhé
je zameénitelnd s jednou a je satelitem druhé
je satelitem obéma
je satelitem jedné a je separovand od druhé
A je satelitem B a
B je satelitem C a A je satelitem C
B je satelitem C a A je zameénitelné s C
C je zameénitelné s obéma



matice zamény (confusion matrix) /

Agregace komponent a index zameény

Dostatecné separace mnoziny komponent 1ze mnohdy
docilit agregaci (slou¢enim) nékterych komponent.

Matici zamény (confusion matrix) slou¢enych komponent
vSak nelze ziskat z ptvodni matice zamény.

Nova (alternativni) definice shluku po agregaci vyzaduje, aby byl
shluk (cluster) dostate¢né separovan od sjednoceni vsech
ostatnich komponent.

(Definice je podobna parové separaci, neni vSak identicka.)
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Aplikace indexu zameny

Pro aplikaci byly pouzity longitudindlni datové soubory z Setieni
EU-SILC dvanacti vybranych zemi Evropy:

Rakousko, Belgie, Estonsko, Spanélsko, Finsko, Francie, Island, Italie,
Lucembursko, Norsko, Portugalsko, Svédsko

Matice zamény (confusion matrix) pro ¢tyfkomponentni smési
(hodnoty 1000 1)

Rakousko Belgie Estonsko

1000 124 G 1000 153 30 1000 162 g 0
310 1000 47 3 204 1000 R 39 1000 68 0
117 338 1000 17 37 288 1000 4 PR e (i 3
3 51 43 1000 0 3 17 1000 0 1 28 1000

Spanélsko Finsko Francie

1000 104 84 0 1000 314 63 1333 1%.’?53 ﬁlg ?]
323 1000 308 O g2 1000 194 6

192 228 1000 1) 14 167 1000 5::1) 16 227 1000 1
0 1 7 1000 1 20 177 1000 u 3 37 1000



Aplikace indexu zameény

Matice zamény (confusion matrix) pro ¢tyfkomponentni smési
(hodnoty 1000 1)

Island [talie [LLucembursko
1?33 1;53 123 g 1000 66 4 0 1000 208 g 0
17 1000 68 0 269 1000 51 0
100 218 1000 1 1 130 1000 1 63 202 1000 O
120 48 10 1000 0 i e 0 1 3 1000
Norsko Portugalsko Svédsko
109 1000 41 0 193 1000 eE 5 310 1000 89 7
12 159 1000 2 18 116 1000 0 16 227 1000 5
0 1 22 1000 216 24 1 1000 40 163 69 1000



Y 4 //
Vystedky aplikace -

Strukturu shlukt byla zkoumana na ¢tyfslozkovych modelech
logaritmu ekvivalizovanych prijmt domacnosti.

Ve vétSiné zemi byla identifikovana

velka (hlavni) komponenta, kterou lze charakterizovat jako skupinu
domacnosti s vysoce stabilnim pfijmem (malym rozptylem a
vysokou korelaci),

mensi, ale stale znacné pocetna komponenta zahrnuyjici
domadcnosti s ponékud méné stabilnim pfijmem,

jedna ¢i dvé komponenty s vysoce nestabilnim prijmem (velkym
rozptylem a malou korelaci).

Tyto dvé komponenty ziejmé obsahuji predevsim chyby a nesrovnalosti

v méfeni, protoZe nelze ocekavat, ze hodnoty ekvivalizovanych prijmi

domadcnosti se budou ménit z roku na rok tak vyrazné a ¢asto, jak je tomu
v téchto komponentach.

(Pro dalsi podrobnosti viz Barto$ova, 20013)
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