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Starovék
[ Xq, ooy Xn data
praméry
[ aritm., geom., harm.
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Novovéek
Model F a skorova funkce Vg

inferenc¢ni funkce:

nahodny vybér (x,

Xn) 2 F € Fp:
n

> (xi—p)=0
k=1
vlivova funkce:

n
Z VEe(Xk: 0) =0
k=1

W e(xk; 0) pro pevné k: relativni vliv pozorovaného x, na
odhadovanou charakteristiku vybéru
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2 typy skorovych funkci
Klasicka statistika:

Model Fy s hustotou f(x; 0)

0
V lasic(X; 0)

= 20 log f(x; 6)
Fisherova skoérova funkce
Robustni statistika:

'Struktura’ s parametry polohy a méritka

wrobust(x 7 U) = Ybounded (

X—p
ag
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Treti typ skorové funkce na R
m Zakladni identita

S 10g gy — ) =~ O gy — )
511099 — 1) = IV —#

aly
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Treti typ skorové funkce na R
m Zakladni identita

0 1 d
o logg(y — u) = _md_yg(y — )
- )
_ 9l
%) =~gy)
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Treti typ skorové funkce na R
m Zakladni identita
0

—-logg(y —p) =

—;ig(y — )
on gy —m oy F
gw)
S — IV
W) ="gy)
m S;(y) je charakteristikou rozdéleni
Pearson (1895) Typy rozdéleni Sg(y) =
Hampel et al. (1986)
Jureckova (2012)
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ay+b
T cy?tdy+v
Sg vlivova fce rozdéleni
skérova funkce rozdéleni
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Typy funkci s definicnim oborem redlna primka

typ funkce
NE  sinh(u)
NP u
ON e’ —1
NO 1-e¥
OO tanh(u/2)
R 2
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jako skérové funkce rozdeéleni

typ  Sg(u) g(uv) rozdéleni

NE &= 2K11(1)e—% i‘"+e_”) hyperbolic
NP u \/szre‘ éu“2 normal

ON e“—1 ele™¢ Gumbel ?

NO 1-—¢gU e lvege" extreme value
00 guz—jr] (1427)2 logistic

u
OR TP ) Cauchy

Sot) = ~ 29

u]

]
I
nl
it
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Parametrické skoérové funkce rozdéleni

m zobecnéni s podminkou Sg(u; a,v) =0

typ Sg(u; a,v) ~ g(u;a,v) rodina
NE 9(e“—ve Y)+p e‘%(e”1+‘;e_”) hyperbolic
NP u e 2Y normal
ON afe! —1) e*le~>¢"  gamma
NO a1 —eY) e “Ue—¢" extreme val.
U71 vau
OO a_e§+1/1/ [eu+1e/§,](1+u)a beta
u
OR 1—|C—¥u2 [(ETRE CaUChy
o = = = =
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Parametrické skoérové funkce rozdéleni

m zobecnéni s podminkou Sg(u; a,v) =0

typ Sg(u; a,v) ~ g(u;a,v) rodina
NE 9(e“—ve Y)+p e‘%(e”1+‘;e_”) hyperbolic
NP u e 2Y normal
ON afe! —1) e*le~>¢"  gamma
NO a1 —eY) e “Ue—¢" extreme val.

U71 vau
OO a_e§+1/1/ [eu+1e/§,](1+u)o< beta

u
OR : fug (R Cauchy

m
U= y—u
g
o = = = =
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Obecna parametricka skérova funkce rozdéleni na R

m Pro g(y;0) s nosicem R (Fabian, 2001)

SG(Y;Q):—ﬁd% (v:0)
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Obecna parametricka skérova funkce rozdéleni na R

m Pro g(y;0) s nosicem R (Fabian, 2001)

Sa(y:0) = —ﬁ%g(% 0)
m napr.
1 ey
WP = Bpg ety
Sa(yip.q) = (:]ee}/y-i_—1p

Sa(yip,q)=0 = y*=logZ
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Vlastnosti Sg(y; 0)

m momenty ESK(6) existuji
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Vlastnosti Sg(y; 0)
m momenty ESK(6) existuji

m a jsou jednoduchymi funkcemi 6

= obecna momentova metoda
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Vlastnosti Sg(y; 0)

m momenty ESK(6) existuji

m a jsou jednoduchymi funkcemi 6
= obecna momentova metoda

m 9(y) = g Sel) = 5P
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Vlastnosti Sg(y; 0)
m momenty ES&(0) = [ ©SK(0)f(y; 0 dy existuji

a jsou jednoduchymi funkcemi 6
= obecna momentova metoda
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Vlastnosti Sg(y; 0)

m momenty ES&(0) = [ ©SK(0)f(y; 0 dy existuji
a jsou jednoduchymi funkcemi 6
= obecna momentova metoda

m typicka hodnota: méd  y*: Sg(y;0) =0
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Vlastnosti Sg(y; 0)

m momenty ES&(0) = [ ©SK(0)f(y; 0 dy existuji
a jsou jednoduchymi funkcemi 6
= obecna momentova metoda

m typicka hodnota: méd  y*: Sg(y;0) =0

m variabilita rozdéleni (z analogie s Cramér-Rao vétou):

score variance .
2

W= —=
ESZ

kde ES% je Fisherova informace pro mod

normalni rozdéleni So(X; p,0) = =, x* =pw=o0
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ProC se to takhle ve statistice nedéla

m Funkce
f'(x)
f(x)

je pro rozdéleni F s nosicem X # R divna:

Sr(x) =

f(x) = e, X = (0, 00)
f(x) =1, X =(0,1)
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ProcC se to takhle ve statistice nedéla
m Funkce

Sr(x) = i

f(x)
je pro rozdéleni F s nosicem X # R divna:

f(x) = e,

X = (0,00)

X = (07 1)
m Napad: Skérova funkce rozdéleni na X # R existuje, ale je
dana jinym vzorcem, ktery zavisi na X
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Skorova funkce rozdéleni na X # R

® F manosic X
n: X — R je hladka rostouci funkce
Y~R G ’prototyp’, Sg

XnaX: X=n"YY),F=Gon

f(x) = g(n(x))n'(x)
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Skorova funkce rozdéleni na X # R
B F manosiC X
n: X — R je hladka rostouci funkce
Y~R G ’prototyp’, Sg
XnaX: X=n"YY),F=Gon

f(x) = g(n(x))n'(x)

Sr(x) = Sa(n(x))
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Skorova funkce rozdéleni na X # R

Dvé ekvivalentni vyjadreni:
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Véta: n je dano jednoznacné

m Pokud vzorec pro transformovanou hustotu

f(x) = g(n(x))n’(x)
ona

obsahuje Jacobian néjaké transformace z X na R, je to
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Véta: n je dano jednoznacné

m Pokud vzorec pro transformovanou hustotu

f(x) = g(n(x))n’(x)
ona

obsahuje Jacobian néjaké transformace z X na R, je to
m Priklady:

1
=—— _©
) V271 cos? x
(x) = —

1 2
—3 tan®x

]
 Vor1+x2

—Jarctan® x
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n je dano jednoznacné
m V ostatni pripadech to nejfrekventovanéjsi

n:(0,00) = R:n(x) = log x
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n je dano jednoznacné
m V ostatni pripadech to nejfrekventovanéjsi

n:(0,00) = R : n(x) = log x

m Exponencidlni f(x) = e /2 f(x) = [xf(x)]1

Zdenék Fabian Ustav informatiky AVCR Praha

Skorova funkce rozdeleni a mozné aplikace




n je dano jednoznacné

m V ostatni pripadech to nejfrekventovanéjsi
n:(0,00) = R:n(x) = log x

m Exponencidlni f(x) = e /2 f(x) = [xf(x)]1

|
T() = ~ 0] = 5 —
05 4
0.4 3
03 2 TF(X)
02 f(X) 1
0.1 0
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n je dano jednoznacné
v ostatni pfipadech to nejfrekventovangjsi
n:(0,00) = R:n(x) =log x

Exponencialni f(x) = 1e™*/2  f(x) = [xf(x)]1

Te() =~ o ] = 5 — 1

05 4
04 B 3
PN
03 ) 2 T
02 / ) 1
! fix)

01N e 0

0 A

o
[N
E-N
[
<)
S
o
N
~
)
©
ih 2

Qe
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Priklady
9(y) Se(y)
normal \/szﬂe_éyz y
extremevalue e Ye ¢’ 1-e/
Gumbel /e ® & —1
logistic Es g
f(x) Sk(x)
1 2
lognormal ﬁef?bg X logx
Fréchet Le1/x 1—-1/x
exponential 1 xe=* x—1
log-logistic X TP X1
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Rozdéleni na intervalu

m X = (0, 1) nejfrekventovangjsi n(x) = log 1%
Johnson Ug f(x)

— 1 _% |0g2 1£
T Verx(1—x) e

= Sp(x) = log %5
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Rozdéleni na intervalu
m X = (0, 1) nejfrekventovangjsi n(x) = log 1%

X
=

Johnson Ug f(x) = me_%log2 T Sp(x) = log %,

mX=(—7/2,7/2) n(x) =tanx

__1.d 2 o 2, f'(x)
Sk(x) = mﬁ[cos xf(x)] = sin2x — cos XF0)
Sk(x) f(x) 9\y) Sc(y)
1 —Ttan? x 1 A—)2
nx 2 —_— 2
ta Vccos? x Vor < y
: 1 —1/cos x 1 —/1+y2 y
sinx coos?x © 2K, (1) © S+
; o 2 1 qkx 1 1 pktan~'y  2y—k
sin2x — Kk cos= x 5 € & Ty T1y?
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t-score a Sr

m Pro parametricka rozdéleni

1 d 1
750 = myan (")

x*: Te(x; 0) = 0 a skérova funkce rozdéleni je

SF(x;0) = ' (x*) Te(x; 0)
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t-score a Sr
m Pro parametricka rozdéleni

TF(X'

1 d 1
0=~y as (700 :9)
x*: Te(x; 0) = 0 a skérova funkce rozdéleni je

Sr(x;0) =0/ (x*) Te(x; 0)
m Pro exponencialni f(x; ) =

1

Sr(xi7) = 1

T T
Zdengk Fabian Ustav informatiky AVCR Praha

zde je x* = 7 = n~'(u) a Sp(x; 7) je Fishertiv skor pro =
o = = =
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Weibull beta-prime




Vlastnosti S¢

K regularni f na X je Sg ur€ena jednoznacné
Skalarni funkce reflektujici vlastnosti rozdéleni

Typicka hodnota x* : Tg(x;6) =0 je x* = n~'(y*), y* obraz
modu G

Je-li 6 = (x*,...), je Sg(x;0) Fishertv skor pro x*

Sr rozdéleni s tézkymi chvosty omezena
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Co pfinasi Sg nového pro popis modelu
intervalu X

m A. Systematika rozdéleni: podle chovani Sk na koncich
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Co pfinasi Sg nového pro popis modelu
intervalu X

m A. Systematika rozdéleni: podle chovani Sk na koncich

m B. Nové numerické charakteristiky: x*, w?
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Co pfinasi Sg nového pro popis modelu
intervalu X

m A. Systematika rozdéleni: podle chovani Sk na koncich
m B. Nové numerické charakteristiky: x*, w?

m C. Nové funkce charakterizujici rozdéleni:

S2(x), S(x) = 22X
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Co pfinasi Sg nového pro popis modelu

m A. Systematika rozdéleni: podle chovani Sk na koncich
intervalu X

m B. Nové numerické charakteristiky: x*, w?
m C. Nové funkce charakterizujici rozdéleni:

dSe(x)

SE(x), Sp(x) = x|

m D. Vzdalenosti pravdépodobnostnich mér a metrika ve
vybérovém prostoru

D(P, Q) = Ep(Sp—Sg)? d(x1, x2) = |SF(x1) — SF(x2)]
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B. Numerické charakteristiky

m Poloha na ose x: tézisté

x*: SF(X)ZO
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B. Numerické charakteristiky

m Poloha na ose x: tézisté

x*: SF(X)ZO

[ ES,2_- (Fisherova) informace (pro x*)
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B. Numerické charakteristiky
m Poloha na ose x: téziste

x*: SF(X) =0
[ ES,2_- (Fisherova) informace (pro x*)
m Mira variability: score variance w? =

ES
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B. Numerické charakteristiky

m Poloha na ose x: tézisté

x*: SF(X):O

[ ES,Z_- (Fisherova) informace (pro x*)
m Mira variability: score variance w® = -

ESZ
F f(x) my X* s
Weibull °(X)ee=G’ (1) 7 722
m Pareto c/xct1 £ % %2
. —1 1
beta-prime B(;’ ) (X-T-F;)PW = e p(pﬁ;<37+ )
Fréchet c(r)re =’ r(1-1) 72/c2
o = = = =
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Variabilita pomoci w?

Rozdéleni s riznymi x* a tymz w? = 1

Weibull Deta-prime
05 ‘ ‘ 05 ‘ :
04 04
03 03
02 02
01 01
GO ? 4 G 8 10 O0 2 4 6 8 10
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Co pfinasi Sg nového pro statistiku
Malo dat:

m Nezname model, Cista data: neparametrické metody

Zdenék Fabian Ustav informatiky AVCR Praha

Skorova funkce rozdeleni a mozné aplikace




Co pfinasi Sg nového pro statistiku
Malo dat:

m Nezname model, Cista data: neparametrické metody
statistiky

m Nezname model, kontaminovana data: metody robustni
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Co pfinasi Sg nového pro statistiku
Malo dat:

m Nezname model, Cista data: neparametrické metody
statistiky

m Nezname model, kontaminovana data: metody robustni
statistiky

m Zname model, Cista data: parametrické metody klasické
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Co pfinasi Sg nového pro statistiku

Malo dat:
m Nezname model, Cista data: neparametrické metody

m Nezname model, kontaminovana data: metody robustni
statistiky

m Zname model, Cista data: parametrické metody klasické
statistiky

m Zname model, kontaminovana data: parametrické metody
zaloZené na skalarnim skéru
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Sr jako inferencni funkce pro bodové odhady

m Score moment rovnice

) 1 g K K

Osm: 2 SK(x;;0) = ESE(0) K
=

omezena

=1,...m
Estimator robustni pro vSechny parametry kdyz Sr je
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Sr jako inferencni funkce pro bodové odhady

m Score moment rovnice

) 1 g K K

Osm: > SE(xii0) = ESE(0) Kk
i=1

omezena

=1,...m
Estimator robustni pro vSechny parametry kdyz Sr je

m Vysledky pro rozdilné modely jdou porovnavat pomoci

&F = wr(9)
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Sr jako inferencni funkce pro bodové odhady

m Score moment rovnice

A~

1 4 Kk Kk
ISYE F);SF(X,,G)_ES,_—(G) k=1,...m

Estimator robustni pro vSechny parametry kdyz Sr je
omezena

m Vysledky pro rozdilné modely jdou porovnavat pomoci

K= xp(0), oF =wr(d)

m Konfidencni intervaly pro X* pomoci |Sr(xg5) — Se(Xg)|
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T&2igte: 3, Sr(xi 0) = 0

exponential
lognormal
Weibull

Pareto

beta-prime

Johnson

Y(F-1)=0

> log(x;/7) =0
> (xi/7)°=1) =0

>(1—x*/x;) =0
S =0

Slog (#53) =0

Zdenék Fabian Ustav informatiky AVCR Praha

F=X
=%
7= (S x0)V/e
X* = Xhp
. Tt
b=

u]
@
I
il
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X* a std(x*) Pareto

(60 = S5 Srbo)~(1-5)

kde x* = (c + 1)/c
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X* a std(x*) Pareto

*

fxic)= 5 Se(xio)~(1-5)
kde x* = (c+1)/c

Pareto x* Pareto std(x*)
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F s neomezenou Sk

Pro G(y — 1) z R (Huber, Ronchetti, 2007)

u pro x<u
P(x) =< Sg(x) pro U<x<v
v pro x>V

Nejde pro vektorovy parametr, ale jde pro Sg(x) pfi libovolném
X
v = X"+ r MADN(x)

F=09F(w=1)+0.1F(w = k)
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Weibull(3,2)

4 [ o ML o °
——H r=2

0 5 0 k15 0 5 0 k15
05 -
g
£04- o
5 E04
2 3
03 b
02
% 5 0 k1 0 5 0 k15
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B. Slozitéjsi ulohy

Kovarianéni koeficienty: rs = 37, Sx(xi; 0) Sy (y;;
Linearni regrese: ¢; = y; — (g + a1 X;)

1 n
— > SE(ei0) = min.
i=1

Skalarni skor casoveé rady {Sg(X:)}
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Korelacni koeficient

Weibull(1) MSE
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Weibull(1) TS
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Weibull beta-prime(f) Pareto
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Linearni regrese pro data z R, (beta-prime)

Data
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Linearni regrese pro data z R,

least-squares and robust regression
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Linearni regrese pro data z R,

beta-prime regression
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Yi=aopt+aiXj+e¢; a; =0.253gy=-25
gj ~ beta-prime

Weibull
method ay ay std(ay) std(a)
least-squares  0.25619 -1.51736 0.07274 1.04505
Huber 0.25104 -2.57570 0.01836 0.32221
score 0.250017 -2.39620 0.00223 0.28503
Pareto
Huber 0.24860 -1.94217 0.01525 0.30225
score 0.25031 -2.25081 0.00489 0.07948

Zdenék Fabian Ustav informatiky AVCR Praha

Skorova funkce rozdeleni a mozné aplikace



Skalarni skér Sg(X;) Casové fady X;

X,
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Odhad spektralni hustoty

Power spectra : AR(1) with beta-prime noise
T T T

0=05

Xt = 0.4X;_1 + Z with beta-prime noise with different w
Full line: Sg(X;), dashed line: log X;, dotted line: true
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Odhad spektralni hustoty

Power spectra : AR() with beta-prime noise Power spectra : AR (1) with beta-prime noise
T T T T T

Xt = 0.4X;_1 + Z; with beta-prime noise with different w
Full line: Sg(X;), dashed line: log X;, dotted line: normal Z;
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Statistické metody pfi kontaminaci znamého modelu

(X1,...,Xn) Z Fy
Ye(x; 0) je Sg(x; ) nebo jeji huberizovana verze
data jako latentni hodnoty (£ (x1,8), ..., YE(Xn, 8))
odhady 0, * = x*(p), ...
Upravena data pro dalSi operace

[¥F(X1; 6n), ... WF(Xn; On)]

novy model FZ ...

u]
]
I
nl
it
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Fabian Z.: Score function of distribution and revival of the
moment method (accepted in Communication in Statistics,
Theory-Method)

Dékuji za pozornost
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