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Konzistencia hibky funkii |

Funkcionalne data

X ~Pe P(C(]0,1])) a ndhodny vyber Xi,...,X, z P. UvaZujme
hibku funkcii nahodného vyberu vogi P (resp. P,)

D: C([0,1]) x 2(C([0,1])) = [0,1].
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Konzistencia hibky funkii |

Hibky pre funkcie

Tri zakladné typy hibok pre funkcie:
@ Pasové hibky (Lépez-Pintado, Romo (2009))
@ Integralne h fbky (Fraiman, Muniz (2001))
@ Infimélne h Ibky (Mosler, Polyakova (2013))
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Konzistencia hibky funkii |

ER VY

Lépez-Pintado, Romo (2009): pre J = 2,3, ...
J
BD”) (x;P) = —— 3 P(G(x) C B(X1,%s,--.,X)),
=2

kde G(x) je graf funkcie x a B (x1,Xz,...,Xj) je pas funkcii

—— 10% najhibsich
—— 10 % najmenej mbokych feii

Stanislav Nagy Konzistencia hibky funkcii |1



Konzistencia hibky funkii |

Integralne hibky

D1 (u;Q) =1—1]0.5—Fq(u)|
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Integralne hibky
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Integralne hibky

D1 (u;Q) =1—1]0.5—Fq(u)|
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Konzistencia hibky funkii |

Integralne hibky

Fraiman, Muniz (2001):

1

Dew (x;P):/ Dy (x(t); ) di.
J0O
RS
— 10 % najhibsich fcii
2 —— 10 % najmenej hlbokych fcii|
o‘o 0‘2 0‘.4 o‘s u‘s w‘o
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Konzistencia hibky funkii |

Infimalne hibky

Mosler, Polyakova (2013):

Dmp (X; P) = inf D1 (X(t); Pt) .
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Konzistencia hibky funkii |

Slaba a silna konzistencia

Hibka D je na mnozine S C C([0,1]) konzistentna
@ slabo rovnomerne ak

sup|D (x;Py) — D (x; P)| —— 0,
XES n—o

@ slabo univerzalne ak

sup |D (x;Py) — D (x; P)| —— 0 pre kazdé P € 2 (C([0,1])).
XES n—o
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Konzistencia hibky funkii |

Slaba a silna konzistencia

Hibka D je na mnozine S C C([0,1]) konzistentna
o rovhomerne ak

sup|D (x; P) — D (x; P)| = 0,
XES n—o

) univerzalne ak

sup|D (x; Py) — D (x; P)| == 0 pre kazdé P € 2(C([0,1])).
XES n—o
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Integralne hibky

Konzistencia integralnych hibok

Fraiman, Muniz (2001), Theorem 3.1:

Tvrdenie:

Nech pre X ~ P platia nasledujice podmienky:

@ existuje L > 0 tak, Ze trajektorie procesu X su skoro iste
L-Lipschitzovskeé,

@ existuje C > 0 tak, Ze pre kazdu u € C([0,1]) L-Lipschitzovsku a
kazdé € > 0 plati

ER({t €[0,1]: X(t) € [u(t);u(t) +Ce]})] < &/2.

Potom Dgy je rovnomerne konzistentna voc¢i P na mnozine
L-Lipschitzovskych funkcii.
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Integralne hibky

Konzistencia integralnych hibok: Dékaz

Dokaz: Fraiman a Munizova dokazuju rovnomernu konzistenciu

sup
xeLip

Si.
/ Fnt Ft (X(t)) dt n_)—w>07
z ¢oho okamzite plynie

sup |Dem (X; Pn) — Dem (X; P)| N

x€Lip, n—eo
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Integralne hibky

Dokazovanie konzistencie

Opakovane budeme pouzivat preu € R a Q € 2 (R) vztah

D1 (4;Q) = D1 (u; Qn)| =[1—]0.5—Fq (u)| = (1~ 0.5 = Fq, (u)])|
< |Fq (u) = Fq, (u)l- (+)
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Integralne hibky

Siln& konzistencia hibky

RozpiSme pomocou (x)

sup [Dem (X;P) —Dewm (x;Pn)[ = sup
x€Lip xeLip.

xeLip /0

< swp [ |Eur(x(0) = F (x(1))] d,

xeLip /0
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Integralne hibky

Siln& konzistencia hibky

RozpiSme pomocou (x)

sup |Dem (X;P) — Dem (x;Py)| = sup /.lDl(X(t);Pt)_Dl(x(t);Pn,t)dt

xeLip, xeLip, [/0

1
< sup [D1 (x(t); Pt) — D1 (x(t); Pay)| dt
xeLip /0

1
< sup [Fot (x(t)) — F (x(1))] dt,
xeLip /0

my ale mame iba

~—%O.

n—oo

sup
xeLip,

[ o) - R (xwy e
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Integralne hibky

Slaba konzistencia hibky

Podobne vd'aka (x) a Fubiniho vete (meratelnost Nagy et al. (2013))

1
E sup |D|:|\/| (X;P)—DFM (X;Pn)] < / E|:SUpFn_t(U)—Ft (U)‘ dt.
xeC([0,1]) /0 ueR

integrand konverguje pre kazdé t skoro iste k 0 (Glivenko-Cantelli) a
Drm je slabo univerzalne konzistentna
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Integralne hibky

Slaba konzistencia hibky

Podobne vd'aka (x) a Fubiniho vete (meratelnost Nagy et al. (2013))
-1
E sup |D|:|\/| (X;P)—DFM (X;Pn)‘ S / E|:SUpFn_t(U)—Ft (U)‘ dt.
xeC([0,1]) /0 ueR

integrand konverguje pre kazdé t skoro iste k 0 (Glivenko-Cantelli) a
Drm je slabo univerzalne konzistentna

Plati nieCo podobné aj v silnom zmysle?
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Integralne hibky

Konvergencia nahodnych procesov

Majme postupnost ndhodnych procesov

Xn = sup|Fn¢(u) —F (u)|: 2x[0,1] — R.
ueR

Vieme, ze Xn(.,t) =21 0 pre kazdé t € [0, 1], t..
n—o0

Xn(w,t) —— 0 pre kazdé w ¢ N¢, P(N;) = 0.
n—o0
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Integralne hibky

Konvergencia nahodnych procesov

Majme postupnost ndhodnych procesov

Xn = sup|Fn¢(u) —F (u)|: 2x[0,1] — R.
ueR

Vieme, ze Xn(.,t) =21 0 pre kazdé t € [0, 1], t..
n—oo
Xn(w,t) —— 0 pre kazdé w ¢ N¢, P(N;) = 0.
n—o0
Znamena to Xp(.,t) P=slg pre kazdé t € [0,1]? Tj. plati
n—soo

Xn(,t) —— O pre kazdét € [0,1] aw ¢ N,P(N) = 07?

n—sco
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Integralne hibky

Konvergencia nahodnych procesov

Majme postupnost ndhodnych procesov

Xn = sup|Fn¢(u) —F (u)|: 2x[0,1] — R.
ueR

Vieme, ze Xn(.,t) =21 0 pre kazdé t € [0, 1], t..
n—o0

Xn(w,t) —— 0 pre kazdé w ¢ N¢, P(N;) = 0.
n—o0

Znamena to Xp(.,t) P=slg pre kazdé t € [0,1]? Tj. plati
n—soo
Xn(,t) —— O pre kazdét € [0,1] aw ¢ N,P(N) = 07?

n—sco

zZrejme N C Uieo,1) Nt,  toho ale stale nevieme ukazat P(N) = 0!
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Integralne hibky

Konzistentna verzia procesu

Pre kazdy proces X, definujme )N(n ako

Xn(w,t) pre ¢ N,
0 pre @ € N;.

Xn (oo,t):{

Potom P (X, (.,t) = Xa(.,t)) = 1 pre kazdé t € [0,1], teda X, je
verziou procesu X, (Gikhman, Skorokhod [2]) takou, Ze
Xy (w,t) — 0 pre kazdé we Qat € [0,1].

n— oo

Zrejme teda

l ~
/ Xn(w,t)dt — 0 pre kazdé w € Q.
0 n—o0
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Integralne hibky

Stochasticka ekvivalencia verzii

Teraz mbézeme pre kazdi P-meratelnt mnoZinu B C 2 pisat

//Xnootdth //Xn(oth w)dt
:./o /Bf(n(w,‘t)dP(w)dt
'/;/O‘lf(n(w,t)dth(co),

./O‘lxn(.,t)dt =E U(:X”("t)dt

kde posledna rovnost plati P-skoro iste.

teda

7} /O.lf(n(.,t)dt
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Integralne hibky

Stochasticka ekvivalencia verzii

Teraz mbézeme pre kazdi P-meratelnt mnoZinu B C 2 pisat

//Xnootdth //Xn(oth w)dt
:./o /Bf(n(w,‘t)dP(w)dt
'/;/O‘lf(n(w,t)dth(co),

‘/0‘1Xn(.,t)dt =E {/O‘lxn(.,t)dt 7} - -/O.l;(n(.,t)dt

kde posledna rovnost plati P-skoro iste. Dostavame

teda

1
/ Xn(0,t)dt —— 0 pre P-skoro vietky w e Q.
0

n—o0
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Integralne hibky

Konzistencia integralnych hibok 2

Drwm je univerzalne konzistentna hibka na celom priestore C([0,1]).
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Infimalne hibky

Infimalne hibky
Mosler, Polyakova (2013):

Dmp (X; P) = inf D1 (X(t); Pt) .

te[0,1]

09 10

05
A

— 10 % najhibsich fcii
R —— 10 % najmenej hibokych fcif

0.0
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

Rozderme interval [0,1] pomocou postupnosti uj =273,j =0,1,....
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

Rozderme interval [0,1] pomocou postupnosti uj =273,j =0,1,....

T T
0 1
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

Definujme X (u;) ~ Unif ({0,277 ) nezavisle od seba pre kazdé j a X (0) = 0.

0
Wi
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

Definujme X (u;) ~ Unif ({0,277 ) nezavisle od seba pre kazdé j a X (0) = 0.

0
Wi
&

P
—
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

Dodefinujme X linearne , X ~ P€ P (C([0,1])).

5
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

Potitajme hibku funkcie x (t) = t /2.

0
T

Stanislav Nagy Konzistencia hibky funkcii |1



Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

infre(o,111 —10.5 — F(x(t))| > 0.75
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

infyc(0,171— 0.5 — Fnt(x(t))| = 0.5
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 1

Infimalna h Ibka nie je slabo univerzalne konzistentna.
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 2

Uvazujme nahodny vyber Wienerovych procesov na [0,1].
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 2

Pogitajme hibku funkcie x (t) = 0.

R\ s e
Ny A ;"“V
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 2
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok: Priklad 2

inftg(o_l] 1— ‘05 - Fﬂ.[ (X (t))| — 05
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnej hibky

Pouzime opat (x):

sup | inf Di(x(t);P)— inf Di(x(t);Pny)
xeC([0,1]) It€[0,1] te[0,1]

< sup  sup |D1(x(t);P) — D1 (x(t); Pay)|

xeC([0,1]) te[0,1]
< sup |Fng(x) — F(x)]

N te[0,1],xeR
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnej hibky

Pouzime opat (x):

sup | inf Di(x(t);P)— inf Di(x(t);Pny)
xeC([0,1]) It€[0,1] te[0,1]

< sup sup [Dg(x(t);P) —Da(x(t);Pny)|
xeC([0,1])te[0,1]

< sup |Fai(x) = F(x)]

N te[0,1],xeR

Potrebujeme rovnomerne obmedzit nespo cetnu kolekciu ecdf
procesov .
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Infimalne hibky

Rovnomerné Glivenkove-Cantelliho vety?

Kolekcia ecdf procesov je rovnomerne GC (napr. [6, Kapitola 2.8]), t.j.

sup P (sup sup |Fmt(x) — F(x)| > £> —>Oprekazdé € > 0.

te[0,1] m>nxeR
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Infimalne hibky

Rovnomerné Glivenkove-Cantelliho vety?

Kolekcia ecdf procesov je rovnomerne GC (napr. [6, Kapitola 2.8]), t.j.
sup P (sup sup |[Fmt(x) — F(x)| > £> —— 0 pre kazdé € > 0.
n—o0

te[0,1] m>nxeR

My ale potrebujeme ovela silnejSi vysledok

P{sup sup |Fmi(x)—Fi(x)] >¢€| — 0prekazdé e > 0.
m>ntc[0,1],xeR n—reo
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Infimalne hibky

Rovnomerné Glivenkove-Cantelliho vety?

Kolekcia ecdf procesov je rovnomerne GC (napr. [6, Kapitola 2.8]), t.j.

sup P (sup sup |Fmt(x) — F(x)| > £> —>Oprekazdé € > 0.

te[0,1] m>nxeR
My ale potrebujeme ovela silnejSi vysledok
P{sup sup |Fmi(x)—Fi(x)] >¢€| — 0prekazdé e > 0.
m>ntc[0,1],xeR n—reo

Vieme toto dokazat?
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Infimalne hibky

Uniformnéa Glivenkova-Cantelliho vlastnost ecdf procesu

Nech X ~ P € ?(C([0,1])) je zmesou P() a P(2) takych, ze:
© Trajektorie X; ~ P(1) skoro iste leZia v rovnako spojitej mnozine
funkcii a existuje K > 0 tak Ze pre v3etky t € [0,1] je
Xq(t) ~ Pt(l) € P (R) abs. spojité s hustotou obmedzenou K.
Q X, ~ P2 je koncentrovana v kone€norozmernom podpriestore
C([0,1]).

Potom

sup  [Fai(x) = Fe(x)| = 0.
te[0,1] xeR =2
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Infimalne hibky

Konzistencia infimalnych hibok

Ak P je rozdelenie ako v predchadzajlicom, potom je Dyp rovnomerne
konzistentna hibka vogi P na celom priestore € ([0,1]).
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Infimalne hibky

Ukézali sme, Ze:
@ integralne h fbky st vZdy silne univerzalne konzistentné , ale

@ infimalne h Ibky st konzistentné iba za istych predpokladov
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Infimalne hibky

Ukézali sme, Ze:
@ integralne h fbky st vZdy silne univerzalne konzistentné , ale

@ infimalne h Ibky st konzistentné iba za istych predpokladov

Do buducnosti:

@ Charakterizacia funkcionalov stochasticky ekvivalentnych s
kaZdou verziou nah. procesu

@ Funkcionélne uniformné Glivenkove-Cantelliho vety
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Infimalne hibky
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