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Poloprostorová hloubka

Motivace: charakteristika
”
odlehlosti“ (

”
centrality“).

Poloprostorová hloubka bodu x ∈ R1 vzhledem
k pravděpodobnostńı ḿı̌re P na R1 je definována vztahem

D(x ;P) = min (P(X ≤ x),P(X ≥ x)) , kde X ∼ P.

Poloprostorová hloubka bodu x ∈ Rm (d ∈ N) vzhledem
k pravděpodobnostńı ḿı̌re P na Rm je definována vztahem

D(x;P) = inf
u:‖u‖=1

D(uTx;P).

Ekvivalentně:

D(x;P) = inf
H
{P(H) : H uzavřený poloprostor v Rm : x ∈ H} .



Vlastnosti poloprostorové hloubky

Označme symbolem P ťŕıdu všech pravděpodobnostńıch rozděleńı
na Rd a PX rozděleńı náhodného vektoru X. Poloprostorová
hloubka má následuj́ıćı vlastnosti:

1. D(Ax + b;PAX+b) = D(x;PX) pro libovolný náhodný vektor
X na Rd , pozitivně definitńı matici A (d × d) a d–rozměrný
vektor b;

2. D(x;P) → 0 pro ‖x‖ → ∞ pro všechna P ∈ P;

3. D(θ;P) = supx∈Rd D(x;P) pro všechna P ∈ P s centrem v θ;

4. D(x;P) ≤ D(θ + α(x− θ),P) pro všechna α ∈ [0, 1]
a rozděleńı P ∈ P s nejhlubš́ım bodem θ.



Přehled hloubkových funkćı

Zhruba od p̌relomu 80. a 90. let zač́ıná být hlobka chápána jako
“libovolná” funkce poskytuj́ıćı uspǒrádáńı bodů podle jejich
centrality. Postupně bylo vymyšleno mnoho r̊uzných funkćı
hloubek. Začaly se vyv́ıjet inferenčńı metody založené na
uspǒrádáńı pomoćı hloubky.

I Half-space depth (poloprostorová hloubka)

I Simplicial depth (simplexová hloubka)

I L1 depth (=spatial depth)

I Zonoid depth

I Mahalanobis depth, projection depth, covex hull peeling
depth, likelihood depth, Oja depth, simplicial volume depth,
Lp–depth, majority depth, r̊uzná zobecněńı jako
regression depth, tangent depth, proximity graph data
measures



Jak využ́ıt hloubku v úloze klasifikace
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Klasifikace na základě maximálńı hloubky
(Maximal depth classifier):

d(x) = arg max
i=1,2

D(x; P̂i )



Klasifikace na základě maximálńı hloubky

I L1-hloubka – Jörnsten (2004), Hartikainen and Oja (2006),

I poloprostorová hloubka – Ghosh and Chaudhuri (2005)*.

I zonoidová hloubka (+Mahalan.) – Mosler and Hoberg (2006),

I projekčńı hloubka – Kosiorowski (2008), Hubert and Van der
Veeken (2010), Dutta and Ghosh (2009/2012)*



Vlastnosti klasifikátoru založeného na maximálńı hloubce
Klasifikátor založený na maximálńı hloubce je Bayesovsky
optimálńı za p̌redpokladu, že rozděleńı P1,P2

- jsou elipticky symetrická s hustotou klesaj́ıćı ze sťredu symetrie
- lǐśı se pouze parametrem polohy,
- maj́ı stejnou apriorńı pravděp.: π1 = π2 = 1/2
- použitá hloubka je afinně invariantńı.

Problém r̊uzných disperźı:
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P1 = N(0, σ2
1),

P2 = N(0, σ2
2),

0 < σ1 < σ2

Pro všechna x 6= 0 je
D(x ,P1) < D(x ,P2)



Schéma typické klasifikačńı procedury založené na hloubce

1. Jakou hloubku použ́ıt?
2. Jaký klasifikátor použ́ıt?
3. Jaké výhody může ḿıt použit́ı hloubky dat v klasifikaci
oproti běžným metodám?



Klasifikátory založené na hloubce

I Globálńı hloubka + Globálńı klasifikátor:

I Depth transvariation classifier (2008)
I DD-plot classifier (2010/2012)
I DDα- procedure (2012)

I Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor
I + jádrové odhady hustoty (2005)
I + k nejbližš́ıch sousedů (2011, 2012, 2013)

I Lokálńı hloubka + Globálńı/Lokálńı klasifikátor



Globálńı hloubka + Globálńı klasifikátor I

Billor et al. (2008)
depth transvariation classifier
(maximal central area classifier)

d(x) = arg max
i=1,2

P (D(Xi ;Pi ) ≤ D(x;Pi )) ,

d(x) = arg max
i=1,2

1

ni

ni∑
j=1

I
(
D(Xi ,j , P̂i ) ≤ D(x; P̂i )

)
+ Hubert and Van der Veeken (2010)



Globálńı hloubka + Globálńı klasifikátor II

Li, Cuesta-Albertos, Liu (2010/2012)
DD-plot classifier

D(x; P̂2) > k̂D(x; P̂1) =⇒ d(x) = 2

D(x; P̂2) < k̂D(x; P̂1) =⇒ d(x) = 1, (1)

kde k̂ je směrnice odděluj́ıćı p̌ŕımky odhadnutá minimalizaćı počtu
chybných zǎrazeńı bodů tréningové množiny:
k̂ = arg mink ∆̂(k), kde

∆̂(k) = π̂1
1

n1

n1∑
i=1

I[D(X1,i ;P̂2)>kD(X1,i ;P̂1)]
+π̂2

1

n2

n2∑
j=1

I[D(X2,j ;P̂2)<kD(X2,j ;P̂1)]
.



Globálńı hloubka + Globálńı klasifikátor II
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Globálńı hloubka + Globálńı klasifikátor III

Lange, Mosler, Mozharovskyi (2012)
DDα-classifier [

D(x, P̂1),D(x, P̂2)
]

z :=
[
D(x, P̂1),D(x, P̂2),D(x, P̂1) · D(x, P̂2),D(x, P̂1)

2,D(x, P̂2)
2
]

feature space ... Z = {zi , i = 1, . . . , n1 + n2}

separating surface:
aD(x, P̂1) + bD(x, P̂2) + cD(x, P̂1)D(x, P̂2) + dD(x, P̂1)

2 + eD(x, P̂2)
2 = 0



Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor I
Ghosh, Chaudhuri (2005) + jadrové odhady hustoty
Hustota elipticky symetrických rozděleńı:

f (x) = k · g(M(x)), kde M(x) je Mahalanobisova vzdálenost

0 1 2 3 4 5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

M(x)

g(
M

(x
))

Bayesovský klasifikátor:

d(x) = arg max
i=1,2

πiθi (D(x;Pi ))



Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor II

Paindaveine, Van Bever (2012) - kNN + symetrizace
(mimo schéma)
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Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor II
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Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor II

Paindaveine, Van Bever (2012) - kNN + symetrizace
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Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor II

Paindaveine, Van Bever (2012) - kNN + symetrizace
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Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor II

Paindaveine, Van Bever (2012) - kNN + symetrizace
(mimo schéma)
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Globálńı hloubka + Lokálńı klasifikátor III

k nejbližš́ıch sousedů podle hloubky
k-Depth-Nearest Neighbour Method (k-Depth-NN):
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Simulace I - dvě normálńı rozděleńı lǐśıćı se (jen) disperźı

P1 = Nd(0, I)

P2 = Nd(0, v I)

Bayes kNN k − Depth − NN
d v ERB ERC ERC - ERB ERM ERM - ERB

2 2.25 0.356 0.402 0.046 0.362 0.006

4 0.265 0.298 0.033 0.274 0.010

5 2.25 0.268 0.390 0.122 0.281 0.014

4 0.148 0.268 0.120 0.156 0.008

10 2.25 0.186 0.408 0.222 0.192 0.006

4 0.065 0.313 0.248 0.074 0.009

Chybovost: Average misclassification rates (ER)
Tři klasifikátory: Bayes (index B), kNN (index C) a k-Depth-NN (index M)
Symboly: d . . . dimenze, v . . . rozptyl.



Simulace II - sešikmená normálńı rozděleńı
Skewed-normal distributions: Azzalini and Dalla Valle (1996)

Average Misclassification Rate

Bayes : 32, 3%

kNN : 36, 4%

k-Depth-NN : 42, 8%
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Lokálńı hloubka + Globálńı/Lokálńı klasifikátor

Dutta, Ghosh a Chaudhuri dokázali:

Mějme rozděleńı na Rm s hustotou f ve tvaru f (x) = φ(‖x‖p),
kde φ je nějaká klesaj́ıćı funkce.
Levelsety poloprostorové hloubky odpov́ıdaj́ı levelset̊um hustoty
právě tehdy, když p = 2.



Lokálńı hloubka + Globálńı/Lokálńı klasifikátor

I vážená poloprostorová hloubka + maximal depth classifier
Hlubinka, Vencalek (2013)

I lokálńı prostorová hloubka + generalized additive models
Dutta, Ghosh and Chaudhuri (2012)



Vzpoḿınka na minulý zimńı Robust v Kráĺıkách
aneb kdeže loňské sněhy jsou ...

Kráĺıky 2010



http://artax.karlin.mff.cuni.cz/∼venco2am/hloubka.html
http://artax.karlin.mff.cuni.cz/∼venco2am/DataDepth.html

ondrej.vencalek@upol.cz

Onďrej Vencálek
Katedra matematické analýzy a aplikaćı matematiky,
Př́ırodovědecká Fakulta Univerzity Palackého v Olomouci,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc, Czech Republic
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I Billor, N., et al. Classification based on depth transvariations. Journal
of Classification, 2008, vol. 25, pp. 249 – 260.

I Li, J., Cuesta-Albertos, J. A., Liu, R. DD-classifier: nonparametric
classification procedure based on DD-plot. JASA, 2012, Vol. 107,
No. 498, pp. 737 – 753.

I Lange, T., Mosler, K. and Mozharovskyi, P. Fast nonparametric
classification based on data depth. Statistical Papers, 2012, pp. 1 – 21.
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