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Poloprostorova hloubka

Motivace: charakteristika , odlehlosti” (,, centrality ).
Poloprostorova hloubka bodu x € R! vzhledem
k pravdépodobnostni mite P na R! je definovana vztahem

D(x; P) = min(P(X < x),P(X > x)),kde X ~ P.

Poloprostorova hloubka bodu x € R (d € N) vzhledem
k pravdépodobnostni mite P na R™ je definovana vztahem

D(x;P)= inf D(u'x;P).

u:[jul|=1
Ekvivalentné:

D(x; P) = i]rgﬂf {P(H) : H uzavieny poloprostor v R" : x € H}.



Vlastnosti poloprostorové hloubky

Ozna&me symbolem P t¥idu viech pravdépodobnostnich rozdéleni
na R? a Px rozd&leni ndhodného vektoru X. Poloprostorova
hloubka ma nasledujici vlastnosti:

1. D(Ax+ b; Pax+b) = D(x; Px) pro libovolny ndhodny vektor
X na RY, pozitivné definitni matici A (d x d) a d-rozmérny
vektor b;

2. D(x; P) — 0 pro ||x|| — oo pro v8echna P € P;

3. D(0; P) = supycrd D(x; P) pro viechna P € P s centrem v 6,

4. D(x; P) < D(0 + a(x — ), P) pro viechna « € [0, 1]

a rozdéleni P € P s nejhlubS$im bodem 6.



Ptehled hloubkovych funkci

Zhruba od pfelomu 80. a 90. let zadind byt hlobka chapana jako
“libovolnd” funkce poskytujici usporadani bodi podle jejich
centrality. Postupné bylo vymys$leno mnoho riiznych funkci
hloubek. Za&aly se vyvijet inferenéni metody zaloZené na
usporadani pomoci hloubky.

Half-space depth (poloprostorova hloubka)
Simplicial depth (simplexova hloubka)

L; depth (=spatial depth)

Zonoid depth

Mahalanobis depth, projection depth, covex hull peeling
depth, likelihood depth, Oja depth, simplicial volume depth,
LP—depth, majority depth, riiznd zobecnéni jako

regression depth, tangent depth, proximity graph data
measures
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Jak vyuzit hloubku v dloze klasifikace
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Klasifikace na zdkladé maximalni hloubky
(Maximal depth classifier):

d(x) = arg max D(x; 1)



Klasifikace na zakladé maximalni hloubky

» Li-hloubka — Jornsten (2004), Hartikainen and Oja (2006),
» poloprostorovd hloubka — Ghosh and Chaudhuri (2005)*.
» zonoidovd hloubka (+Mahalan.) — Mosler and Hoberg (2006),

» projekeni hloubka — Kosiorowski (2008), Hubert and Van der
Veeken (2010), Dutta and Ghosh (2009/2012)*



Vlastnosti klasifikatoru zaloZeného na maximalni hloubce

Klasifikator zaloZeny na maximalni hloubce je Bayesovsky
optimalni za ptedpokladu, Ze rozdéleni Py, P»

- jsou elipticky symetrickad s hustotou klesajici ze stfedu symetrie
- lisi se pouze parametrem polohy,

- maji stejnou apriorni pravd&p.: m = mp = 1/2

- pouzitad hloubka je afinné invariantni.

Problém raznych disperzi:

21 Py = N(0,0%),
@ P2 - N((LO’%),
O0<o1 <o

density(x)
0.2

i Pro v8echna x # 0 je
D(X7 Pl) < D(X, P2)
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Schéma typické klasifikaéni procedury zaloZené na hloubce

R™ [0.1]* {1.23

depth O classitier @

D(x.TS) d0)

1. Jakou hloubku pouZit?

2. Jaky klasifikator pouzit?

3. Jaké vyhody mize mit pouziti hloubky dat v klasifikaci
oproti b&Znym metoddm?



Klasifikatory zaloZené na hloubce

» Globalni hloubka + Globalni klasifikator:

» Depth transvariation classifier (2008)
» DD-plot classifier (2010/2012)
» DDa- procedure (2012)
» Globalni hloubka + Lokalni klasifikator
» + jadrové odhady hustoty (2005)
» + k nejbliz8ich sousedii (2011, 2012, 2013)

» Lokalni hloubka + Globalni/Lokaln{ klasifikator



Globalni hloubka + Globalni klasifikdtor |

Billor et al. (2008)
depth transvariation classifier
(maximal central area classifier)

d(x) = arg max P (D(Xj; P;) < D(x; Py))

d(x) = arg Im;iné e ZI ( ijs Pi) < D(x; f’,))

+ Hubert and Van der Veeeken (2010)



GlobalIni hloubka + Globalni klasifikator I

Li, Cuesta-Albertos, Liu (2010/2012)
DD-plot classifier

D(x; P,) > kD(x; P1) = d(x)

2
D(x; P,) < kD(x; P) = d(x)=1

(1)

kde k je smérnice oddé&lujici pfimky odhadnutd minimalizaci poctu
chybnych zafazeni bodi tréningové mnoZiny:
k = arg miny A(k) kde

ni n2
~ 1

Alk)=m D D(ke B2y KD (K iP) TT2 Z [D(Xa,jiP2)<kD(Xz,;:P)]*
i=1 _]—1



GlobalIni hloubka + Globalni klasifikator I
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Vlevo: Py = N ((=1,0)7,1), P, = N ((1,0)7,1)
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Globalni hloubka + Globalni klasifikator IlI

Lange, Mosler, Mozharovskyi (2012)
DDa-classifier

feature space ... Z={z;,i=1,...,n + n}

. . sepa[ating syrface: R .
aD(x, P1) + bD(x, P2) + c¢D(x, P1)D(x, P2) + dD(x, P1)? + eD(x, P,)* = 0



Globalni hloubka + Lokalni klasifikator |

Ghosh, Chaudhuri (2005) + jadrové odhady hustoty
Hustota elipticky symetrickych rozdéleni:

f(x) =k-g(M(x)), kde M(x) je Mahalanobisova vzdalenost

9(M(x))
00 02 04 06 08 10

M(x)

Bayesovsky klasifikdtor:

d(x) = arg max mi0; (D(x; P;))

1=1,



Globalni hloubka + Lokalni klasifikator I

Paindaveine, Van Bever (2012) - kNN + symetrizace
(mimo schéma)




Globalni hloubka + Lokalni klasifikator I
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Globalni hloubka + Lokalni klasifikator I
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Globalni hloubka + Lokalni klasifikator I

Paindaveine, Van Bever (2012) - kNN + symetrizace
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Globalni hloubka + Lokalni klasifikator I

Paindaveine, Van Bever (2012) - kNN + symetrizace
(mimo schéma)
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Globalni hloubka + Lokalni klasifikator IlI

k nejblizsich sousedli podle hloubky
k-Depth-Nearest Neighbour Method (k-Depth-NN):

Original data — kNN DD-plot
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Simulace | - dvé& normalni rozdélenf lisici se (jen) disperzi

Pl = Nd(oal)
P, = Ng(0,vl)

Bayes kNN k — Depth — NN
v ERp ERc ERc - ERg ERy ERy - ERg
2 | 225 0.356 0.402 0.046 0.362 0.006

4 0.265 0.298 0.033 0.274 0.010

5 | 2.25 0.268 0.390 0.122 0.281 0.014

4 0.148 0.268 0.120 0.156 0.008
10 | 2.25 0.186 0.408 0.222 0.192 0.006

4 0.065 0.313 0.248 0.074 0.009

Chybovost: Average misclassification rates (ER)
T¥i klasifikatory: Bayes (index B), kNN (index C) a k-Depth-NN (index M)
Symboly: d... dimenze, v ... rozptyl.



Simulace Il - seSikmena normalni rozdélen{
Skewed-normal distributions: Azzalini and Dalla Valle (1996)

Example 1 - levelsets of density Example 1 - Bayes classifier

Average Misclassification Rate

Bayes : 32,3%
kNN : 36,4%
k-Depth-NN : 42,8%



Kde je problém?
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Lokalni hloubka + Globdlni/Lokalni klasifikator

Dutta, Ghosh a Chaudhuri dokazali:

Mg&jme rozdéleni na R s hustotou f ve tvaru f(x) = ¢(||x[|,),
kde ¢ je néjaka klesajici funkce.

Levelsety poloprostorové hloubky odpovidaji levelsetim hustoty
pravé tehdy, kdyz p = 2.



Lokalni hloubka + Globdlni/Lokalni klasifikator

» vaZena poloprostorovd hloubka + maximal depth classifier
Hlubinka, Vencalek (2013)

» lokalni prostorova hloubka + generalized additive models
Dutta, Ghosh and Chaudhuri (2012)



Vzpominka na minuly zimni Robust v Kralikdch
aneb kdeze loriské snéhy jsou ...
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http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~venco2am/hloubka.html
http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~venco2am/DataDepth.html

ondrej.vencalek@upol.cz

Ond¥ej Vencalek

Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky,
P¥irodové&deckd Fakulta Univerzity Palackého v Olomouci,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc, Czech Republic
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