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Jiřı́ Dvořák
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Bodové procesy – regularita vs. shlukovánı́
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Bodové procesy – stacionárnı́ vs. nestacionárnı́

Stacionarni Poissonuv process
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Nestacionarni Poissonuv proces
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Bodové procesy – prostorové vs. časoprostorové
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Stacionárnı́ shot-noise Coxův b.p.

Λ(u, t) =
∑

(r ,v ,s)∈Φ

r k(v − u, s − t), (u, t) ∈ R2 × R

Φ je poissonovská mı́ra na R+ × R2 × R, k vyhlazovacı́ jádro
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Netacionárnı́ shot-noise Coxův b.p.

nehomogenita nezávislým ztenčenı́m stacionárnı́ho
procesu

0 ≤ f ≤ 1 . . . „funkce nehomogenity“

každý bod (u, t) stacionárnı́ho procesu zachován s pstı́
f (u, t), nezávisle na ostatnı́ch bodech

f může záviset na vektoru kovariát z(u, t)
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Značenı́ a parametrizace modelu

X . . . ztenčený (nestacionárnı́) časoprostorový proces

λ . . . jeho funkce intenzity (1. řádu)

W × T . . . pozorovacı́ okno, |W | > 0, |T | > 0

k . . . pravděpodobnostnı́ jádro

maxW×T f = 1

β . . . (vektorový) parametr funkce nehomogenity f (·;β)

ψ . . . (vektorový) parametr vyhlazovacı́ho jádra k(·, ·;ψ)

θ . . . (vektorový) parametr poissonovské báze Φ
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λ . . . jeho funkce intenzity (1. řádu)
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Vı́cekrokový odhad parametrů

1 odhad parametrů nehomogenity β maximalizacı́
poissonovské věrohodnostnı́ funkce

2 odhad interakčnı́ch parametrů ψ pomocı́ minimálnı́ho
kontrastu na časoprostorovou K -funkci

3 odhad θ dopočı́tánı́m z předchozı́ch odhadů a celkové
intenzity procesu
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1 odhad parametrů nehomogenity β maximalizacı́
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Druhý krok – metoda minimálnı́ho kontrastu

ψ̂ = arg min
∫ rmax

rmin

∫ tmax

tmin

(K̂ (r , t)q − K (r , t ;ψ)q)2 dt dr

K̂ (r , t) =

1
|W × T |

6=∑
(ui ,ti ),(uj ,tj )∈W×T

I(
∥∥ui − uj

∥∥ ≤ r , |ti − tj | ≤ t)

w1(ui ,uj)w2(ti , tj)λ̂(ui , ti ; β̂)λ̂(uj , tj ; β̂)

q . . . exponent stabilizujı́cı́ rozptyl, typicky q = 1/2 nebo 1/4

Problémy: stabilita odhadu K̂ , náročná optimalizačnı́ úloha
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Možné řešenı́ – snı́ženı́ dimenzionality

Prostorová projekce: Xspace = {u : (u, t) ∈ X , t ∈ T}

Časová projekce: Xtime = {t : (u, t) ∈ X ,u ∈W}
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Dodatečné předpoklady – separabilita

f (u, t ;β) = f1(u;β)f2(t ;β),u ∈W , t ∈ T

k(w , τ ;ψ) = k1(w ;ψ1)k2(τ ;ψ2),w ∈ R2, τ ∈ R

Pak můžeme zavést Kspace,Ktime a použı́t je k odhadu.

Problémy: překrývánı́ shluků, těžké odhadnout časový
interakčnı́ parametr ψ2
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Vylepšená metoda

Cı́l: vyhnout se projekci do časové domény.

Mı́sto odhadu ψ2 z Ktime:
zvolit prostorový dosah R > 0

odhadnout K̂ (R, t) jako funkci t
použı́t k odhadu ψ2 min. kontrast na K (R, ·)

Odhady ostatnı́ch parametrů jako dřı́ve.

Výhoda: nedocházı́ k překrývánı́ shluků, zlepšenı́ odhadů ψ2, θ.
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Mı́sto odhadu ψ2 z Ktime:
zvolit prostorový dosah R > 0

odhadnout K̂ (R, t) jako funkci t
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Mı́sto odhadu ψ2 z Ktime:
zvolit prostorový dosah R > 0
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Vylepšená metoda – reformulace a asymptotika

Uvažme posloupnost kompaktnı́ch pozorovacı́ch oken
Wn × Tn ↗ R2 × R. Zaměřı́me se na odhady β, ψ1, ψ2.

(β̂n, ψ̂1,n, ψ̂2,n) jako řešenı́ odhadovacı́ rovnice

Un(β, ψ1, ψ2) = (Un,1(β),Un,2(β, ψ1),Un,3(β, ψ2) = 0,

kde
Un,1(β) je poissonovská skórová funkce, závisı́ na
X ∩ (Wn × Tn)

Un,2(β, ψ1) je derivace kritéria min. kontrastu podle ψ1,
závisı́ na Xspace ∩Wn, tedy X ∩ (Wn × T )

Un,3(β, ψ2) je derivace kritéria min. kontrastu podle ψ2,
závisı́ na X ∩ (Wn × Tn)
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Uvažme posloupnost kompaktnı́ch pozorovacı́ch oken
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Un,2(β, ψ1) je derivace kritéria min. kontrastu podle ψ1,
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Wn × Tn ↗ R2 × R. Zaměřı́me se na odhady β, ψ1, ψ2.

(β̂n, ψ̂1,n, ψ̂2,n) jako řešenı́ odhadovacı́ rovnice
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Asymptotika – poznámky

pokud pro definici Xspace,n použijeme Tn, pomocı́
charakteristik 2. řádu nebude Xspace,n rozeznatelný od
Poissonova procesu⇒ nutno použı́vat Xspace s pevným T

množstvı́ dat neroste pro všechna Un,i stejně⇒ potřeba
normovat pomocı́ |Wn × Tn|, resp. |Wn|

komplikace při formulaci as. vlastnostı́ – bud’
degenerované rozptylové matice nebo (ne)stejnoměrná
integrovatelnost
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Přı́klad – konzistenčnı́ věta

Při splněnı́ patřičných předpokladů existuje posloupnost{
(β̂n, ψ̂1,n, ψ̂2,n)

}
n≥1

tak, že

Un(β̂n, ψ̂1,n, ψ̂2,n) = 0

s pstı́ jdoucı́ k 1 a vektor

Ln =


|Wn × Tn|1/2(β̂n − β∗)

|Wn|1/2(ψ̂1,n − ψ∗1)

|Wn × Tn|1/2(ψ̂2,n − ψ∗2)


je omezený v psti, tedy

∀ε > 0 ∃δ > 0 : P(‖Ln‖ > δ) ≤ ε pro dostatečně velké n.
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