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Uvod

Homoskedasticita je ¢asto predpokladdna pf¥i klasické analyze linedrniho
modelu.
Heteroskedasticita:

@ MiiZeme testovat jeji pfitomnost p¥ed statistickou inferenci.

o Najit pFistup, ktery je invariantni vii¢i heteroskedasticité.
Cil:

o Testy o regresi za p¥itomnosti rudivé heteroskedasticity.

@ Testy homoskedasticity za pfitomnosti rusivé regrese.

Oba typy testil jsou zaloZeny na vhodnych ancildrnich statistikach, nenf
tedy nutné odhadovat rusivé parametry modelu.
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N \ .
Historie

@ Linedrni model s moZnou heteroskedasticitou
T .
Yi=0o+x; B+oiU, i=1,...,n

@ PoZadavky na znalost struktury o; — mnoho modeld.

o Testy heteroskedasticity: Breusch and Pagan (1979), Carroll and
Ruppert (1981), Koenker and Bassett (1982), Dette and Munk
(1999).

o Potadové testy: Akritas and Albers (1993), Gutenbrunner (1994).

@ Odhady parametri: Dixon and McKean (1996).
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Model

Y,-:@’O+xl.Tﬁ+exp{z,-T’y}U;, i=1,...,n,
5OER3 /BEva 76R‘77

@ X, je p-rozmérny vektor regresor(.
@ z; je g-rozmérny vektor regresord.

@ U; jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny s distribu¢ni funkci F, resp. absolutn&
spojitou hustotou 7 a kone&nymi nenulovymi Fisherovymi
informacemi vzhledem k posunuti i mé¥Fitku.

H; : v =0, proti alternativé Kj:~ #0,
H, : 3 =0, proti alternativé K, : 3 #0.
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Test Hy

Za H; : v = 0 mame model

Yi=Bo+x/ B+ U, i=1,...,n.
Zkonstruujeme vektor regresnich potadovych skéri
a(a) = (dn1(), ..., 4n0.0(a)) ", optimaIni Yegeni dGlohy linedrniho
programovani:

a,(a) =argmax{Y a|X:Ta=(1-a)X:"1,,ac[0,1]"}, 0<a<l,

kde Yo = (Yi,...,¥)) .1, =(1,....,1)T €R" a
Xo=(X1,...,%,) ", X:=(1,X%,).
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Regresni kvantily

Koenker and Bassett (1978) zobecnili pojem kvantilu pro linedrni regresni
model, a-regresni kvantil:

B,(er) = argmin {Z pa (Yi—xiTt) te RP“} :
i=1

kde pa(x) = |x|- (al{x > 0} + (1 — )I{x < 0}).
Koenker and Bassett (1978): 3, («) Ize potitat jako komponentu 3
optimélniho ¥eSeni (3, r",r~) dlohy linedrniho programovani

min ol rm + (1 —a)l) ¢
vzhledem k
X:B+rt—r =Y,
(B,rt,r7) e R X RY,

kde Y, = (Y1,...,Yn) ,1,=(1,...,1)T €R"a
Xo=(x1,..,%) ", X:=(1,,X%X,).
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Regresni poradové skory

Regresni kvantily — tloha linedrniho programovani:
min ol rt + (1 —a)l)r
vzhledem k

X:B+rt—r =Y,
— 1 2n
(B,rt,r7) e RPFE xR

Vektor regresnich pofadovych skérd a,(«) je optimalnim ¥eZenim dudlnf
tlohy:

a,(a) =argmax{Y a|X:Ta=(1-a)X:"1,,ac[0,1]"}, 0<a<l.

Kli¢ova vlastnost: a,(«) je invariantni vii regresi X*, t.j. a,(«) se
nezmé&ni pokud misto Y, pozorujeme Y, + X*& pro viechna § € RP*1,
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Testova statistika

@ Zvolime funkci ¢ : (0,1) — R, integrovatelnou se &tvercem, “tvaru

u”.
e 1
Bn,:—/o(so() )d3n1(t)
—-1/2 7 —F o 2 T 1
Z( bni, T 7 )s S,,
e 1 1
(o) = /0 (o) — 5P, = /0 o(1)dt

D,=n"Y2Z,-Z,)"(Z, - Z,)

aZ,=Xi(X:TX ) IX*TZ, je projekce Z, na prostor sloupcii
matice X}, resp. Z; je i-ty ¥adek matice Z,,.
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Predpoklady

o | < clxls pro|x] = K >0, ¢c>0.

(F.2) f(x) >0 na (A, B) a absolutn& spojitd, omezend a
klesajici pro x = A+ a x = B—, kde

(F1) |5

—o00o < A=sup{x: F(x) =0},
oo > B =inf{x: F(x) =1},

F'(FH(w)] _

22 U a(E )

prol<a<l+4+i—¢ >0

Necht existuji pozitivn& definitni matice 6, M takové, Ze

lim D, =D, lim n !X*TX* =M.

n— o0 n— oo

max ||xj|| = o (n%_”) pro néjaké n > 0, pro n — oo.
1<i<n
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Asymptotické rozdé&leni

Véta

Za vy$e uvedenych predpokladii T,? ma za hypotézy Hy asymptoticky x?
rozdéleni o q stupnich volnosti a za lokalni alternativy

Kin: y=7,=n"2y", ~" €RI pevné

md asymptoticky x° rozdé&leni o q stupnich volnosti a parametrem

necentrality
2
2 T1 (907 f) * T [ *
N =5~ 7 Dv

A2(p) ’

= [ o (-1- Fin TEOY 4

T = —1-=
R FF(0))
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Poznamky

@ Asymptotické rozdé&leni za Hy nezdvisi na rozdéleni chyb modelu.

@ Asymptotické rozdéleni za Ky nezavisi na hodnoté rusivého
parametru 3.

o Asymptoticka sila testu je stejna jako u klasického poradového testu,
kde parametr 3 je znamy.

@ Test nerozlisi alternativy s chybami exp{x;'—'y}U,- kvili ancilarité
regresnich poradovych skérd.
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Test H»

Model:
Yi=0Bo+x/ B+exp{z/v}U;, i=1,...,n

Necht F spliiuje viechny predpoklady z minulého odstavce a navic je
symetrickd a By = 0.
Za platnosti Hy : 3 = 0 miZeme psat:

W,=z/v+V;, i=1,...,n, (1)

kde W =1In|Yi, Vi=In|U|, i=1,...,n.
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Test H»

Zkonstruujeme vektor regresnich po¥adovych skéri
a,(a) = (dn1(a), ..., 8nn(a))" v modelu

T .
VVI':ZI'7+\/I'7I:17"')n7
t.j. optimaln{ YeSeni dlohy linedrniho programovani:

a,(a) =argmax{W, a|Z la=(1-0a)Z]1,,ac[0,1]"}, 0<a<l,

kde W, = (W4q,..., W), 1,=(1,.... )T €R"aZ,=(z1,...,2,)".
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Predpoklady

@ Necht F je symetrickd s kone¢nymi nenulovymi Fisherovymi
informacemi vzhledem k posunuti i mé&fitku a spliiuje (F.1) a (F.2).

@ zi1= ].7 i = 1, c.o, N amaXxi<i<n ||Z,|| = O(l)

oD, = IS ziz] — D kde D je pozitivn& definitn.

° Qo(y) =n"' e Ui —x)(xi — %) = Qv), Yy ERY,
kde Q(v) je pozitivn& definitni a X/ je i-ty ¥adek
X, = Z,(Z'z,)71Z] X,. Déle pro jednoduchost oznatme
6,,(0) =Q, and 6(0) =Q.
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Testova statistika

@ Zvolime funkci ¢ : (0,1) — R, integrovatelnou se &tvercem,
neklesajici a nekonstantni, pro jejiz derivaci plati, Ze pro vSechna
O<u<ag, l—apg<u<lije

l¢'(u)] < c(u(l —u))™1=%  pro n&jaké § > 0.

("]
1
P u+1
by, **/ (¢ (t)—¢") dan,i(t) w*(U):ga(T), 0<u<l.
0
("]
S *nfl/ZZ X;) sign Y; b
o

~ 1 ~n o~
T2 =——S,Q,'S,
A2(p)
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Asymptotické rozdé&leni

Véta
Za vyse uvedenych predpokladii 7~',,2 md za hypotézy H, asymptoticky x?
rozdéleni o p stupnich volnosti a za lokalIni alternativy

Kon: B=8,=n""28" pB*€cRP pevné

md asymptoticky x? rozdéleni o p stupnich volnosti a parametrem
necentrality

72 ~ ~ i~
) = R BT ()@ e
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Poznamky

@ Asymptotické rozdé&leni za H, nezdvisi na rozdéleni chyb modelu.

@ Asymptotické rozdéleni za K, zdvisi na hodnoté rusivého parametru
-

@ Asymptoticka sila testu je stejna jako u klasického pofadového testu,
kde parametr v je zndmy.

@ PYedpoklad symetrie.
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Priklad

Data: M. Ezekiel, K. A. Fox (1959). Methods of correlation and
regression analysis. Wiley, New York.

Udaje o n = 63 autech.
Y; brzdnd drdha (ft) i-tého auta.
z; rychlost (mph) i-tého auta.

UvaZovany model kvadratické zavislosti:

W:/le?+e,'7 I-:].,...,63-
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Aplikace

Data s odhadnutou kvadratickou zavislosti

brzdna draha [ft]

5 10 15 20 25 30 35 40

rychlost [mph]
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Zavislost rezidui na rychlosti
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P¥iklad - obecnéj$i model

@ MoZna heteroskedasticita v datech.

o Obecnégjsi model:
Y; = Bz? + exp{yz}U;, i=1,...,63.

Test Hy : v =0 proti v > 0:

e Testova statistika 7,2 s Wilcoxonovymi skéry pro méFitko, t.j.
generovana skérovou funkei ¢(t) = —1+ (2t — 1) log 1%
e Odpovidajici p-hodnota je 0.043 — heteroskedasticitu musime
pripustit.
Test Hy : 8 =0 proti 8 > 0:
° 772 s Wilcoxonovymi skéry generovanymi funkei o(t) =t — %
e Odpovidajici p-hodnota je 0.0085 = regrese je skutetné p¥itomna.
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Zavér

Zavér

Testy homoskedasticity za p¥itomnosti rusivé regrese a testy vyznamnosti
regrese za pfitomnosti rudivé heteroskedasticity.

(]

Konstruovany bez nutnosti odhadu rusivych odhadd.

Vypoletn& nendrotné, odpada riziko uZiti $patného odhadu.
Rozsi¥eni klasickych pofadovych testi (regresni pofadové skéry
misto poradi).

Asymptoticky ekvivalentni odpovidajicim testiim v modelu bez
ruSivych parametri, kde jejich hodnoty jsou znamé.

Blizkost potvrzena i numericky pro koneény pocet pozorovani.
Testy homoskedasticity s rusivou regresi X3 nerozlisi alternativy s
chybami exp{x, v} U; kvili ancilarit regresnich pofadovych skéri.
Testy o regresi s rusivou heteroskedasticitou - pfedpoklad symetrie
rozdéleni chyb modelu.
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