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1. Priestorový medián Definícia

1. Priestorový medián

Definícia

X1, . . . ,Xn - náhodný výber z
p-rozmerného rozdelenia s hustotou f .
Priestorový medián:

θ̂ = arg min
φ∈Rp

n∑
i=1
‖Xi−φ‖

Výpočet θ̂ - iteračný algoritmus z
článku Vardi a Zhang (2000)

n = 10, p = 2
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1. Priestorový medián Asymptotická kovariančná matica

Asymptotická kovariančná matica priestorového
mediánu

X ∈ Rp, označme:

θ− teoretický priestorový medián X ,
U (X) = ‖X‖−1 X ,
Q(X) = ‖X‖−1 (Ip−‖X‖−2 XXT ),

A = E [Q(X −θ)],
B = E [U (X −θ)U T (X −θ)].

Veta

n1/2(θ̂−θ)∼̇Np(0,A−1BA−1︸ ︷︷ ︸
D

)
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1. Priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

dáta: X1, . . . ,Xn

n = 10, p = 2
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1. Priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

dáta: X1, . . . ,Xn

dve nezávislé skupiny {Xi , i ∈ Sn} a
{Xi , i ∈ Sc

n}

#(Sn) = kn a #(Sc
n) = n− kn

n = 10, p = 2, kn = 5
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1. Priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

dáta: X1, . . . ,Xn

dve nezávislé skupiny {Xi , i ∈ Sn} a
{Xi , i ∈ Sc

n}

#(Sn) = kn a #(Sc
n) = n− kn

prvá čast’ - výberový medián:

θ̂kn = arg min
φ∈Rp

∑
i∈Sn

‖Xi−φ‖

n = 10, p = 2, kn = 5
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1. Priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

druhá čast’ dát - matice A a B:

Âkn = 1
n−kn

∑
i∈Sc

n
Q(Xi− θ̂kn )

B̂kn = 1
n−kn

∑
i∈Sc

n
U (Xi− θ̂kn )U T (Xi− θ̂kn )

asymptotická kovariančná matica:

D̂kn = Â−1
kn

B̂kn Â−1
kn

n = 10, p = 2, kn = 5
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1. Priestorový medián Ciel’

Ciel’

Bose a Chaudhuri (1993): „... This leaves us with a wide range of
choices for kn . ... However, we have not tried to dig deeper into this
matter...”

Podmienky na kn :
kn ∈ {1, . . . ,n−1}
limn→∞

kn
n 6= 0 a limn→∞(1− kn

n ) 6= 0

Ciel’

nájst’ k∗n - t. j. kn minimalizujúce vzdialenost’ matíc D a D̂kn
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1. Priestorový medián Výsledky

Štandardizované normálne rozdelenie, p = 3, n = 40

T40(k) odhad pre normovanú strednú vzdialenost’ medzi D a jej
odhadom Dk pri n = 40 vypočítaný zo simulácii
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1. Priestorový medián Výsledky

Rozptyl optimálneho k∗n

Simulácia zopakovaná 5-krát
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1. Priestorový medián Výsledky

Vplyv rozsahu súboru n

N3(0,I3), pomer k∗n/n klesá s n
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1. Priestorový medián Výsledky

Zhrnutie 1. Priestorový medián

Optimálna vol’ba parametra kn je približne 15-30% z celkového
počtu dát

k∗n/n klesá s rastúcim rozsahom súboru n

Podobné výsledky aj pre:
normálne rozdelenie s inou kovariančnou maticou (diagonálna,
všeobecná)
viacrozmerné t-rozdelenie

pri Cauchyho rozdelení k∗n > 30% ·n
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Definícia

2. Hodges-Lehmannov priestorový medián

Definícia

X1, . . . ,Xn - náhodný výber z
p-rozmerného rozdelenia s hustotou f .
Hodges-Lehmannov priestorový
medián:

ψ̂ = arg min
φ∈Rp

n∑
i 6=j

∥∥∥∥Xi +Xj
2 −φ

∥∥∥∥

n = 10, p = 2
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Definícia

2. Hodges-Lehmannov priestorový medián

Definícia

X1, . . . ,Xn - náhodný výber z
p-rozmerného rozdelenia s hustotou f .
Hodges-Lehmannov priestorový
medián:

ψ̂ = arg min
φ∈Rp

n∑
i 6=j

∥∥∥∥Xi +Xj
2 −φ

∥∥∥∥

n = 10, p = 2
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Definícia

2. Hodges-Lehmannov priestorový medián

Definícia

X1, . . . ,Xn - náhodný výber z
p-rozmerného rozdelenia s hustotou f .
Hodges-Lehmannov priestorový
medián:

ψ̂ = arg min
φ∈Rp

n∑
i 6=j

∥∥∥∥Xi +Xj
2 −φ

∥∥∥∥

n = 10, p = 2
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Asymptotická kovariančná matica

Asymptotická kovariančná matica
Hodges-Lehmannovho priestorového mediánu

X1,X2,X3 ∈ Rp, označme:

ψ− teoretický Hodges-Lehmannov priestorový medián X ,

C = E
[
Q
(

X1 +X2

2 −ψ
)]

,

D = E
[
U
(

X1 +X2

2 −ψ
)

U T
(

X2 +X3

2 −ψ
)]

.

Veta

n1/2(ψ̂−ψ)∼̇Np(0,4C−1DC−1︸ ︷︷ ︸
D

)
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

dáta: X1, . . . ,Xn

n = 10, p = 2
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

dáta: X1, . . . ,Xn

dve nezávislé skupiny
{Xi , i ∈ Sn} a {Xi , i ∈ Sc

n}

#(Sn) = kn a #(Sc
n) = n− kn

n = 10, p = 2, kn = 5
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

dáta: X1, . . . ,Xn

dve nezávislé skupiny
{Xi , i ∈ Sn} a {Xi , i ∈ Sc

n}

#(Sn) = kn a #(Sc
n) = n− kn

prvá čast’ - výberový medián:

ψ̂kn = arg min
φ∈Rp

∑
i,j∈Sn

i 6=j

∥∥∥∥Xi +Xj
2 −φ

∥∥∥∥

n = 10, p = 2, kn = 5
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

dáta: X1, . . . ,Xn

dve nezávislé skupiny
{Xi , i ∈ Sn} a {Xi , i ∈ Sc

n}

#(Sn) = kn a #(Sc
n) = n− kn

prvá čast’ - výberový medián:

ψ̂kn = arg min
φ∈Rp

∑
i,j∈Sn

i 6=j

∥∥∥∥Xi +Xj
2 −φ

∥∥∥∥

n = 10, p = 2, kn = 5
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

druhá čast’ dát - matice C a D:

Ĉkn =
∑

i,j∈Sc
n

i 6=j

Q
(

Xi+Xj
2 −ψ̂kn

)
(n−kn)(n−kn−1)

D̂kn =∑
i,j,l∈Sc

n
i 6=j 6=l 6=i

U
(

Xi+Xj
2 −ψ̂kn

)
UT
(

Xj+Xl
2 −ψ̂kn

)
(n−kn)(n−kn−1)(n−kn−2)

asymptotická kovariančná matica:

D̂kn = 4Ĉ−1
kn

D̂kn Ĉ−1
kn

n = 10, p = 2, kn = 5
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Bose-Chaudhuri

Ako odhadnút’ D - Bose a Chaudhuri (1993)

druhá čast’ dát - matice C a D:

Ĉkn =
∑

i,j∈Sc
n

i 6=j

Q
(

Xi+Xj
2 −ψ̂kn

)
(n−kn)(n−kn−1)

D̂kn =∑
i,j,l∈Sc

n
i 6=j 6=l 6=i

U
(

Xi+Xj
2 −ψ̂kn

)
UT
(

Xj+Xl
2 −ψ̂kn

)
(n−kn)(n−kn−1)(n−kn−2)

asymptotická kovariančná matica:

D̂kn = 4Ĉ−1
kn

D̂kn Ĉ−1
kn

n = 10, p = 2, kn = 5
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Výsledky

Rozptyl optimálneho k∗n

N3(0,I3), T40(k) konvexné⇒ existujú k∗40
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Výsledky

Vplyv rozsahu súboru n

N3(0,I3), k∗n nezávisí od n
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2. Hodges-Lehmannov priestorový medián Výsledky

Zhrnutie 2. Hodges-Lehmannov priestorový medián

Optimálna vol’ba parametra kn je približne 40-50% z celkového
počtu dát

Podobné výsledky aj pre:
normálne rozdelenie s inou kovariančnou maticou (diagonálna,
všeobecná)
viacrozmerné t-rozdelenie

pri Cauchyho rozdelení k∗n > 50% ·n
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3.Porovnanie s d’alšími metódami odhadu Metódy

3. Porovnanie s d’alšími metódami odhadu

Resamplingové metódy:

1 Bootstrap
2 Jackknife

Metódy založené na maticiach A a B (resp. C a D):

3 Bose-Chaudhuri (1993)
4 Plug-In odhad

Ciel’

Porovnat’ metódy z hl’adiska výpočtovej zložitosti a presnosti
výsledného odhadu.
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3.Porovnanie s d’alšími metódami odhadu Priestorový medián

Priestorový medián

Úspešnost’ jednotlivých metód.
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3.Porovnanie s d’alšími metódami odhadu Hodges-Lehmannov medián

Hodges-Lehmannov medián

Úspešnost’ jednotlivých metód.
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3.Porovnanie s d’alšími metódami odhadu Zhrnutie

Zhrnutie 3. Porovnanie s d’alšími metódami odhadu

Na odhad asymptotickej kovariančnej matice:

1 Priestorového mediánu použit’
pri malom n bootstrap
pri vel’kom n časovo nenáročný Plug-In alebo Bose-Chaudhuri

2 Hodges-Lehmannovho priestorového mediánu použit’
Plug-In
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Zdroje

Ďakujem za pozornost’.
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