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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Kompozičńı data

= D-složkové vektory, popisuj́ıćı kvantitativně části nějakého
celku, nesoućı relativńı informaci o složkách (Aitchison, 1986;
Pawlowsky-Glahn a kol., 2015)

• obvyklé jednotky mě̌reńı: procenta, mg/kg (konstantńı
součet složek), mg/l (konstantńı součet se nevyskytuje)

• p̌ŕıklady: geochemická data - proporce minerál̊u v hornině;
koncentrace fenolických kyselin ve v́ıně (mg/l); výdaje
domácnost́ı na r̊uzné položky (j́ıdlo, bydleńı, ošaceńı) apod.

• konstantńı součet složek (1, 100) = vhodná reprezentace
kompozic
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Geometrické aspekty analýzy kompozičńıch dat

• požadavky na relevantńı analýzu kompozic: invariance na
změnu mě̌ŕıtka, podkompozičńı soudržnost, zachováńı
relativńıho mě̌ŕıtka ⇒ Aitchisonova geometrie (AG; EVP
dimenze D − 1)

• věťsina statistických metod se oṕırá o p̌redpoklad euklidovské
geometrie (Eaton, 1983)

⇒ vyjáďrit kompozičńı data v soǔradnićıch vzhledem
k ortonormálńı bázi na simplexu (Egozcue a kol., 2003) →
statistická analýza, interpretace (bilance, absence
standardńıch (kartézských) soǔradnic)

• log-pod́ılová (log-ratio) analýza kompozičńıch dat
(Aitchison, 1986)
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Problém

• výchoźı pozice: kompozičńı data jsou z definice
mnohorozměrná, libovolná složka kompozice nemůže být
uvažována nezávisle na ostatńıch (veškerá relevantńı
informace je obsažena v pod́ılech mezi složkami)

• dáno: D-složková kompozice x = (x1, . . . , xD)′, vyjáďrená
v D − 1 ortonormálńıch soǔradnićıch vzhledem k AG

• ćıl: zachytit relativńı informaci o konkrétńı složce, řekněme
x1, pomoćı jedné ze soǔradnic

• otázka: které složky muśıme uvažovat, nap̌r. p̌ri tvorbě
geochemické mapy pro složku x1?

• problém: některé složky mohou být zat́ıženy chybou mě̌reńı,
což může ovlivnit relativńı informaci o x1
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• dáno: D-složková kompozice x = (x1, . . . , xD)′, vyjáďrená
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Soǔradnicová reprezentace

• veškerá relativńı informace o složce x1 může být
reprezentována soǔradnićı z1, lze zkonstruovat ortonormálńı
soǔradnice (pivotové bilance) z = (z1, . . . , zD−1)′ k z1 jako

zi =

√
D − i

D − i + 1
ln

xi
D−i

√∏D
k=i+1 xk

, i = 1, . . . ,D − 1

(Fǐserová a Hron, 2011)

• složka x1 je obsažena pouze v z1, která může být taktéž
vyjáďrena jako normovaný součet ln(x1/x2) + · · ·+ ln(x1/xD)

• zbývaj́ıćı soǔradnice (z2, . . . , zD−1) reprezentuj́ı podkompozici
o složkách x2, . . . , xD
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Vážené pivotové bilance

• vážený protěǰsek k z1 (Filzmoser a Hron, 2015): vezmeme
vážený součet párových log-pod́ıl̊u k x1:

α2 ln
x1

x2
+ . . .+αD ln

x1

xD
, αk > 0, k = 1, . . . ,D; α2 + · · ·+αD = 1

• s normuj́ıćı konstantou (pro dosažeńı ortonormality) obdrž́ıme
soǔradnici

w1 =
1√

1 +
∑D

k=2 α
2
k

ln
x1∏D

k=2 x
αk
k

• zbývaj́ıćıch D − 2 soǔradnic źıskáme řešeńım posloupnosti
vhodně zvolených lineárńıch homogenńıch systémů
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Vážené pivotové bilance: konstrukce

1) vyjáďŕıme váženou pivotovou bilanci jako vektor
logkontrastových koeficient̊u, w1 = w′1 ln x

w1 =
1√

1 +
∑D

k=2 α
2
k

(1,−α2, . . . ,−αD)′

2) vektory koeficient̊u w2, . . . ,wD−1 źıskáme postupně p̌ri
dodržeńı požadavku ortonormality w′iwj = δij ,
i , j = 1, . . . ,D − 1 a logkontrastové podḿınky w′i1 = 0

3) volné parametry v lineárńıch systémech jsou užity pro zajǐstěńı
toho, že je informace o x1 obsažena pouze v w1 a wD−1

⇒ lze p̌redpokládat, w1 obsahuje relevantńı relativńı informaci
o x1 a wD−1 tu zbývaj́ıćı (redundantńı)
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Vážené pivotové bilance: obecné vztahy

• w2 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
D−3

, αD−1 − αD , αD − αD−2, αD−2 − αD)′,

• wp = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
D−p−1

,wp,D−p,wp,D−p+1 . . . ,wp,D)′,

p = 3, . . . ,D − 2:

wp,D−p = 2
D−1∑

i=D−p+1

D∑
j=i+1

αiαj − (p − 1)
D∑

i=D−p+1

α2
i ,

wp,k =
D∑

i=D−p+1

i 6=k

α2
i − (αD−p + αk)

D∑
i=D−p+1

i 6=k

αi + (p − 1)αkα(D−p),

k = D − p + 1,D − p + 2, . . . ,D
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Vážené pivotové bilance: obecné vztahy

• pro wD−1 = (wD−1,1,wD−1,2, . . . ,wD−1,D)′ obdrž́ıme
následuj́ıćı koeficienty

wD−1,1 = 2
D−1∑
i=2

D∑
j=i+1

αiαj − (D − 2)
D∑
i=2

α2
i ,

wD−1,k = (D − 2)
D∑
i=2
i 6=k

α2
i + (1− αk)

D∑
i=2
i 6=k

αi − (D − 2)αk , k = 2, . . . ,D

• specifická role x1 v soǔradnici wD−1 je žrejmá

• následně lze určit normuj́ıćı konstanty (pro obdržeńı
ortonormálńıch soǔradnic)
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Vážené pivotové bilance: p̌ŕıpad D = 3

• p̌ŕıpad D = 3:

w1 =
1√

2(1− α2α3)
ln

x1

xα2
2 xα3

3

w2 =
1√

6(1− α2α3)
ln xα3−α2

1 x
−(1+α3)
2 x1+α2

3

• poznamenejme, že v závislosti na α2 a α3 soǔradnice w2

taktéž obsahuje relativńı informaci o x1; speciálńı p̌ŕıpad:
α2 = α3 = 1

2 :

w1 = z1 =

√
2

3
ln

x1√
x2x3

and w2 = z2 =
1√
2

ln
x2

x3
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

Volba vah

• variačńı(!) matice je základńı charakteristikou kompozičńı
variability pro x = (x1, . . . , xD)′:

T =

{
var

(
ln

xi
xj

)}D

i ,j=1

• p̌redpokládejme, že složka, která nás zaj́ımá, je x1, tedy
uvažujeme prvńı řádek (sloupec) matice T:

t1 = (t11, . . . , t1D) =

(
var

(
ln

x1

x1

)
, var

(
ln

x1

x2

)
, . . . , var

(
ln

x1

xD

))

• definujeme váhy: α̃i =
1

t2
1i

, pro i = 2, . . . ,D, které p̌rǐrazuj́ı

p̌revrácené čtvercové hodnoty rozptyl̊u párových log-pod́ıl̊u
s x1 (dále normované pro źıskáńı α2, . . . , αD)
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Koncentrace prvk̊u v sedimentech (National
Geochemical Survey of Australia)

• projekt National Geochemical Survey of Australia (NGSA)
shromáždil 1315 vzork̊u pokrývaj́ıćıch p̌res 80 % Austrálie
(Caritat a Cooper, 2011)

• výsledek rozsáhlého geochemického výzkumu pokrývaj́ıćıho
p̌res 6 million km2, provedeného Geoscience Australia a
geologickými službami jednotlivých stát̊u Austrálie

• pro analýzu bylo vybráno 49 proměnných (koncentraćı
chemických prvk̊u)
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

NGSA data: výsledky

• simulačńı studie (se všemi složkami): ukázalo se, že vážené
bilance jsou efektivńım prosťredkem k zachyceńı
jednorozměrné (relativńı) informace v geochemických mapách
d́ıky potlačeńı

”
redundantńıch“ log-pod́ıl̊u skrze vhodnou

volbu vah
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

NSGA data: simulace
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

NGSA data: výsledky

• simulačńı studie (se všemi složkami): ukázalo se, že vážené
bilance jsou efektivńım prosťredkem k zachyceńı
jednorozměrné (relativńı) informace v geochemických mapách
d́ıky potlačeńı

”
redundantńıch“ log-pod́ıl̊u skrze vhodnou

volbu vah

• eliminace tzv. pob̌režńıho efektu (v oblastech jeho výskytu),
zejména pro stopové prvky

→ demonstrováno pro p̌ŕıpad cesia (Cs)
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Kompozičńı data a jejich geometrie Ortonormálńı soǔradnice Vážené pivotové bilance Volba vah Aplikace na reálná data

NSGA data: srovnáńı pro Cs
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Cs

> 6.35 − 13.4
> 3.58 − 6.35
> 1.18 − 3.58
> 0.40 − 1.18
   0.07 − 0.40
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z1 Cs

> −1.77 − −0.74
> −2.16 − −1.77
> −2.66 − −2.16
> −3.24 − −2.66
   −5.78 − −3.24
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Závěry

• vážené pivotové bilance p̌redstavuj́ı alternativu
k

”
automatické“ konstrukci pivotových bilanćı

• źıskané ortonormálńı soǔradnice mohou být následně využity
pro statistickou analýzu (korelačńı analýza v soǔradnićıch,
regresńı analýza)

• w1 a wD−1 jsou konstruovány tak, že obsahuj́ı veškerou
relativńı informaci o vybrané složce; w1 obsahuje

”
relevantńı“

informaci, wD−1 obsahuje zbývaj́ıćı informaci

• váhy mohou být určeny pomoćı variačńı matice, nebo na
základě expertńı znalosti (nap̌r. kvality mě̌reńı)
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