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@ (Funkcionalni) regresni analyza je Siroce uzivana pro
modelovani linearniho vztahu mezi (funkcionalni)
vysvétlovanou proménnou a mnozinou (skalarnich)
proménnych.

@ Otazka: Je relevantni pouzit funkcionalni modely navrzené
v L2 prostoru pro hustoty rozdéleni pravdépodobnosti v roli
vysvétlované proménné?

@ Problém: [? prostor nezachycuje geometrické vlastnosti
hustot.
Reseni: Reprezentace hustot pomoci Bayesovych
prostoru.

@ Cil: Vytvorit funkcionalni regresni model s vyuzitim
metodiky Bayesovych prostoru.
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Geometrie Bayesova prostoru

@ Hustoty jsou borelovsky méfitelné funkce (nezaporné,
obvykle s jednotkovym integralem), které obsahuiji
informaci o relativnich prispévcich borelovskych
podmnozin nosiCe hustot na celkovou miru tohoto nosice.

@ Bayesovy prostory B2 obsahuji ekvivalentni tfidy hustot s
nosi¢em na | = [a, b] (jejichz druha mocnina logaritmu je
integrovatelna).

@ B2 ma strukturu separabilniho Hilbertova prostoru.

@ Centrovana log-podilova transformace (clr) =
izometricky izomorfismus mezi B2 a L2. Pro f € B2(/)
mame:

f5(t) = clr [f(£)] = In f(t)—:]/lln f(t)yat, tel.
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Funkcionalni regresni model v L2 prostoru

Pfedpokladejme vysvétlovanou proménnou y(t) v L2 a
p = r + 1 nezavislych skalarnich proménnych xg, ..., x;.

( )= (1(t),- .., yn(t)) ... vektor pozorovanych funkci
= [(xj )]pr . matice planu

Regrese s absolutnim ¢lenem: prvni sloupec X je tvofen 1.

Funkcionalni linearni model je ve tvaru

yi(t) = ﬂo(t+Zx,/B/ )+ei(t), i=1,...,N, (1)

j=1

kde j3;(t),j = 0,...,r jsou nezname funkcionalni regresni
parametry v L2 a ¢;(t),i = 1,..., N jsou funkcionalni nahodné
chyby v L2,

Model (1) maticove: y(t) = XB(t) + e(t).
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Funkcionalni regresni model v L2 prostoru

Odhady Bj(t),j =0,...,r ziskame minimalizaci nasledujicich
kriterii:

@ Rezidualni souget étvercti (RSC):

RSG(A / y(t) — XB(O] v() — XB(D)] o, (2)

@ Penalizované RSC (PENRSC):

PENRSC(3 / [y(t) — X8O [y(t) - XB(1)] dt-+

A / [LA(s)]' [LA(s)] ds. 3)
|
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Funkcionalni regresni model v B2 prostoru

Pfedpokladejme vysvétlovanou proménnou y(t) v B2 a
p = r + 1 nezavislych skalarnich proménnych xg, ..., x;.

y(t) = (y1(1),..., yn(t)) ... vektor pozorovanych hustot
X = [(Xj)] yy - Matice planu

Regrese s absolutnim ¢lenem: prvni sloupec X je tvoren 1.

Funkcionalni linearni model je ve tvaru

yi(t) = ﬁo(t@@x,,@ﬁ, H@e(t), i=1,...,N, (4)

j=1

kde $;(t),j =0, ..., r jsou nezname funkcionalni regresni
parametry v B2 a ¢;(t),i = 1,..., N jsou funkcionalni chyby
nebo rezidua v 2.

R. Talska, A. Menafoglio, K. Hron, J. Machalova, E. FiSerova Kompozicni regrese s funkcionalni zavisle proménnou



Funkcionalni regresni model v B2 prostoru

Odhady j(t),j =0, ..., r ziskame pouZitim

2
N N r
RSC(8) = llei)lz = Y | b @ Bt © yi(t) (5)
i=1 i=1 || j=0 5
Kritérium (5) v L2 prostoru:
2
N r
RSC(B) = Z etz ()5 =D 1D Ixg - ele(B;(1)] — clr(yi(1))
i=11|j=0 2

s B-splajnovou reprezentaci s omezujici podminkou na nulovy
integral:

clr(y;(t Z Cikok(t /Z Cikepk(t (6)
clr(3;(t) Z bipk(t) // Z bipk(t) dt = 0. 7)
k
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B-splajnova reprezentace clr transformovanych hustot

Uloha: nalézt splajn s nulovych integralem na / = [a, b]:
2 sk(x)dx = 0.

— podminka je pfenesena na podminku pro B-splajnové
koeficienty

Véta (Nutna a postacujici podminka na b)

g
Pro splajn si(x) € SfMa, bl, sk (X) = > biBE! (x),
i=—k
b
podminka [ si(x) dx = 0 je spinéna tehdy a jen tehdy, kdyz
a

g
> bi(Aigk+1 —A) = 0.
=k
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Regrese s B-splajnovymi koeficienty

Vysveétlovana y;(t): splajny s koeficienty
Yiy= (i1, Yigrer1) (fadky ¥y (ki)

Mnohorozmeérny linearni regresni model je dan vztahem

Y (nx(grkr1)) = X(Nxp)Blox(grk+1)) T ENnx(gihtt))  (8)

Ekvivalentni zapis (8):

(Y17 Y27' ) Yg+k+1) = X(18171327"' 7ﬂg+k+1)+(€17€27' .- 7€g+k+1)

Y(,) = (Y~|,,'7 ceey Yg+k+1,i)7 i= 1,..., N ... nezavislé
mnohorozmérné proménné se stejnou neznamou matici

X ... matice planu s plnou sloupcovou hodnosti

€ ... matice nahodnych chyb
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Regrese v praxi

@ Hustoty yi(t),t € I = [a, b] jsou reprezentovany pomoci
kompoziCnich vektord W; = (W4, ..., Wjp)'.

e Vyjadiime W; pomoci Z(;, v R® aplikovanim clr
transformace:
w;

—L j=1,
D\/H,1 uj

@ Clr hustoty ziskdme vyhlazenim clr dat Z ;:

Z - D= Zyio = (Zy - Z)

gH+k+1

Z \/,/Bk—H

kdeY(,_(Y,1,... ,g+k+1)—VZ) f:1,...,N,
nebo maticove: ¥y, giki1) = zN><DvD><(g+k+1)
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Regrese v praxi

@ Predikované hodnoty:
Y= XXX)7'XY, Z-=XXX)XxZ

@ Lze ukazat, Zze pokud predikujeme Y (B-splajnovych
koeficientl), stejny vysledek ziskame vyhlazenim
predikovanych clr dat Z:

smoothin,
z e,

I~

regression regression

ANy —
-

[~

_

smoothing

— kritérium PENRSC je zahrnuto v RSC kritériu diky
pouziti vyhlazovacich splajna.
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Shrnuti a vyhled

@ Pouziti pfistupu Bayesovych prostoru je nutnost v pfipadé,
Ze se hustota vyskytuje v roli vysvétlované proménné ve
funkciondlnich linearnich regresnich modelech.

@ Odhad regresnich funkci (hustot) je mozné prevést na
Ulohu odhadu B-splajnovych koeficientu clr
transformovanych hustot.

(Funkcionalni model se pfevede na mnohorozmérny model
s B-splajnovymi koeficienty v roli vysvélované promenné).

@ Hladkost regresnich odhadu (hustot) Bj(t) je automaticky
kontrolovana vstupni B-splajnovou reprezentaci.

@ Vyhled: aplikace teoretickych poznatku na realna data.
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