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Konvexné telesa

Konvexné teleso je neprazdna, konvexna a kompaktnd mnozina
K C RY (Webster, 1994; Schneider, 2014).
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Symetria konvexnych telies

Konvexné teleso K C RY je (stredovo) symetrické okolo 8 € RY ak

K—-08=—(K—8).
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Symetria distribucii

X ~ P € P(R) je (stredovo) symetricka okolo 8 € R ak

X—02 (X —6).
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Symetria viacrozmernych distribucii

X ~P € P(R) je (stredovo) symetricka okolo 8 € R ak
—02_(x—0).

Viacero zovSeobecneni na P (R ) (Serfling, 2006):

sféricka symetria;

eliptickd symetria;

stredova symetria;

anguléarna symetria (Liu, 1988);

polopriestorova symetria (Zuo a Serfling, 2000).
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Symetria viacrozmernych distribucii

X ~P € P(R) je (stredovo) symetricka okolo 8 € R ak
—02_(x—0).

Viacero zovSeobecneni na P (R ) (Serfling, 2006):

sféricka symetria;

eliptickd symetria;

stredova symetria;
angularna symetria (Liu, 1988);

polopriestorova symetria (Zuo a Serfling, 2000).

Stanislav Nagy O symetrii viacrozmernych n&ahodnych veli¢in



Symetria mnozin a nahodnych veliéin Symetria viacrozmernych distribucit
Polopriestorova symetria a hlbka
Z&kladné vztahy

Symetria rozdeleni: zakladna literatura

@ Beran, R. J. a Millar, P. W. (1988, 1997). Multivariate symmetry
models.

@ Zuo, Y. (1998). Contributions to the theory and applications of statistical
depth functions.

@ Zuo, Y. a Serfling, R. (2000). On the performance of some robust
nonparametric location measures relative to a general notion of
multivariate symmetry.

Metodoldgia je povaZzovana za Standardnd najma vd'aka

@ Serfling, R. (2006). Multivariate symmetry and asymmetry.

Stanislav Nagy O symetrii viacrozmernych n&ahodnych veli¢in



Symetria mnozin a nahodnych veliéin Symetria viacrozmernych distribucif
Polopriestorova symetria a hlbka
Z&kladné vztahy

Sfericka (S-)symetria

X ~ P € P (R?) je sféricky symetricky okolo 8 € R? ak

X -0 2 A(X —0)

pre kazdi A € R9*¢ ortogonalnu.
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Elipticka (E-)symetria
X ~ P € P (R?) je elipticky symetricky  okolo 8 € R? ak

X ZATY +6
pre Y € R¥ sféricky symetricky, a A € R**9 hodnosti k (< d).
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Stredova (C-)symetria

X ~ P € P (R?) je stredovo symetricky ~okolo 8 € RY ak

X—-02 —(x —6).
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Angularna (A-)symetria

X ~P € P (R?) je angulame symetricky okolo 8 € RY ak (Liu, 1988)

X—8 o X-6

Xl x—egr “e00TY
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Angularna (A-)symetria

X ~P € P (R?) je angulame symetricky okolo 8 € RY ak (Liu, 1988)

X—0
W je stredovo symetricky okolo 0.
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Polopriestorova (H-)symetria

X ~ P € P (R?) je polopriestorovo symetricky  okolo 6 € R? ak (zuo
a Serfling, 2000)

(8,u) je medianom (X,u)pre kazdé u € S**,
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Polopriestorova (H-)symetria

X ~ P € P (R?) je polopriestorovo symetricky  okolo 6 € R? ak (zuo
a Serfling, 2000)
inf P(H)>0.5
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Polopriestorova hibka

Polopriestorova h Ibka (Tukey, 1975) pozorovania v RY

hD(x;P)= inf P(H).
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Polopriestorova symetria a hibka

X ~ P € P (R?) je polopriestorovo symetricky  okolo 6 € R? ak (zuo
a Serfling, 2000)
hD(6;P) > 0.5
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Nesymetrické rozdelenie

Rozdelenie ktoré nie je polopriestorovo symetrické
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Vztahy medzi konceptami symetrie

Tvrdenie (Zuo a Serfling, 2000)
P (RY) 2 H-sym. 2 A-sym. D C-sym. D E-sym. D S-sym.

Pred =1

P (R') =H-sym 2 A-sym. D C-sym. = E-sym. = S-sym.
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Obratené implikacie
angularna symetria =4 stredova symetria
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ratené implikacie

polopriestorova symetria =~ angularna symetria
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ratené implikacie

polopriestorova symetria =~ angularna symetria
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Angularna a polopriestorova symetria

Tvrdenie (Zuo a Serfling, 2000, Veta 2.6)

Nech nahodny vektor X je polopriestorovo symetricky okolo jediného
bodu 8 € RY, a nech

© X je absolltne spojity, alebo
Q X je diskrétny a P(X =8) = 0.
Potom X je angularne symetricky okolo 6.

Stred symetrie X ~ P € P (R?) je jedine ¢ny, s vynimkou pripadu ak
d = 1 a X ma dva mediany.

Stanislav Nagy O symetrii viacrozmernych n&ahodnych veli¢in



Miera symetrie konvexnych telies
Funkova charakterizacia Hellyho veta pre median

Miery symetrie konvexnych telies

Nech K¢ je priestor konvexnych telies v RY.

Definicia (Grinbaum, 1963)

Funkcias: K% — [0, 1] sa nazyva miera symetrie ak
@ s(K) =1 prave ked K je (stredovo) symetrické;
@ s(K)=s(T(K)) pre kazdé K € K¢ a kazdd regularnu afinnu
transforméaciu T : RY — RY;

@ s je spojita na K.
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Winternitzova miera symetrie

Definicia (Winternitz, 1917; Blaschke, 1923)
Pre K C K9, x € K a polopriestor H € #(x), uvazujme

vol (K NH)

(1) = S ) - vol ( oF)

af(x)=min{f(H,x): H € #(x)}. Winternitzova miera symetrie
telesa K je potom dana

F(K) = max{f(x): x €K}.
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Winternitzova miera symetrie

Definicia (Winternitz, 1917; Blaschke, 1923)

Pre K C K9, x € K a polopriestor H € #(x), uvazujme

vol (K NH)
vol (K) —vol (K NH)

f(H,x) =

af(x)=min{f(H,x): H € #(x)}. Winternitzova miera symetrie
telesa K je potom dana

F(K) = max{f(x): x €K}.

~ hD(x;K)
f) = 1—hD(x;K)
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Winternitzova miera symetrie

Definicia (Winternitz, 1917; Blaschke, 1923)
Pre K C K9, x € K a polopriestor H € #(x), uvazujme

B vol (K NH)
~ vol (K) —vol (K NH)

f(H,x)

af(x)=min{f(H,x): H € #(x)}. Winternitzova miera symetrie
telesa K je potom dan&

F(K) = max{f(x): x €K}.

Winternitzova miera symetrie je hibka medianu .
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Miery symetrie konvexnych telies

Definicia (Grinbaum, 1963)

Funkcias: K% — [0,1] sa nazyva miera symetrie ak
@ s(K) =1 prave ked K je (stredovo) symetrické;
@ s(K)=s(T(K)) pre kazdé K € K¢ a kazdd regularnu afinnu
transforméaciu T : RY — RY:

@ s je spojita na K¢.
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Funkova charakterizacia symetrie

Konvexné teleso K C RY je stredovo symetrické prave ked

suphD(x;K) =1/2.
X€EK
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Funkova charakterizacia symetrie

Konvexné teleso K C RY je stredovo symetrické prave ked

suphD(x;K) =1/2.
X€EK

Okamzite dostavame

Konvexné teleso je H-symetrické <> je C-symetrickeé.

Porovnaj s

P (R) 2 H-sym. 2 A-sym. 2 C-sym. D E-sym. 2 S-sym.
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Funkova charakterizacia symetrie

Konvexné teleso je H-symetrické <= je C-symetrické.
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Funkova charakterizacia symetrie

Trochu historie:
@ pre d = 2 je problém povazovany za trivialny ;
@ pre d = 3 dokazal, a pre kazdé d predpokladal Paul Funk (1913);

@ plne dokazal az Schneider (1970) pouzitim funkcionalnych
rovnic ;

@ novSie dbkazy vyuzivaja sférickd integraciu  (Falconer, 1983);
@ rozSirenia pomocou sférickych fourierovych rdd  (Groemer, 1996);

@ Ziadny znamy elementarny dékaz pred > 3.
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Angularna a polopriestorova symetria

Tvrdenie (Zuo a Serfling, 2000, Veta 2.6)

Nech n&dhodny vektor X je polopriestorovo symetricky okolo jediného
bodu 6 € RY, a nech

© X je absolltne spojity, alebo
Q X je diskrétny a P(X =8) = 0.
Potom X je angularne symetricky okolo .
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Angularna a polopriestorova symetria

Tvrdenie (Zuo a Serfling, 2000, Veta 2.6)

Nech n&dhodny vektor X je polopriestorovo symetricky okolo jediného
bodu 6 € RY, a nech

© X je absolltne spojity, alebo
Q X je diskrétny a P(X =8) = 0.
Potom X je angularne symetricky okolo .

Pre P rovhomerné na K € K9 implikuje Funkovu charakterizaciu!
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Doékaz | (Zuo a Serfling, 2000)

Dékaz iba pre d = 2, pre jednoduchost (str. 73).
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Angularna a polopriestorova symetria Il

Tvrdenie (Dutta et al., 2011, Veta 2)

Nech néhodny vektor X je polopriestorovo symetricky okolo 8 € RY.
Potom X je angularne symetricky okolo 6.

Doékaz II: Pre d = 2, vSeobecny pripad je analogicky.

® Subhajit Dutta, Anil K. Ghosh, a Probal Chaudhuri. (2011). Some

intriguing properties of Tukey's half-space depth. Bernoulli,
17(4):1420-1434.

Stanislav Nagy O symetrii viacrozmernych n&ahodnych veli¢in



Miera symetrie konvexnych telies
Funkova charakterizacia Hellyho veta pre median

Angularna a polopriestorova symetria Il

Tvrdenie (Rousseeuw a Struyf, 2004, Veta 2)
Ak existuje bod 8 € RY taky, ze

hD(6;P)=1/2+P({6})/2,

potom X ~ P je angularne symetricky okolo 6.
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Angularna a polopriestorova symetria: dokaz Il

Pre kazdé d, s pouZzitim iba Cramér-Woldovej vety

Tvrdenie (Cramér a Wold, 1936)

Rozdelenie X ~ P € P (Rd) je jednoznacne urcené vSetkymi svojimi
jednorozmernymi projekciami (X, u), u € S92,
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Angularna a polopriestorova symetria: dokaz Il

Pre kazdé d, s pouZzitim iba Cramér-Woldovej vety

Tvrdenie (Cramér a Wold, 1936)

Rozdelenie X ~ P € P (Rd) je jednoznacne urcené vSetkymi svojimi
jednorozmernymi projekciami (X, u), u € S92,

Prvy elementarny ddkaz charakterizacie!

@ Peter J. Rousseeuw and Anja Struyf. (2004).  Characterizing angular
symmetry and regression symmetry. J. Stat. Plan. Inference,
122(1-2):161-173.
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Funkova charakterizécia

Angularna a polopriestorova symetria: dokaz Il

Pre kazdé d, s pouzitim iba Cramér-Woldovej vety

Tvrdenie (Cramér a Wold, 1936)

Rozdelenie X ~ P € P (R?) je jednoznatne ur&ené v3etkymi svojimi
jednorozmernymi projekciami (X, u), u € S,

Prvy elementarny dokaz charakterizacie!

Problém (Nagy, 2018, Problém 5)

Plati rozSirenie vety pre spojité unimodalne rozdelenia? Konkavne
miery?
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Hellyho veta pre hibkovy median
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Hellyho veta pre hibkovy median
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Hellyho veta pre hibkovy median
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Hellyho veta pre hibkovy median
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Winternitzova miera symetrie: d'alSie vlastnosti

Tvrdenie (Blaschke, 1923; Griinbaum, 1963)

Pre K € KXY je x € K jeho polopriestorovy median < existuje systém
asponi d + 1 polopriestorov {H; } takych, Ze |J;H; = RY, x € N H;, a

P(Hi) =hD(x;K) = SURsz hD(y;K).

Pre kazdy H; je bod x centroidom oH; NK.

@ V hibke objavena aZz Donohom and Gasko (1992, p. 1819);

@ opacnd implikacia pre miery (Rousseeuw a Ruts, 1999).
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Hellyho veta pre hibkovy median

Dal3ie rozsirenie

Tvrdenie (Hassairi a Regaieg, 2008, Veta 3.1)
Nech X ~ P € 2 (R?) ma spojitd hustotu, a nech x € R? aH € #(x)
sU take, ze

hD(x;P) =P(H).

Potom x = E (X|0H).
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Hellyho veta pre hibkovy median

i

Unsolved Problems
in Intuitive Mathematics Volume Il
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Hellyho veta pre hibkovy median

A8. Sections through the centroid of a convex body. Let K be a 3-
dimensional convex body with centroid (i.e., center of gravity) g. Is g neces-
sarily the centroid of at least four plane sections of K through g? Is it even the
centroid of seven such sections, as is the case if K is a tetrahedron? More
generally, if K is a d-dimensional convex body, is the centroid of K the centroid
ofd + 1 orevenof2¢ — 1 of the (d — 1)-dimensional sections through g? When
d = 2 this is easily seen to be so—in this case g bisects three chords of K. This
question is due to Griinbaum and Loewner, see also the earlier paper by
Steinhaus.

A consequence of Helly’s theorem (see Section E1) is that some point of K
is the centroid of at least d + 1 sections by hyperplanes. What can be said
about the set of points of K enjoying this property? In the plane case Ceder
showed that this set is connected, but not necessarily convex. Chakerian &
Stein discuss other aspects of this problem.
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Hlavné myslienky:

@ symetria mnohorozmernych rozdeleni nie je jednoducha téma
@ hibka existuje mimo $tatistiku, uz davno pred Tukeym (1975) ;

hibka medianu je prirodzena miera symetrie;

mnozstvo pribuznych otvorenych problémov  (Nagy, 2018).

Dalsie &itanie: Afinne invariantné body  (Grinbaum, 1963; Meyer et
al., 2015, 2015bh).
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Viac informacii (a 17 otvorenych problémov) na

GeMsS. karlin.nff.cuni.cz

Uvodné stretnutie PRIMUS GeMS:
utorok 30.01.2018, 09:00 — 13:00, Praktikum KPMS, MFF, UK
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