IX. Linearni algebra

IX.1. Vektorové prostory
Symbol K zna¢i mnozinu R nebo C.

Definice. Vektorovym prostorem nad K rozumime trojici (V,+,-), kde V je neprazdna mnoZina, + je
operace z V x V do V a - je operace z K x V do V, pficemz tyto operace maji nasledujici vlastnosti:

e Vu,v € V:u+v=wv+ u (komutativita s¢itani),
o Vu,v,weV: (u+v)+w=u+ (v+w) (asociativita s¢itani),
e mnozina V obsahuje prvek, ktery zna¢ime o (a fikdme mu nulovy prvek), spliwjict

YVveV:o+v=w.

e VveV JweV:v+w=o,

e VabeKYveV:a-(b-v)=(ad)-v,

e Va,beKVYveV:(a+b)-v=a-v+0b-v,
e Vae KVu,veV:a-(u+v)=a-u+a-v,
eVveV:l-v=mo.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad K a U C V, U # 0. Rekneme, ze U je vektorovy
podprostor prostoru V', jestlize

e Vu,veU:u+veU,
e Vace KVueU:a-uel.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor, m € N, wy,...,uym € Va Ay, ..., Ay € K. Vyraz
)\lul + -+ )\mum

nazyvame linedrni kombinaci vektorid wq, ..., u,,. Pokud alespon jedno z &isel Aq,..., A, je nenulové,
pak hovorfime o netrividlni linearni kombinaci, v opa¢ném pripadé jde o trividlng linedrni kombinaci.
Lineérni kombinaci prazdné mnoziny vektori rozumime nulovy vektor.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor, uy,..., U, € V. Rekneme, ze vektory wq,...,u,, jsou
linedrné zdvislé, pokud existuje jejich netrivialni linedrni kombinace, jez je rovna nulovému vektoru.
Pokud vektory ug, ..., u,, nejsou linearné zavislé, pak fikime, ze jsou linedrné nezdvislé. Rekneme, ze
mnozina M C V je linedrné nezdvisld, jestlize libovolna m-tice po dvou riaznych vektort z M je linedrné
nezavisla.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor, M C V. Rekneme, ze mnozina M generuje V| jestlize
kazdy vektor z V je linearni kombinaci koneéné mnoha vektort z M.

Definice. Necht (V,+,) je vektorovy prostor a B C V. Rekneme, ze B je bdze prostoru V, jestlize
mnozina B je linearné nezavisla a generuje V.

Véta 1 (o bazi vektorového prostoru). (i) KaZdou linedrné nezdvislou podmnoZinu vektorového pro-
storu lze doplnit na bdzi tohoto prostoru.

(i) Kazdy vektorovy prostor md bdzi.

(iii) Pocet prokd bdze prostoru V je urcen jednoznacné a nazgvdme ho dimenze prostoru V (znacime

dim V).

Definice. Je-li dim V' < +oo, Fekneme, Ze V je konecnérozmeérny (koneénédimenziondini). Je-li dimV =
+00, mluvime o nekoneénérozmérném (nekoneénédimenziondlnim) vektorovém prostoru.



Tvrzeni 2 (o bazi konetnérozmérného prostoru). Necht V' je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.

(i) Jsou-livy,..., v, linedrné nezdvislé vektory v prostoru V, pak mnozina {v1, ..., v,} je bdzi prostoru
V.

(ii) Jestlize pro vektory vi,...,v, € V plati ling{vy,...,v,} =V, je mnozina {v1,...,v,} bdzi pro-
storu V.

IX.2. Linearni zobrazeni a reSeni soustav linearnich rovnic

Definice. Necht U a V jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni L: U — V se nazyva linedrni, jestlize
plati:

o Vuj,us € U: L(uy + uz) = L(uy) + L(us),
o Va e KVu e U: L(au) = aL(u).

Definice. Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht je linearni zobrazeni. Jddrem
linedrnfho zobrazeni L nazveme mnoZzinu

Ker(L) = L '({o}) = {u € U: L(u) = o}.
Symbolem Im(L) zna¢ime obor hodnot zobrazeni L, tedy
ImL=L{U)={veV; JueclU: L(u) =v}.

Véta 3 (vlastnosti jadra a obrazu). Necht U a V' jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht je
linedrnt zobrazeni. Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovim podprostorem U.
(i) MnoZina Im(L) je vektoroviym podprostorem V.
(i1i) Pro dimenze plati: dim U = dim Ker(L) + dim Im(L).
Necht U, V jsou vektorové prostory, L: U — V je linearni zobrazeni a b € V. UvaZujme rovnici
L(x) =b. (1)
Véta 4 (FeSeni nehomogenni rovnice). Necht xg € U je feSenim rovnice (1). Potom mnoZina
{zo+w: w e Ker(L)}
je mnozinou vsech Feseni rovnice (1).
Necht A € M (m x n), b € R™. Uvazujme soustavu m rovnic o n neznamych
Az =b. (2)
Disledek 5. Md-li soustava (2) TeSeni xy € R™, pak mnoZina vSech Teseni md tvar

{xzyg + w: Aw = o}.

IX.3. Bilinearni formy
Definice. Rekneme7 ze zobrazeni B: R™ x R™ — R je bilinedrni forma, jestlize plati:
(i) Vu,v,w € R": B(u +v,w) = B(u,w) + B(v,w),
(ii) Ya € RVYu,v € R": B(au,v) = aB(u,v),
(iii) Vu,v,w € R": B(u,v + w) = B(u,v) + B(u,w),
)

(iv) Va € RVu,v € R": B(u,av) = aB(u,v).



Vé&ta 6 (reprezentace bilinearnich forem). Zobrazeni B: R™ x R™ — R je bilinedrni forma, prdvé kdyz
existuje matice A € M (n x n) takovd, Ze

Vu,v € R": B(u,v) = ul Av.
Definice. Matice A € M (n x n) z pfedchozi véty se nazyva reprezentujici matict formy B.
Definice. Rekneme, ze bilinearni forma B: R™ x R™ — R je symetrickd, jestlize plati
Yu,v € R": B(u,v) = B(v,u).

Pozndamka. Bilinearni forma B je symetricka, pravé kdyZ jeji reprezentujici matice A je symetricka, tj.
A=A"

Definice. Necht B: R” x R" — R je symetricka bilinearni forma. Rekneme, ze B je
e pozitivné definitni (PD), jestlize Vu € R, u # o: B(u,u) > 0,
e negativné definitni (ND), jestlize Vu € R™, u # o: B(u,u) <0,
e pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize Vu € R": B(u,u) > 0,
e negationé semidefinitni (NSD), jestlize Vu € R™: B(u,u) < 0,
e indefinitn? (ID), neplati-li nic z pfedchoziho, tj. Ju,v € R™: B(u,u) > 0 & B(v,v) < 0.

Definice. Rekneme, Ze matice A = (a;j) € M(n x n) je diagondlni, jestlize a;; = 0 pro kazdé i,j €

{1,...,n}, i #j.
Tvrzeni 7 (definitnost diagonalni matice). Necht A = (a;;) € M(n x n) je diagondlni. Pak plati:

o A je pozitivné definitni, prdve kdyz a;; > 0,i=1,...,n;

o A je negativné definitni, pravé kdyz a; < 0,i=1,...,n;

e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz a; > 0,i=1,...,n;

o A je negativné semidefinitng, pravé kdyz a;; < 0,1 =1,...,n;

o A je indefinitng, pravé kdyz existuji takovd i,j € {1,...,n}, Ze a; >0 a a;; <O0.

Definice. Symetrickou elementdrni dpravou matice A € M (n x n) budeme rozumét tpravu, kdy prove-
deme jistou elementéarni fadkovou tupravu matice A a vzniklou matici upravime odpovidajici sloupcovou
upravou.

Symetrickou transformaci matice A budeme rozumét konec¢nou posloupnost symetrickych elementéar-
nich tprav.

Lemma 8 (o matici transformace). Necht'T je transformace matic o m iddcich. Potom existuje reguldrni
matice B € M(m x m) takovd, Ze kdykoli A" € M(m x n) vznikla z A € M(m x n) pomoci T, tak plati
BA=A"

Véta 9 (o matici symetrické transformace). UvaZujme symetrickou transformaci T matic typu n X n.
Potom existuje reguldrni matice B € M(n x n) takovd, Ze kdykoli matice A’ € M(n x n) vznikne z
A € M(n x n) pomoci T, tak plati BABT = A'.

Lemma 10 (o symetrické transformaci symetrické matice). (i) Je-li A € M (nxn) symetrickd matice
a C € M(n xn), pak CACT je opét symetrickd matice.

(i) Symetrickd transformace zachovdvd symetrii matice.

Véta 11 (symetrické transformace a definitnost). Necht A € M(n x n) je symetrickd matice a necht
B € M(n x n) vznikla z A pomoci symetrické transformace. Matice A je pozitivné definitni (negativné
definitni, pozitivné semidefinitni, negativné semidefinitni, indefinitni), pravé kdyz B je pozitivné definitni
(negativné definitni, . .. ).



Vé&ta 12 (diagonalizace symetrické matice). Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak ji lze
symetrickou transformaci prevést na diagondlni matici.

Véta 13 (Sylvestrovo kritérium). Necht A = (a;;) € M(n x n) je symetrickd matice. Pak A je
e pozitivné definitni, privé kdyz

ayr ... Qg
>0 prokazdék=1,...,n,

ar1 ... Qg

e negativné definitni, pravé kdyz

ail o A1k
(—1)* | >0 prokaidék=1,...,n,
ak1 ... Qfk
e pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ pro kaZdou k-tici pfirozengch cisel 1 < i3 < -+ < i < n,
k=1,...,n, plati
Ajq4q cee Qg
>0,
aikil e aikik
e negativné semidefinitni, prdve kdyz pro kaZdou k-tici pFirozengch cisel 1 < ip < -+ < i < n,
k=1,...,n, plati
am-l P amk
(=1*| L 20,
(0 PRI ¢ 7

IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice. Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze A € C je vlastni ¢islo matice A, jestlize existuje nenulovy
vektor & € C™ takovy, Ze Ax = Ax. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem matice A pfislusnym k
vlastnimu ¢islu A.

Véta 14 (o charakteristickém polynomu matice). Necht A € M (n x n). Prvek A € C je vlastnim éislem
matice A, pravé kdyz det(A\] — A) = 0. Funkce A — det(AI — A) je polynom stupné n s koeficientem
jedna u A™.

Véta 15 (o poctu vlastnich ¢isel). Matice A € M(n x n) md nejvyse n rizngch vlastnich cisel.

Definice. Necht A € M (nxn). Polynom A — det(A — A) se nazyva charakteristicky polynom matice A.
Ndsobnost vlastniho ¢isla matice definujeme jako nasobnost tohoto ¢isla jakoZto kotrene charakteristického
polynomu.

Véta 16 (vlastni ¢isla symetrické matice). Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak jsou vSechna
jejgi vlastnd ¢isla redlnd.

Definice. Rekneme, 7e matice Q € M(n x n) je ortogondlni, jestlize plati QTQ=qQqQ"=1.

Véta 17 (spektralni rozklad matice). Necht A € M(nxn) je symetrickd matice. Pak existuje ortogondlni

matice Q@ € M(n x n) takovd, Ze
A ... O

QAQT =|: .. |,
0 ... An

kde A1, ..., An jsou vlastni ¢isla matice A.



Véta 18 (vlastni ¢isla a definitnost). Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak plati:
o A je pozitivné definitni, prdvée kdyz jsou vsechna jeji vlastni c¢isla kladnd,
o A je negativné definitni, prdvé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla zdpornd,
e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nezdpornd,

o A je negativné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nekladnd,

A je indefinitnt, prdvé kdyZ md kladné vlastni ¢islo i zdaporné vlastni c¢islo.

Definice. Necht A = (a;;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime Cislo

tI'(A) = i (077
i=1

Véta 19 (vlastnosti stopy). Necht A,B,C € M(n xn), a € R. Pak plati:
(i) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B),

(ii) tr(aA) = atr(A),

(i11) tr(AB) = tr(BA),

(iv) tr(ABC) =tr(CAB) = tr(BCA).

IX.5. Norma vektoru

Definice. Normou vektoru @ € R™ rozumime ¢&islo

Véta 20 (vlastnosti normy). Necht x,y € R, a € R. Pak plati
(i) l[z]| =0,

(i) ||z|| = 0, prdvé kdyZ = = o,

(ii1) o]l = | - |||,

() |l +yl <|lz| + |yl (trojihelnikovd nerovnost),



