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1. Lokalni existence resSeni
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MOTIVACE

Obycejné diferencialni rovnice alni existence reseni



Umluva. Budeme studovat systém rovnic
x' = f(t, x) (DR)

za trvalého predpokladu Q c R™*' oteviend, f: Q — R”
spoijita.
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Umluva. Budeme studovat systém rovnic

x' = f(t, x) (DR)
za trvalého predpokladu Q c R™*' oteviend, f: Q — R”
spoijita.
Definice

Bud' / otevfeny interval. Funkci x(f) : | — R” nazveme
reSenim (DR) v €, jestlize pro vSechna t € I plati

(i) (t,x(1) e

(i) existuje vlastni x'(t) a

(iii) X'(t) = f(t, x(1)).
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Umluva. Budeme studovat systém rovnic

x' = f(t, x) (DR)
za trvalého predpokladu Q c R™*' oteviend, f: Q — R”
spoijita.
Definice

Bud' / otevfeny interval. Funkci x(f) : | — R” nazveme
reSenim (DR) v €, jestlize pro vSechna t € I plati

(i) (t,x(1) e

(i) existuje vlastni x'(t) a

(iii) x'(t) = f(t, x(1)).

Poznamka
Budeme-li chtit zdlraznit defini¢ni obor reSeni, budeme
hovofit o feSeni (x, /).
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Poznamka
1. Takto definované feseni je nutné C' (,klasické fedeni).
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Poznamka

1. Takto definované feseni je nutné C' (,klasické fedeni).
2. Plati princip ,nalepovani®: je-li x(t) feSeni na (a, t) a na
(fo, b), spojité v t = fy, pak je jiz feSeni na (a, b).
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Poznamka
1. Takto definované feseni je nutné C' (,klasické fedeni).
2. Plati princip ,nalepovani®: je-li x(t) feSeni na (a, t) a na
(fo, b), spojité v t = fy, pak je jiz feSeni na (a, b).
Lemma 1 (O integralni formulaci)
Necht' | je otevrieny interval, x(t) : | — R" spojita funkce
splriujici (t, x(t)) € Q pro kazdé t € | anecht' ty € I.
Potom je ekvivalentni

(i) x je reseni (DR), splriujici x(t)) = Xo,

(ii) pro kazdé t € I plati x(t) = xo + [, f(s, x(s)) ds.
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Véta 2 (Peano)

Necht' (fy, Xo) € Q. Pak existuje 5 > 0 a funkce

x(t): (o — 0,6 + 0) — R", kterd je fesenim (DR) a splriuje
X(to) = Xp-
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Véta 3 (Arzela-Ascoli)

Necht funkce x,(t) jsou stejné omezené a stejné spojité
na [0, T]. Potom z nich Ize vybrat stejnomérné
konvergujici podposloupnost.

Definice

Rekneme, Ze funkce mnoziny M ¢ C(K,R") jsou

1. stejné spojité, jestlize pro kazdé x € K akazdé = >0
existuje 6 > 0 takové, ze ||f(x) — f(y)|| < e pro vSechna
y e(x—4d,x+3d)avsechny f € M.

2. stejné omezené, jestlize existuje C > 0 takové, ze
|f(x)|| < C pro vSechna x € K a vSechny f € M.
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Poznamka

Obecnégjsi formulace A-A véty: Bud K kompaktni
mnozina a M C C(K,R") omezend mnoZina stejné
spojitych funkci. Pak M je relativné kompakini v C(K,R").
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https://www.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ma1/analyza.pdf

Poznamka

Obecnégjsi formulace A-A véty: Bud K kompaktni
mnozina a M C C(K,R") omezend mnoZina stejné
spojitych funkci. Pak M je relativné kompakini v C(K,R").

Poznamka

Dikaz A-A véty Ize najit napr. v Vrabie: Differential
Equations (Theorem 8.2.1) nebo ve skriptech k MA (Véta
13.4.6)
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https://www.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ma1/analyza.pdf

Poznamka

Obecnégjsi formulace A-A véty: Bud K kompaktni
mnozina a M C C(K,R") omezend mnoZina stejné
spojitych funkci. Pak M je relativné kompakini v C(K,R").

Poznamka

Dikaz A-A véty Ize najit napr. v Vrabie: Differential
Equations (Theorem 8.2.1) nebo ve skriptech k MA (Véta
13.4.6)

Poznamka

Dikaz existence feSeni diferencialni rovnice ¢asto
pracuje s feSenimi pozménené rovnice, které konvergu;ji k
néCemu, o cem se ukaze, Ze je to feSeni plvodni rovnice.
Casto také vyuzivaji véty o pevnych bodech (Banachova,
Browerova, ...).
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https://www.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ma1/analyza.pdf

Poznamka

Je-li f spojitd a omezend v Q = R™', pak fedeni existuje
dokonce globalné, tj. pro t € R. Priklad rovnice

x' = exp(x), x(0) = 2, jejiz (jediné) feSeni

x(t) = In(1/(e72 — t)) nelze pokraCovat za t = 72,
ukazuje, ze obecné je existence zaru¢ena pouze lokainé.
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2. Jednoznacnost reseni
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Definice
Rekneme, Ze rovnice (DR) ma v Q vlastnost
1. globalni jednoznacnosti, jestlize pro libovolna feseni
(x, D), (y,d), splnujici x(f) = y(t) pro néjaké
o € INJ, plati x(t) = y(t) prov8echnat e IndJ.
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Definice
Rekneme, Ze rovnice (DR) ma v Q vlastnost

1. globalni jednoznacnosti, jestlize pro libovolna feseni
(x, D), (y,d), splnujici x(f) = y(t) pro néjaké
o € INJ, plati x(t) = y(t) prov8echnat e IndJ.

2. lokalni jednoznacnosti, jestlize pro libovolna feseni
(x, 1), (y,J), spliujici x(&) = y(&) pro néjaké
I € INJ, existuje 6 > 0 tak Zze x(t) = y(t) pro
vSechnate INndn(ty— 9,1t +9).
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Véta 4
Rovnice (DR) ma v Q vlastnost globalni jednoznacnosti,
prave kdyz zde ma vlastnost lokalni jednoznacnosti.
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Definice
Funkce f se nazyva lokalné lipschitzovska vzhledem k x v
Q, jestlize pro kazdé (f, xo) € Q existuji L a § > 0 tak, ze

pro v8echna (¢, x), (t,y) € (fo — 9, b + J) x U(Xo, 9).
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Definice
Funkce f se nazyva lokalné lipschitzovska vzhledem k x v
Q, jestlize pro kazdé (f, xo) € Q existuji L a § > 0 tak, ze

pro v8echna (¢, x), (t,y) € (fo — 9, b + J) x U(Xo, 9).

Véta 5
Necht f je lokalné lipschitzovska vzhledem k x v Q. Potom
rovnice (DR) ma v Q vlastnost lokalni jednoznacnosti.
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Definice
f € Cl(Q) znadi, Ze g—)’; existuji a jsou spojité v 2, pro
kazdé i.
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Definice

f € Cl(Q) znadi, Ze g—)’; existuji a jsou spojité v Q, pro
kazdé i.

Lemma 6

Necht' f € CL(Q). Potom f je lokélné lipschitzovska
vzhledem k x v Q.
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Definice

f € Cl(Q) znadi, Ze g—)’; existuji a jsou spojité v Q, pro
kazdé i.

Lemma 6

Necht' f € CL(Q). Potom f je lokélné lipschitzovska
vzhledem k x v Q.

Dulsledek 7
Necht f € C}(Q). Potom rovnice (DR) ma v Q vlastnost
globalni jednoznacnosti.
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3. Maximalni reseni
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Definice
Reseni (%, ) se nazve prodlouzenim Feeni (x, /), jestlize
I > 1aXx(t)=x(t)prokazdéte l.
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Definice

Reseni (%, ) se nazve prodlouzenim Feeni (x, /), jestlize
1> 1ax(t) = x(t) pro kazdé t € I.

Reseni (x, /) se nazve maximalni, jestlize nema zadné
netrivialni (tj. 7 2 1) prodlouzeni.
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Definice

Reseni (%, ) se nazve prodlouzenim Feeni (x, /), jestlize
1> 1ax(t) = x(t) pro kazdé t € I.

Reseni (x, /) se nazve maximalni, jestlize nema zadné
netrivialni (tj. 7 2 1) prodlouzeni.

Véta 8

Kazdé reseni ma alespori jedno maximalni prodlouzeni.
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Véta 9 (Picard)
Necht f € C(Q). Pak pro kaZdé (ty, Xo) € Q existuje pravé
jedno maximalni feSeni x (DR) v Q splriujici x(t)) = Xo.
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Lemma 10
Reseni (x, 1), kde | = (a, b), Ize prodlouZit za bod b, prave

kdyz plati

(i) b< oo

(i) existuje lim;p_ x(t) =: Xo € R" a
(i) (b, X0) € Q.
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Véta 11 (O opusténi kompaktu)

Necht K C Q je kompaktni mnoZina, necht (x, I) je
maximalni fesenti, splriujici (ty, x(ty)) € K. Potom existuji
L>fhatb<l takové, ze (t1,X(t1)) ¢ K a (tg,X(tQ)) ¢ K.

Obycejné diferencialni rovnice 3. Maximalni feseni



4. Zavislost
na pocatecni podmince
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Véta 12 (Gronwallovo lemma)

Necht w(t), g(t) jsou nezdporné, spojité na intervalu |,
necht ty € I, K > 0. Necht pro kazdét € |

w(t) < K+ /t w(s)g(s)ds

)

Potom pro kazdé t € |

g(s)ds

)

w(t) < Kexp <

Obycejné diferencidlni rovnice 4. Zavislost , na pocatecni podmince



Lemma 13

Necht f je (globalné) L-lipschitzovska v Q2 vzhledem k x.
Potom pro libovolna dvé reseni (x, 1), (y,J) vQ a body t,
o € INJ plati

x(1) = y(1)] < [x(t) — y(bo)|exp(L|t — &)
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Definice

Necht f je spojita a lokalné lipschitzovska vzhledem k x v
Q. Potom definujeme fesici funkci ¢ : G € R™2 — R”
predpisem o(t, to, Xo) = x(t), kde x : | — R" je maximalni
fedeni rovnice (DR) v Q s pocatecni podminkou x(f) = Xo
atel
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Definice

Necht f je spojita a lokalné lipschitzovska vzhledem k x v
Q. Potom definujeme fesici funkci ¢ : G € R™2 — R”
predpisem o(t, to, Xo) = x(t), kde x : | — R" je maximalni
fedeni rovnice (DR) v Q s pocatecni podminkou x(f) = Xo
at el Zde G je maximalni mozna, tj. obsahuje véechny
trojice (t, ty, Xo) € R™2, pro néz o(t, ty, Xo) ma smysl.

Véta 14

Necht f je spojita a lokalné lipschitzovska vzhledem k x v
Q. MnozZina G z pfedchozi definice je oteviena a ¢ je
spojita na G.
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Dusledek 15

Je-li f = f(t, x, p) spojita a navic lokalné lipschitzovska
VUCi x a parametru p, zavisi feseni x' = f(t, x, p),

x(ty) = Xo Spojité i na parametru p.

Obycejné diferencidlni rovnice 4. Zavislost , na pocatecni podmince



Oznacme pro Ucely nasledujici véty 8% derivaci ve sméru
w € R" dle proménné Xp.

Véta 16

Necht f € CY(Q), w € R". Potom 92(t, y, Xo) existuje v
kazdém bodé G. Oznacime-li x(t) = ¢(t, ty, Xo) @

u(t) = 22(t, to, X), pak funkce u je Fesenim ,rovnice ve
variacich*

U = V,f(t, x(t)u, u(th) = w (1)
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Poznamka

Za uvedenych predpokladd dokonce g—;’;(t, fo, Xo) zavisi
spojité na xo, tj. fesici funkce je diferencovatelna (ma
totalni diferencial) vzhledem k xp. Lze téZ ukézat, ze ¢ je
diferencovatelna vuci t a f,.

Poznamka

1.Jelife CYjepc Ck.

2. Za prislusnych predpokladu je fesici funkce
diferencovatelna téz vici parametru p.
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5. Linearni rovnice
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Definice
Linearni rovnici rozumime

x =A(t)x + g(t), x(to) = Xo (2)
kde A(t) : (a,b) — R™" g(t) : (a,b) — R" jsou spajité.
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Definice
Linearni rovnici rozumime

x =A(t)x + g(t), x(to) = Xo (2)
kde A(t) : (a,b) — R™" g(t) : (a,b) — R" jsou spajité.
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Definice
Normu matice A € R"™" definujeme

1A = sup {|Ax]; x € R”, |x| <1},

kde |x| = /X2 + --- + x2 je norma vektoru x € R".
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Definice
Normu matice A € R"™" definujeme

1A = sup {|Ax]; x € R”, |x| <1},

kde |x| = /X2 + --- + x2 je norma vektoru x € R".

Véta 17 (Vlastnosti normy matice)
Necht A, B € R™", Potom :
(i) ||All >0, a||A|| =0 prévé kdy? A= 0
(i) [[aAll = |al [|All proVa € R
(i) |A+ Bl < [|A]l + [|B]
(iv) |AB| < [|All[|B]
(v) |Ax| < [|All|x| proVx € R”
(vi) je-li A regularni, pak |Ay| > |y|/ ||A~"|| proVy € R”
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Poznamka
Lze zavést jiné (nutné ekvivalentni) normy matice, napf.

[Alloo = max{|A;

;1 <i.j<n}

kde Aj znaci prvek jj matice A. Vyhoda vySe uvedené
normy je ve vlastnostech (iv-vi) Véty 6.1, které napf. pro
normu ||A||, neplati (resp. plati az na vhodnou
konstantu).
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Poznamka
Lze zavést jiné (nutné ekvivalentni) normy matice, napf.

[Alloo = max{|A;

;1 <i.j<n}

kde Aj znaci prvek jj matice A. Vyhoda vySe uvedené
normy je ve vlastnostech (iv-vi) Véty 6.1, které napf. pro
normu ||A||, neplati (resp. plati az na vhodnou
konstantu).

Casto (a mi¢ky) uzivana Gvaha : A, — A v normé, pravé
kdyz An; — Aj pro kazde jj. Podobne (tj. po slozkach) Ize
ekvivalentné nahlizet na dal$i ,limitni“ operace
maticovych funkci (derivace, integral, soucet fady).
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Véta 18
Necht' ty € (a,b), xo € R” je dano. Pak existuje jediné
Feseni rovnice (2), definované na celém (a, b).
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Véta 18
Necht' ty € (a,b), xo € R” je dano. Pak existuje jediné
Feseni rovnice (2), definované na celém (a, b).

Poznamka

Podstatny rys linearnich rovnic: globalni existence feseni,
tj. na oboru spojitosti A(t), g(t). Ve skuteCnosti plati i pro
nelinearni rovnice x’ = f(x, t) se sublinearni pravou
stranou, tj. pokud |f(x, t)| < a(t)|x| + g(t), kde a(-), g(*)
jsou spaijité.
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Definice
Homogenni rovnici rozumime (2) pro g(t) = 0, ;.

x = A(t)x, x(t) = Xo (3)
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Definice
Homogenni rovnici rozumime (2) pro g(t) = 0, ;.

x' = A(t)x, x(t) = xo (3)
Veta 19

Mnozina Ry reSeni homogenni rovnice (3) tvori
n-dimenzionalni podprostor C'((a, b), R").

Obycejné diferencidlni rovnice 5. Linearni rovnice



Definice

Fundamentalnim systémem pro (3) rozumime libovolnou
bazi Ry. Matice, jejiz sloupce tvori prvky libovolného
fundamentalni systému, nazyvame fundamentalni matici

pro (3).
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Definice
Fundamentalnim systémem pro (3) rozumime libovolnou
bazi Ry. Matice, jejiz sloupce tvori prvky libovolného
fundamentalni systému, nazyvame fundamentalni matici
pro (3).
Poznamka
Je-li d(t) néjaka fundamentalni matice pak:

@ o(t) splnuje ,maticovy tvar (3)%, tj. ¥’ = A(t)d
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Definice

Fundamentalnim systémem pro (3) rozumime libovolnou
bazi Ry. Matice, jejiz sloupce tvori prvky libovolného
fundamentalni systému, nazyvame fundamentalni matici

pro (3).

Poznamka

Je-li d(t) néjaka fundamentalni matice pak:
@ o(t) splnuje ,maticovy tvar (3)%, tj. ¥’ = A(t)d
@ (1) je regularni pro kazdé t € (a, b)
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Definice

Fundamentalnim systémem pro (3) rozumime libovolnou
bazi Ry. Matice, jejiz sloupce tvori prvky libovolného
fundamentalni systému, nazyvame fundamentalni matici

pro (3).
Poznamka
Je-li d(t) néjaka fundamentalni matice pak:
@ o(t) splnuje ,maticovy tvar (3)%, tj. ¥’ = A(t)d
@ (1) je regularni pro kazdé t € (a, b)
@ obecné feSeni (3) mé tvar ®(t)c, kde c € R”
(sloupcovy vektor)
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Definice

Fundamentalnim systémem pro (3) rozumime libovolnou
bazi Ry. Matice, jejiz sloupce tvori prvky libovolného
fundamentalni systému, nazyvame fundamentalni matici

pro (3).
Poznamka
Je-li d(t) néjaka fundamentalni matice pak:
@ o(t) splnuje ,maticovy tvar (3)%, tj. ¥’ = A(t)d
@ (1) je regularni pro kazdé t € (a, b)
@ obecné feSeni (3) ma tvar ¢(t)c, kde ¢ € R”
(sloupcovy vektor)
@ O(t) = ¢(t)d'(f) je také fundamentalni matice

navic splnujici ®(t) = 1.
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Véta 20 (Variace konstant)

Necht ®(t) je libovolna fundamentalni matice pro (3).
Potom reseni rovnice (2) Ize napsat ve tvaru

x(t) = ¢(1)d (fp) xo+(1) /tdf‘(s)g(s)ds, t € (a b).

)
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Definice

Wronského determinant (Wronskian) rovnice (3) je funkce
w(t) = det(®(t)), kde ¢ je (libovolna) fundamentalni
matice rovnice (3).
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Definice

Wronského determinant (Wronskian) rovnice (3) je funkce
w(t) = det(®(t)), kde ¢ je (libovolna) fundamentalni
matice rovnice (3).

Véta 21 (Liouvilleova formule)
Necht ®(t) je maticové feseni (3), necht w(t) = det ®(t).
Potom t
w(t) = w(ty)exp (/ tr A(s)ds)
fo

kde tr A je stopa matice A.
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6. Linearni rovnice
s konstantnimi koeficienty

Obycejné diferencialni rovnice



Linearni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty a
s matici A € R™" je
x' = Ax, (HRK)

Obycejné diferencialni rovnice 6. Linearni rovnice ,s konstantnimi koeficienty



Linearni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty a
s matici A € R™" je
x' = Ax, (HRK)

Definice
Maticovou exponencialu definujeme predpisem
e = >0 ) LAk (s konvenci A° = ).
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Linearni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty a
s matici A € R™" je

X' = Ax, (HRK)

Definice
Maticovou exponencialu definujeme predpisem
e = >0 ) LAk (s konvenci A° = ).

Poznamka
Rada konverguije absolutné a plati ||e?|| < el
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Veta 22
Necht U(t) = e*. Pak U(t) je fundamentalni matice
rovnice (HRK) a plati U(0) = 1.
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Veta 22
Necht U(t) = e*. Pak U(t) je fundamentalni matice

rovnice (HRK) a plati U(0) =

Véta 23 (Vlastnosti maticové exponencialy)
(i) e¥ =e?l provac R

(i) pokud AB = BA, pak e**8 = e”e?

(i) e 'AC = C~ 1eAC

(iv) e A = (eA) ; specialné e* je vZdy regularni
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Dusledek 24 (Variace konstant pro (4))
Necht A € R™", g(t) : (a,b) — R" je spojita, t, € (a, b) a
Xo € R" jsou dana. Potom rfeSeni rovnice

x'= Ax + g(b), xX(t) = Xo (4)

ma tvar

t
x(t) = e(t_tO)AXo +/ e(t_s)Ag(S)dS, t € (a,b)

)
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Véta 25 (Vypocet maticové exponencialy)

Nacht A € R™", J je jeji Jordanuv kanonicky tvar,
A=WV-"a(\,...,\,) je diagonéla J. Potom

e = VeV, kde et — diag(e™,..., e P(t), pficemz
P(t) je b/okove diagonalni matice se stejné velkymi a
stejné usporadanymi bloky jako J a blok velikosti k matice
P(t) je roven

1t 32 . (k11)t:;
01 ¢t ... Gyt
00 O 1
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Dusledek 26

Bud' a = max{R\ : X € o(A)} a m velikost nejvétsi
Jordanovy buriky prislusné k viastnimu ¢islu s R\ = a.
Pak existuje M > 0, Ze ||e®| < Mt™"e? pro véechna
t>0.
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Dusledek 26

Bud' a = max{R\ : X € o(A)} a m velikost nejvétsi
Jordanovy buriky prislusné k viastnimu ¢islu s R\ = a.
Pak existuje M > 0, Ze ||e®| < Mt™"e? pro véechna
t > 0. Specialné pro véechna a > a existuje M >0, ze
|e”|| < Me* pro vsechnat > 0.
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Definice

Pro matici A € R"™" a jeji spektrum o(A)definujeme
o_(A) =c(A)N{R < 0}, 5o(A) = o(A) N {k = 0},
o0+(A) =o(A) N {R > 0}. Prostory generované
prislusnymi (zobecnénymi) vlastnimi vektory znacime
X_(A), X;(A), Xo(A) (nazyvame je stabilni, nestabilni a
centralni podprostor).
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Definice

Pro matici A € R"™" a jeji spektrum o(A)definujeme
o_(A) =c(A)N{R < 0}, 5o(A) = o(A) N {k = 0},
o0+(A) =o(A) N {R > 0}. Prostory generované
prislusnymi (zobecnénymi) vlastnimi vektory znacime
X_(A), X;(A), Xo(A) (nazyvame je stabilni, nestabilni a
centralni podprostor).

Poznamka
Ztejmé R" = X_(A) @ X (A) @ Xo(A). Tyto prostory jsou
invariantni vzhledem k A a téz vzhledem k e®.
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Véta 27 (Asymptotické chovani reseni (HRK))
Necht’ A je dana matice. Potom existuji o, , Mac > 0
takové, Ze plati:
1. (stabilni podprostor) x, € X_(A) —
|exo| < ce~!|xy| pro kazdét > 0
2. (nestabilni podprostor) x, € X, (A) —
|exo| < ce’|xo| pro kazdé t < 0
3. (centralni podprostor) xy € Xo(A) =
|e’x0| < c(1 + |t))M|xo| pro kaZdé t € R

Poznamka
Uvedené vlastnosti prostory X_(A), X;(A) a Xp(A)
charakterizuji, 1j. plati i opacné implikace.
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/. Stabilita
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MOTIVACE

Lemma 13 teoreticky tvrdi spojitost feSeni vUcCi xo,
prakticky vSak (pro vétsi f) nema vzhledem k
exponencialnimu odhadu vyznam. To nas vede ke
zkoumani okolnosti, za nichz existuji odhady, které se
nezhorsuji pro t — oo.
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Definice

Necht f = f(x, t) je spojitd v oteviené Q c R™' a navic

lokalné lipschitzovska vuci x. Necht Q D {0} x /, kde

| = (7,00), anecht f(0,f) =0 proVt e I.

Rekneme, Ze nulové feseni rovnice je

(i) stabilni, jestlize Vt, € IVe > 0 35 > 0 tak, ze |xp| < ¢

implikuje, ze ¢(t, ty, Xo) je definovano a splnuje
|g0(t, to,X0)| < g pro Vt> 1y
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Definice

Necht f = f(x, t) je spojitd v oteviené Q c R™' a navic

lokalné lipschitzovska vuci x. Necht Q D {0} x /, kde

[ = (7,00), @ necht f(0,t) = 0 pro vt € I.

Rekneme, Ze nulové feseni rovnice je

(i) stabilni, jestlize Vt, € IVe > 0 35 > 0 tak, ze |xp| < ¢

implikuje, ze ¢(t, ty, Xo) je definovano a splnuje
|g0(t, to,X0)| < g pro Vt> 1y

(i) nestabilni, jestlize neni stabilni
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Definice

Necht f = f(x, t) je spojitd v oteviené Q c R™' a navic

lokalné lipschitzovska vuci x. Necht Q D {0} x /, kde

[ = (7,00), @ necht f(0,t) = 0 pro vt € I.

Rekneme, Ze nulové feseni rovnice je

(i) stabilni, jestlize Vt, € IVe > 0 35 > 0 tak, ze |xp| < ¢

implikuje, ze ¢(t, ty, Xo) je definovano a splnuje
’gO(t, to,X0)| < g pro Vt> 1y

(i) nestabilni, jestlize neni stabilni

(ii) lokalni atraktor, jestlize Vi, € 1 3n > 0 tak, ze |xo| <7
implikuje, ze (t, ty, Xo) je definovano YVt > t, a navic
o(t o, X0) — 0prot — +oo
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Definice

Necht f = f(x, t) je spojitd v oteviené Q c R™' a navic

lokalné lipschitzovska vuci x. Necht Q D {0} x /, kde

| = (7,00), anecht f(0,f) =0 proVt e I.

Rekneme, Ze nulové feseni rovnice je

(i) stabilni, jestlize Vt, € IVe > 0 35 > 0 tak, ze |xp| < ¢

implikuje, ze ¢(t, ty, Xo) je definovano a splnuje
’gO(t, to,X0)| < g pro Vt> 1y

(i) nestabilni, jestlize neni stabilni

(ii) lokalni atraktor, jestlize Vi, € 1 3n > 0 tak, ze |xo| <7
implikuje, ze (t, ty, Xo) je definovano YVt > t, a navic
o(t o, X0) — 0prot — +oo

(iv) asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a navic
lokalni atraktor
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Definice

(v) uniformneé stabilni, jestlize Ve > 0 36 > 0 Vi, € I tak,
Ze |xo| < ¢ implikuje, Ze ¢(t, ly, Xo) je definovano a
splfiuje |¢(t, th, Xo)| < e proVt >
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Definice

(v) uniformneé stabilni, jestlize Ve > 0 36 > 0 Vi, € I tak,
Ze |xo| < ¢ implikuje, Ze ¢(t, ly, Xo) je definovano a
splfiuje |¢(t, th, Xo)| < e proVt >

(vi) uniformné asymptoticky stabilni, jestlize je uniformné
stabilni a navic In > 0Ve > 03T >0Vl € I |x| <n
implikuje, ze ¢(t, ty, Xo) je definovano pro vSechna
t>thalp(thx) <eproVt>th+ T
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Definice

(v) uniformneé stabilni, jestlize Ve > 0 36 > 0 Vi, € I tak,
Ze |xo| < ¢ implikuje, Ze ¢(t, ly, Xo) je definovano a
splfiuje |¢(t, th, Xo)| < e proVt >

(vi) uniformné asymptoticky stabilni, jestlize je uniformné
stabilni a navic In > 0Ve > 03T >0Vl € I |x| <n
implikuje, ze ¢(t, ty, Xo) je definovano pro vSechna
t>thalp(thx) <eproVt>th+ T
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Definice

(v) uniformneé stabilni, jestlize Ve > 0 36 > 0 Vi, € I tak,
Ze |xo| < ¢ implikuje, Ze ¢(t, ly, Xo) je definovano a
splfiuje |¢(t, th, Xo)| < e proVt >

(vi) uniformné asymptoticky stabilni, jestlize je uniformné
stabilni a navic In > 0Ve > 03T >0Vl € I |x| <n
implikuje, ze ¢(t, ty, Xo) je definovano pro vSechna
t>thalp(thx) <eproVt>th+ T

Poznamka

V pripadé autonomni rovnice vSak je (asymptoticka)
stabilita totéz co (asymptoticka) uniformni stabilita, nebot
QO(I', to, Xo) = gO(t — to, 0, Xo).
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Poznamka
1. (iii) obecné neimplikuje (i) — Vinogradovuv protipfiklad.
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Poznamka

1. (iii) obecné neimplikuje (i) — Vinogradovuv protipfiklad.
2. Obecnéji, reSeni x(t) rovnice x’ = f(x, t) se nazve
stabilni (resp. uniformné stabilni, atd.), jestlize ma
analogickou vlastnost nulové feSeni rovnice v’ = g(u, t),

kde g(u, t) = f(x(t) + u, t) — f(x(1), 1).
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Poznamka

1. (iii) obecné neimplikuje (i) — Vinogradovuv protipfiklad.
2. Obecnéji, reSeni x(t) rovnice x’ = f(x, t) se nazve
stabilni (resp. uniformné stabilni, atd.), jestlize ma
analogickou vlastnost nulové feSeni rovnice v’ = g(u, t),
kde g(u, t) = f(x(t) + u, t) — f(x(1), 1).

3. V pripadé linearni rovnice (2), {j.

X = Alt)x + g(1)

je stabilita (libovolného) feSeni ekvivalentni stabilité
nulového feSeni prislusné homogenni ulohy, {j. (2).
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Véta 28
Je dana rovnice x' = A(t)x, kde A(t) je spojita v
I = (7,00). Necht &(t) je (libovolna) fundamentaini
matice. Potom nulové feseni je
1. stabilni, prave kdyZz pro Vi, € | je |®(t)|| omezena v
[t07 OO)
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Véta 28
Je dana rovnice x' = A(t)x, kde A(t) je spojita v
I = (7,00). Necht &(t) je (libovolna) fundamentaini
matice. Potom nulové feseni je
1. stabilni, prave kdyZz pro Vi, € | je |®(t)|| omezena v
[t07 OO)
2. asymptoticky stabilni, pravé kdyz || ®(t)|| — 0 pro
l — o0
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Véta 28
Je dana rovnice x' = A(t)x, kde A(t) je spojita v
I = (7,00). Necht &(t) je (libovolna) fundamentaini
matice. Potom nulové feseni je
1. stabilni, prave kdyZz pro Vi, € | je |®(t)|| omezena v
[t07 OO)
2. asymptoticky stabilni, pravé kdyz || ®(t)|| — 0 pro
l — o0

3. uniformné stabilni, pravé kdyZz 3¢ > 0Vs < t € | je
|e(t)d~"(s)|| < c
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Véta 28
Je dana rovnice x' = A(t)x, kde A(t) je spojita v
I = (7,00). Necht &(t) je (libovolna) fundamentaini
matice. Potom nulové feseni je
1. stabilni, prave kdyZz pro Vi, € | je |®(t)|| omezena v
[t07 OO)
2. asymptoticky stabilni, pravé kdyz || ®(t)|| — 0 pro
t— o0
3. uniformné stabilni, pravé kdyZz 3¢ > 0Vs < t € | je
|e(t)d~"(s)|| < c
4. uniformné asymptoticky stabilni, pravé kdyZz Ja,
c>0Vs<te lplati||®o(t)d~"(s)| < ce (=9
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Veta 29
Necht A je konstantni matice. Potom nulové reseni
rovnice x' = Ax je
1. (uniformné) stabilni, pravé kdyz: R\ < 0 pro
VA € o(A), pficemZz R\ = 0 pouze pro
polojednoducha vlastni Cisla
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Véta 29

Necht’ A je konstantni matice. Potom nulové feseni
rovnice x' = Ax je
1. (uniformné) stabilni, pravé kdyz: R\ < 0 pro
VA € o(A), pficemZz R\ = 0 pouze pro
polojednoducha vlastni Cisla
2. (uniformné) asymptoticky stabilni, pravé kdyz R\ < 0
prov\ € o(A)
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Véta 29

Necht’ A je konstantni matice. Potom nulové feseni
rovnice x' = Ax je
1. (uniformné) stabilni, pravé kdyz: R\ < 0 pro
VA € o(A), pficemZz R\ = 0 pouze pro
polojednoducha vlastni Cisla
2. (uniformné) asymptoticky stabilni, pravé kdyz R\ < 0
prov\ € o(A)
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Veta 29
Necht’ A je konstantni matice. Potom nulové feseni
rovnice x' = Ax je
1. (uniformné) stabilni, pravé kdyz: R\ < 0 pro
VA € o(A), pficemZz R\ = 0 pouze pro
polojednoducha vlastni Cisla
2. (uniformné) asymptoticky stabilni, pravé kdyz R\ < 0
prov\ € o(A)

Poznamka
Matice A splnujici R\ < 0 pro vSechna A € o(A) se
nazyva Hurwitzovska.
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Lemma 30
Je dana rovnice
x' = Ax + r(x,t).

Necht existuji ¢, a > 0 tak, Ze ||€"|| < ce~* proVt > 0;
necht r(x,t) : R™' — R" je spojita a |r(x,t)| < ~v|x| pro
Vx, t, kdey < a/c.

Pak kazdé reseni splriuje

(X(1)] < clx(to)| exp(—5(t — b)),

prot>ty, kde 5 =a — cy > 0.
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Lemma 30
Je dana rovnice
x' = Ax + r(x,t).

Necht existuji ¢, a > 0 tak, Ze ||€"|| < ce~* proVt > 0;
necht r(x,t) : R™' — R" je spojita a |r(x,t)| < ~v|x| pro
Vx, t, kdey < a/c.
Pak kazdé reseni splriuje

(x(8)] < clx(to)| exp(—5(t — b)),
prot>ty, kde 5 =a — cy > 0.
Poznamka

Specialné lemma fika, ze je nulové feSeni (uniformné)
asymptoticky stabilni.
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Véta 31 (O linearizované stabilité)

Je dana rovnice x' = f(x). Necht f(xy) = 0, f(x) je C' na
okoli xo a necht’ R\ < 0 pro kaZdé \ € o(A), kde

A = Vf(xp). Potom xg je (uniformné) asymptoticky stabilni.
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Véta 31 (O linearizované stabilité)

Je dana rovnice x' = f(x). Necht f(xy) = 0, f(x) je C' na
okoli xo a necht’ R\ < 0 pro kaZdé \ € o(A), kde

A = Vf(xp). Potom xg je (uniformné) asymptoticky stabilni.

Véta 32 (O linearizované nestabilité)
Je déna rovnice x' = f(x). Necht f(xo) = 0, f(x) je C' na

okoli xy a necht existuje A € o(A), kde A = Vf(xp) takové,
Ze R\ > 0. Potom X, je nestabilni.
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Poznamka

Pfedchozi veéty nepokryvaji pripad, kdy ®\ < 0 pro

A € o(A), pticemz alespon pro jedno A nastava rovnost.
Za téchto okolnosti nelze obecné o stabilité rozhodnout
pouze na zakladé vlastnosti A; mezi stabilitou rovnice
x" = f(x) a stabilitou ,linearizované® rovnice x’ = Ax
obecné neni souvislost.

Priklad
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Definice

Necht f(x) je C' na okoli xo. Necht f(x,) = 0 a necht
R # 0 pro kazdé \ € o(A). Potom x; nazyvdme
hyperbolicky stacionarni bod rovnice x’ = f(x).
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Definice

Necht f(x) je C' na okoli xo. Necht f(x,) = 0 a necht
R # 0 pro kazdé \ € o(A). Potom xp nazyvame
hyperbolicky stacionarni bod rovnice x’ = f(x).

Véta 33 (Hartman-Grobmanova véta)

Necht x, je hyperbolicky stacionarni bod rovnice

x' = f(x). Potom existuje homeomorfismus, prevadejici
Feseni této rovnice na feseni rovnice x' = Ax, kde
A=Vf (Xo).

Obycejné diferencialni rovnice 7. Stabilita



8. Prvni integral
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Definice
Necht Q C R” je oteviena. Funkce U : Q — R se nazve
prvni integral rovnice

x' = f(x) (5)

v Q, jestlize :
1. U je tfidy C' a nekonstantni v Q

2. t— U(x(t)) je konstantni, pokud x(t) je libovolné
feSeni (5) v

Poznamka
Fyzikalni vyznam: zachovavajici se veli¢ina (energie).
Geometricky vyznam: feSeni (5) tvofi ,vrstevnice” grafu U.
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Véta 34

Necht Q c R™ je oteviend, f : Q — R" je spojita,

V:Q — R je C'. Potom je ekvivalentni:

(i) pro kazdé x(t) reseni rovnice (DR) vQ jet — V(x(t), )
konstantni

(i) O V(x, 1)+ Vi V(x,t) - f(x,t) = 0 pro kazdy bod

(x,t) € Q
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Definice
Vyraz 0;V(x,t) + Vi V(x,t) - f(x, t) podrobné zapsano

n

1% A%
S0+ > a_x,-(x’ 1f(x, t)

nazyvame orbitalni derivaci funkce V vzhledem k rovnici
(DR). Znacime V;. Je-li x(t) libovolné feseni (DR), pak
dV(x(0). 1) = Vi(x(2), 0).
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Definice

Funkce Uj(x) tfidy C' nazveme nezavislé v bodé xo,
jestlize matice {5 (xo)}, i=1,....n,j=1,... kma
hodnost k.

Ekvivalentné: vektory VU;(xp) € R” jsou lineéarné
nezavislé.
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Definice

Funkce Uj(x) tfidy C' nazveme nezavislé v bodé xo,
jestlize matice {5 (xo)}, i=1,....n,j=1,... kma
hodnost k.

Ekvivalentné: vektory VU;(xp) € R” jsou linearné
nezavislé.

Poznamka

Ztejmé existuje nejvySe n funkci, jez jsou nezavislé v
daném bodé. Pokud tyto funkce jsou zaroven prvni
integraly rovnice (5), pficemz xo neni stacionarni bod, pak
existuje nejvyse n — 1 takovych funkci.
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Véta 35

Necht jsou dany prvni integraly U, . . ., Uk rovnice (5),
které jsou nezavislé v bodé x,. Potom (5) Ize v jistém okoli
Xo redukovat na soustavu n — k (diferencialnich) rovnic.

Obycejné diferencialni rovnice 8. Prvni integral



Véta 35

Necht jsou dany prvni integraly U, . . ., Uk rovnice (5),
které jsou nezavislé v bodé x,. Potom (5) Ize v jistém okoli
Xo redukovat na soustavu n — k (diferencialnich) rovnic.

Véta 36

Necht f(x) je C' na okoli xo, a necht f(x;) # 0. Potom
rovnice (5) ma n — 1 prvnich integrald, které jsou
nezavislé v bodé xj.
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Poznamka
Kombinace Vét 34 a 36 zarucCuje (lokalni) existenci feseni

PDR 1. radu
Z 3x,

pro neznamou funkci U = U(x). Mirnou adaptaci dikazu
Ize ziskat (na jistém okoli xg € Q) feSeni obecnéjsi rovnice

Z—fo +g(x,U) =

s predepsanou hodnotou na libovolné C' nadplose I za
pfedpokladu, Ze f(xp) neni teCny smeér ke I' v bodé xo.
Tento postup se nazyva metoda charakteristik.
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9. Stabilita podruhé
— ljapunovske funkce

Obycejné diferencidlni rovnice 9. Stabilita podruhé , — liapunovské funkce



V této kapitole studujeme opét obecnou rovnici (DR), {j.
x = f(x,t)

za trvalych predpokladu: f(x,t) : O x | — R" je spojita,

O C R" oteviend mnozina obsahujici 0 a I = (1, o0).
Pfedpokladame (0, t) = 0 pro vVt € I, 1j. x(t) = 0 je feSeni
v [, 0 jehoz stabilitu pajde.
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Definice
Funkce w(x) : O — R se nazve pozitivne definitni, jestlize
je spojitd, w(0) =0 aw(x) > 0provx € O\ {0}.
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Definice
Funkce w(x) : O — R se nazve pozitivne definitni, jestlize
je spojitd, w(0) =0 aw(x) > 0provx € O\ {0}.

Definice

Funkce V(x,t): O x | — R se nazve Ljapunovska funkce

rovnice (DR) pro bod 0, jestlize:

(i) V(x,t) je spojita, nezapornd a V(0,t) =0 proVt e |

(ii) funkce t — V(x(1),t) je nerostouci pro kazdé x(t)
feSeni (DR) v O x [

(i) existuje pozitivné definitni funkce w(x) v O takovd, ze
V(x,t) > w(x) pro kazdy bod (x,t) € O x |
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Poznamka
Je-li V(x,t) tiidy C', je podminka (ii) vy$e ekvivalentni
nekladnosti orbitalni derivace, tj.

oV

ﬁ(x, H+VeV(x, t)-f(x,t) <0 V(x,t)e O x|

Dikaz je analogicky Vété 8.1. Podobné podminka (v) ve
Vété 10.2 nize je ekvivalentni

Vi(x, 1) < —n(x),

pro vSechny body (x,t) € O x I.

Véta 37
Necht’ rovnice (DR) ma Ljapunovskou funkci pro bod 0.
Potom nulové reseni je stabilni v I.
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Lemma 38
Necht w(x) je pozitivne definitni v O, necht
xn € U(0,¢) C O, necht w(x,) — 0. Potom x, — 0.

Véta 39
Necht’ rovnice (DR) ma Ljapunovskou funkci V(x,t) v
O x I. Necht navic existuji funkce \(x) a n(x) pozitivné
definitni v O takove, Ze:
(iv) V(x,t) < X(x) pro kaZzdy bodV(x,t) € O
(v) gV(x(1),1) < —n(x(t)) kazdé x(t) fesen (DR)
O x|
Potom Q je asymptoticky stabilni v |I.
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Véta 40
Je dana rovnice x' = Ax, kde A € R™". Nasledujici
Vyroky jsou ekvivalentni:
1. 0 je asymptoticky stabilni v [0, c0).
2. RA < 0 proV\ € o(A), neboli A je Hurwitzovska
3. existuji a, ¢ > 0 tak, Ze ||e”|| < ce™*' provt > 0
4. existuje symetricka, pozitivné definitni B € R"™*"

takova, Ze
A'B+BA=—|

Poznamka

Posledni rovnost se nazyva Ljapunovova rovnice. Z bodu
(4) plyne, ze V(x) = x - Bx je Ljapunovskou funkci rovnice
x" = Ax. Pomoci této Ljapunovské funkce Ize také
dokazat Vétu 7.3 (o linearizované stabilite).
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10. Floquetova teorie

Obycejné diferencialni rovnice



V této kapitole budeme studovat linearni rovnici
x' = A(t)x + b(t) (6)
kde A(t) € R™", b(t) € R" jsou spojité a T-periodické

v R. Budeme se zabyvat otdzkou existence periodickych
feSeni a otazkou stability feSeni pro (6).
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V této kapitole budeme studovat linearni rovnici
x' = A(t)x + b(t) (6)

kde A(t) € R™", b(t) € R" jsou spojité a T-periodické
v R. Budeme se zabyvat otdzkou existence periodickych
feSeni a otazkou stability feSeni pro (6).

Poznamka

Pro danou pocatecni podminku x(f) = xo podle Véty 5.1
existuje prave jedno feSeni v R. Je-li x(t) feSeni, je také
y(t) := x(t + T) Fedeni. Redeni x(t) je T-periodické,
prave kdyz x(T) = x(0).
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Lemma 41

Necht A je regularni matice. Pak existuje matice B
(obecné komplexni a ne jednoznacné urcena) takova, Ze
ef = A.
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Lemma 41

Necht A je regularni matice. Pak existuje matice B
(obecné komplexni a ne jednoznacné urcena) takova, Ze
ef = A.

Véta 42 (Floquetova)

Necht &(t) je fundamentalni matice dlohy (6), necht
navic ®(0) = I. Potom existuje regularni a vzhledem k
casu spojita, T-periodicka matice Q(t) a dale (konstantni)
matice B takové, Ze (t) = Q(t)e®.
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Poznamka
Tzv. Floquetova transformace x = Q(t)y pfevadi rovnici

x = A(t)x (7)

na rovnici s konstantnimi koeficienty y’ = By. Matice

C = &(T) = e'B se nazyva matice monodromie. Tato
matice reprezentuje feSici operator v Case periody a lze z
ni vyCist mnohé podstatné informace (existence
periodickych reseni, stabilita, .. .).
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Véta 43
Necht matice A(t) je spojita, T-periodicka. Potom je
ekvivalentni:
1. rovnice (6) ma pro dané T -periodické b(t) pravé
jedno T-periodické reseni
2. rovnice (7) ma pouze trivialni T-periodické reseni
3. 1 ¢ o(C), kde C je matice monodromie
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Véta 43
Necht matice A(t) je spojita, T-periodicka. Potom je
ekvivalentni:
1. rovnice (6) ma pro dané T -periodické b(t) pravé
jedno T-periodické reseni
2. rovnice (7) ma pouze trivialni T-periodické reseni
3. 1 ¢ o(C), kde C je matice monodromie

Véta 44
UvaZujme homogenni rovnici x' = A(t)x. Necht C je
matice monodromie. Potom nulové feseni je:
(i) stabilni, pravé kdyz: |\| <1 pro kazdé )\ € o(C) a
pokud |\| = 1, jde o polojednoduché viastni islo
(i) asymptoticky stabilni, pravé kdyZ |\| < 1 pro kazdé
Aeo(C)
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