Maticova exponenciala a reSeni soustav linearnich rovnic

V této podkapitole se budeme zabyvat vlastnostmi funkce
P:R R Dt

Mimo jiné ukazeme, 7e ®C' je feSenim soustavy Y’ = AY pro kazdy vektor
C e R"
Nejprve si uvédomme, ze z odhadu (3) (v minulé podkapitole) plyne pro
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Tedy fada konverguje lokalné stejnomérné a funkce Y je tedy spojita. Zderi-
vujeme-li m-ty ¢len fady, ziskame
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Odhad (4) nam tedy dava také stejnomérnou konvergenci derivaci. Odtud
plyne, ze limitni funkce je diferencovatelna a lze ji derivovat ¢len po ¢lenu.
Odtud ihned dostavame

tedy funkce ® spliiuje rovnici (1) a Y (t) = ®(¢)C je feseni soustavy rovnic
(1).

Piiklad 2. Najdéte fundamentalni matici nasledujici soustavy pomoci mati-
cové exponencialy

/

r = 10z — 6y
y = 18z — 11y.

Regent. Vypocitame vlastni ¢isla matice soustavy
det(M — A) = (A—=10)(A+11) +6- 18 = A> + X =2 = (A +2)(A — 1).
Vlastni vektor prislusny A\ = 1 je vy spliwjici (I — A)v; = 0, tj. v, = (2, 3).

Vlastni vektor prislusny Ay = 2 spliwuje (=21 — A)vy = 0, tj. vy = (1,2). Tedy
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Mame tedy
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det —3e72 —2¢t 4 2e72
Get — 6e 2 —3el —4e72 )
coz je fundamentalni matice soustavy.

Pozndmka. Uvédomte si, Ze pro kazdou regularni matici M je maticova funkce
O (t)M také fundamentalni matici soustavy (vynasobenim zprava nahradime
sloupce linearnimi kombinacemi sloupcii ptivodni matice). Tedy i V~te!’ je
fundamentalni matice soustavy. Ale ®(¢) = Ve’V =1 je jedina fundamentaln{
matice, pro kterou plati ®(0) = I. Proto ®(¢)C je feSeni soustavy spliiujici
pocéatecni podminku Y (0) = C.

Pro chovani feseni soustavy pro t — 400 je klicovy nésledujici odhad,
ktery hojné vyuzijete v kapitole o stabilité. Jeho diikaz je ponechan jako
cviceni.

Tvrzeni 1. Pro kaZdé e > 0 existuje M > 1 takové, Ze plati
e < Me'“t)  pro vsechna t > 0,

kde oo := max{ReA: A € o(A)}.
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