Rovnice se separovanymi proménnymi

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujici diferencialni rovnici:

y' =gy f(x), (1)

kde f a g jsou realné funkce redlné proménné. Tato rovnice se nazyva rovnice
se separovanymi promennymi. V celé kapitole budou pismena I, J oznacovat
oteviené intervaly.

[hned vidime, ze pokud g(yo) = 0, je y(x) = yo feSenim rovnice defino-
vanym na vSech intervalech obsazenych v definicnim oboru funkce f. Toto
FeSeni se nazyva staciondrni. Zakladni véta, kterd ndm umozni najit netriv-
idlni TeSeni rovnice se separovanymi proménnymi, je nasledujici:

Véta 1 (ReSeni rovnice se separovanymi proménnymi). Je ddna rovnice (1).
Necht f(x) je spojita v I, necht g(y) je spojitd a nenulovd v J. Necht F(z)
resp. G(y) jsou primitivnd funkce k f(x) resp. 1/g(y) v I resp. v J.
Oznaé G~Y(2) funkei inverzni ke G(y). Necht I C I a ¢ € R jsou zvoleny
tak, ze F(z)+c lezi v definicnim oboru G—(2) (tj. v G(J)) pro vsechna x € 1.
Potom funkce

y(r) =G YF(z)+c), z€el
je fesent rovnice (1).
Pozndmka. Piedpoklad “F(x) + ¢ lezi oboru hodnot G” je potieba hlidat —
formalni vypocet totiz muze vést k funkci, jejiz defini¢ni obor je vétsi nez
interval, na niz tato funkce fesi nas$i rovnici.

Piiklad 1. Najdéte vSechna maximalni FeSeni rovnice y' = 24/|yl|.

Regend. Thned vidime jediné stacionarni feseni y(x) = 0, 2 € R. Dale aplikaci
predchozi véty nachazime teseni
L pro Il =R, J = (-00,0): Gy) = —/~y, F(x) = x. Tedy G(J) =
(—00,0), I = (=00, —c). nalezené feseni y(z) = —(x+c)?, x € (—o0, —c).
Pozor: pro x > —c dana funkce NENI feseni rovnice.
2. prol =R, J=(0,00): G(y) = /¥, G(J) = (0,00). Nalezené feseni
y(z) = (z + ¢)?, x € (—¢,00). (Opét neni Feseni pro x < —c).
Nevime vSak zatim, zda jsou tato FeSeni maximélni a zda jsou vSechna.
Nékdy se muze stat, ze feSeni, které nam dava Véta 1, nejsou maximalni.
Mame-li feSeni na intervalech (a, b) a (b, ¢), je mozné, ze se nam povede funkci

spojité dodefinovat v bodé b a ze ziskame FeSeni na vétsim intervalu (a, c¢). O
této situaci hovori néasledujici lemma:



Lemma 2 (O slepovani). Necht yi(x) : (a,x9) — R, ya(z) : (20,b) — R jsou
resent rovnice
Necht lim y(x) = yo = hm+ y2(x). Nechl f(x,y) je spojitd v bodé (xq, yo) €
T—x0— T—x0

R2. Potom funkce

yi1(x), x € (a,x0)

y(x) = S ya(x), x € (x0,b)

Yo, T = Xo
je feSenim rovnice (2) v celém (a,b).
Pozndmka. Lemma 2 Tesi vlastné jedinou véc: Ze rovnice je splnéna v bodé
slepeni (z9,40) (jinde je to z predpokladi trividlné jasné) a fiké, Ze to je
zaruceno, slepim-li feSeni spojité. Miize vSak nastat i situace, ze dvé TeSeni
je mozné slepit, prestoze v bodé lepeni neni funkce f spojita.

Resent. (pokracovani) Funkce

—(z+¢)? z<-—c
y(r) =
0, T > —c
je dle Lemmatu 2 feSeni rovnice 3y’ = 24/|y| v R, nebot vznikne slepenim
dvou Feseni: y;(z) = —(x + ¢)* v (=00, —¢) a yo(z) = 0 v (—c,00). Také
funkce
x+c)?, T>-—c
y(r) = ko)
0, r < —c

je TeSenim rovnice. Tato TeSeni jsou evidentné maximalni, nebot jsou defi-
novana na celém R. Zbyva dofesit otazku, zda jsou vSechna (samoziejmé
nezapominame na nulové stacionarni reseni).

Jak pozname, Ze jsme nalezli vsechna maximalni feSeni? Picardova véta
o existenci a jednoznac¢nosti nam dava jednoznacnost feSeni v bodech, na
jejichz okoli jsou funkce (z,y) — f(z)g9(y) a (z,y) — f(x)g'(y) spojité.
Mame-li tedy oblast 2 C R?, v niZ jsou tyto funkce spojité, a najdu-li sadu
feseni, které Q vyplni (kazdym bodem prochézi aspon jedno z nich), pak
zadna jina feSeni nejsou. Naopak body, v nichz ¢'(y) neexistuje, jsou obvykle
kandidati na vétveni. (V bodé (x, yo) nastava vétvend, jestlize jim prochéazeji
dvé feseni, ktera se neshoduji na zadném P(z,0).)

V pripadé rovnice se separovanymi proménnymi vSak plati silnéjsi véta o
jednoznacnosti:



Tvrzeni 3 (o jednoznacnosti). Jsou-li f a g spojité v Q, pak k vétveni maiZe
dojit pouze v bodech, v nichZ g’ neexistuje nebo neni spojitd a zdrovern g = 0.

Nepotiebujeme tedy spojitost (z,y) — f(x)g'(y), pokud g je nenulova.
Toto tvrzeni si muzete dokazat jako cviceni (viz nize).
Resend. (dokonceni) Uvazme opét rovnici ¥ = 2+/Jy|. Sada fesent y.(z) =
(x —¢)?, x € (¢,00) zjevné vypliwje horni polorovinu 2 = {(z,y), y > 0}
(bodem (z0,40) € §2 prochézi feeni, kde ¢ = xy — /o). Protoze f i g jsou
v ) spojité a g navic nenulova, zadna jina feseni zde nemohou byt. Resenf
tvaru —(x + ¢)? podobné vyplni dolni polorovinu. K vétveni tedy miiZe dojit
pouze v bodech (z¢,0) a vSechna tato vétveni jsme nasli.

1. moznost 2. moznost 3. moznost 4. moznost

Takto tedy vypada cely postup hledani maximélnich feSeni rovnice (1):

1. Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v defini¢nim oboru funkce
f. (Tim méme vymezeny maximéalni intervaly, na kterych muazeme hle-
dat feSeni.)

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0, potom funkce
y = ¢ na libovolném intervalu z 1. kroku je stacionarni feSeni rovnice

(1).

3. Uréime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval [ z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy f je na [
spojité a g je na J spojita a nenulova. Budeme hledat feSeni rovnice (1),
ktera jsou definovanéd nékde v intervalu I a maji hodnoty v intervalu
J. Je-li y takové Teseni, pak pro néj plati



Necht F' je primitivni funkce k funkei f na intervalu I a G je primitivni
funkce k funkci 1/¢g na J. Potom existuje konstanta ¢ € R takova, ze
plati

Gly(z)) = F(x) +c

na defini¢nim oboru feSeni y, ktery nalezneme v nasledujicim kroku.

. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximélni neprazdné oteviené intervaly
obsazené v mnoziné

{xel;, F(z)+ce G(J)}.
Na kazdém z téchto intervalu feSeni musi mit tvar
y(x) = GH(F(z) +c),

kde G~! znaéf funkei inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot G je na
intervalu J bud rostouci nebo klesajici.

. Z TeSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feseni z 2. kroku ,,slepime*
v8echna maximalni feSeni rovnice (1).

Piiklad 2. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice

Y =201+

eni. Bod 1: I = R. Bod 2: rovnice neméa zadné stacionarni feseni. Bod 3:
R. Bod 4: po vydéleni 1 + y? a integraci dostavame

arctgy = 2% + c. (3)

Protoze mame jen jeden interval pro x a jeden pro y, nemusime zde rozliSovat
nékolik pripadu a tloha se tim vyrazné zjednodusuje. Bod 5: protoze funkce
G = arctg zobrazuje J = R na (—m/2,7/2), musi prava strana rovnosti (3)
lezet v intervalu (—m/2,7/2), tj.

€ (—n/2—¢c,m/2—¢).

Pokud ¢ < —7/2, je FeSeni definované na intervalech z € (—+/7/2 — ¢, —/—7/2 — c)

az € (\/—m/2—c,\/7/2—c). Pokud ¢ € (—7/2,7/2), pak je definované na
intervalu (—/7/2 — ¢, /7/2 — ). Pokud ¢ > 7/2, feSen{ neexistuje. Resent
je dané predpisem

y = tg(z® + ).



Bod 6: Protoze v krajnich bodech intervala (++/+7/2 —¢) je limy(z) =
400, nalezenéd TeSeni nelze prodlouzit, jsou tedy maximélni. Z véty o jed-
nozna¢nosti plyne, Ze jsme nalezli vSechna TeSeni, protoze kazdym bodem
roviny prochazi nékteré z nami nalezenych feSeni. Skuteéné, bodem [z, yo]
prochazi feseni y = tg(z? + ¢), kde ¢ = arctg yo — 22, definované na intervalu
(—\/7/2 —c,—\/—7/2 —¢), jeli 7y < 0, arctgyo — x2 < —7/2, nebo na
intervalu o € (\/—7/2 — ¢, \/7/2 — ¢), je-li g > 0, arctgyy — 23 < —7/2 a
nebo na intervalu (—\/7/2 — ¢, \/7/2 — ¢), je-li arctgyo — 23 € (—7/2,7/2).

sedou prochazeji
zespodu omezena
reseni

bilou prochazeji
reseni neomezena

zeshora i zespodu

Ulohy
Naleznéte vSechna maximéalni feseni nésledujicich rovnic:
-y =yl
Ly =12
-y =03/2)vy
LY =41 —y?
(=) +y=0
.y = 3x?y?

_ cos’y

/
‘Y= z2+1

.y'sinz=ylny
Y=y

-y = exp(=(z +y))
M+ o =0

Y =3Yyexpr
Y =y -y
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14. (2> +2)y — 22+ 1)y =0
15. ¢/ cosz +y(y+ 1)sinz =0
16. z%(z* + 4)y' = cos®y

/. 1-2z
17. yy' = =

18. zy +y = >
19. ¢ = 10*tY
20. e V(14+y) =1

21. ¢y = /1%

22. y'sinz = ylny, y(n/2) =1

23,y = H% y(0) =1

24. y' = Jye™®

Y
25. ¢y = 20e "/ y*
2 x
26. ' = L)
27.y = e VYcosx
28. (2— %)y = —3e”" tgycos?y
29.y = (1+yH)tge
/I 1=z
30. y' = ;
’ 1—y?
31. ¢y = —%- —
r /Y2
32. Yy = w
T 2
33. y = 2

34. zy cosy + siny = sin’y

35. Najdéte maximélni feseni pocate¢ni tlohy y —xy’ = b(1+zy/), y(1) =1
v zavislosti na parametru b € R.

36. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice 3y’ = z—z, ktera jsou omezena.
37. Najdéte mnozinu vSech bodi v roviné, kterymi prochézi pravé jedno
feSenf rovnice y' = <% definované na celém R.

38. Najdéte vsechna A € R, pro ktera existuje feseni rovnice y'(2 — €*) =
—3e” tgy cos? y spliwjici lim,_, o y(z) = lim, ;o y(z) = A.

39. Necht f je spojitd na okoli bodu xy a g je spojita a nenulova na okoli
bodu y. Pak v bodé (zy, yo) nedochazi k vétveni.



Reseni

1) M4 smysl pro x € R, stacionarni feSeni y = 0 na R. Resfme na inter-
valech y € (—00;0), y € (0;+00). Po integraci: sgn(y)In|y| =z +¢, c € R.
Po tpravach pro y < 0: y = —exp(—(z + ¢)) a pro y > 0: y = exp(x + ¢)
Zaver: y(zr) = kexp(xsgn(k)), z € R, k € R.

2) Ma4 smysl pro = € R, stacionarni feSeni y = £1 na R. Resfme na inter-
valech y € (—o0;—1), y € (—1;1), y € (1;+00). Po integraci %ln(|%|) =
x + ¢, ¢ € R. Po upravach pro y € (—oo;—1) a pro y € (1;+00) mame
y = cotgh(z + ¢) proy € (—=1;1) y = tgh(x + ¢). Zavér: y(z) = £1, x € R;
y(x) = tgh(x +¢), x € R, ¢ € R; y(x) = cotgh(xz + ¢), x € (—o0; —¢) nebo
r € (—c;+00), c € R.



--- asymptoty

-1 0 1.5
3) Ma smysl pro = € R, stacionarni feseni y = 0 na R. Resime na in-
tervalech y € (—00;0), y € (0; +00). Po integraci: {/y> = = + ¢, ¢ € R, tj.

x > —c. Poupravachproy < 0:y = \/(x +c)3aproy > 0: y = —+/(x + ¢)3.
Lze nalepit v —c. Zavér:

L. x € (—o00; —c), . .
y(r) = {i TP xc—c4oo), eR

vycet moznych
chovani reseni

L IL. III.

4) Resime pro z € R a y € [—1;1]. Stacionérni feSeni y = +1 na R. Pro

y € (—1;1) fesime rovnici \/iy_2 = 1, po integraci arcsiny = z + ¢, ¢ € R.
—y

Odtud y = sin(z +¢), z € (-5 — ¢ 5 — ¢). ReSeni lze napojovat ve viech

bodech, kde y = —1 nebo y = 1. Kazdé maximéalni feSeni rovnice je uréeno
vzorcem y(r) = sin(z+c) prox € (=5 —¢; 5 —c), y(r) = —1 na (—oo; =5 —¢|
a y(r) = —1na [§ — ¢;400) kde ¢ je realné cislo.

8



vycet moznych
chovani reseni

0 = 0
l navazani reseni
—1t </ -1
I 1L 1I1.

5) Ma smysl pro z € R, stacionarni feseni y = 0 na R. Resime na inter-
valech z € (—00;0), z € (0;4), z € (4;+00), y € (—o0;0) nebo y € (0; +00).
Po integraci: In(y]) = $In(|-%;]) + ¢, ¢ € R. Po upravach pro y < 0:

y=—k{/lz5l k> 0aproy > 0:y = k{/|75], k> 0. Zavér: y(z) = 0,
T € R; y(x) = £k/|-5], @ € (—00;0) nebo & € (0;4) nebo & € (4;+00),
ke R*.

6) Ma smysl pro = € R, stacionarni feseni y = 0 na R. Resfme na inter-
valech y € (—00;0) nebo y € (0; +00). Po integraci: —i =23+c¢,ceR Po
tpravach y = L. Zaver: y(z) = 0, € R; y(z) = 5, © € (—o0; —/c)
nebo z € (—/c¢; +0), c € R.



] | | --- asymptoty
) -1 0 Ney

7) Ma smysl pro z € R, stacionarni feSeni y = § + k7 na R. Resfme na
intervalech y € (=% 4+ km; 5 + kn), k € R. Po integraci: tg(y) = arctg(z) +c,

c € R. Po tpravach y = arctg(arctg z +c) + kn. Zavér: y(x) = km +arctg(c+
arctg(z)), v € R, ceR, k€ Z; y(r) =5 +km, x €R, k € Z

w
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8) Ma smysl pro = € R, stacionarni feseni y = 1 na R. Resfme na in-
tervalech x € (km;m + km), k € Z, y € R*. Po integraci: In|lny| = ¢ —

, - . _ l—cosz _
arctgh(cosz), ¢ € R. Po tpravach pro y < 1. y = exp(—cy/1rees) =

exp(—c|tg(5)]), ¢ > 0 aproy > 1y = exp(cy/17e03) = exp(c|tg(5)]),
c > 0.V x = 2kr lze nalepit. Zavér: y(z) = 1, x € R; y(x) = exp(c-tg(5)),
xr € ((2k —1)m; (2k + 1)m), c € R\ {0}.

10



r 0 x
9) M4 smysl pro z € R, stacionarni feseni y = 0 na R. Resfme na inter-
valech y € (—00;0) nebo y € (0; +00). Po integraci: 33y = v + ¢, c € R. Po
tpravach y = (£5€)% pro « € (—o0; —¢) nebo x € (—¢; +00). Zavér:
(22203, 1 € (—o05—d
y(x) =< 0; r€(—¢—d) c,deR c>d
(554)% = €= [~d;+00)

vycet moznych
chovani reseni

L 1L I11. IV.

10) Ma smysl pro z,y € R, stacionarni feSeni y = 0 na R. Po integraci:
expy = ¢ — exp(—=z), ¢ > 0. Po upravach y = In(c — exp(—z)) pro =z €
(—Inc; +o0). Zaver: y(z) = In(c — exp(—z)); € (—In¢;+00), ¢ > 0.

11



-5 -2 0 3
t

11) Ma smysl pro x € (—o0;—1) nebo z € (—1;1) nebo = € (1;+00),
zadna stacionarni FeSeni. ReSime na intervalech y € (—o0; —1), y € (—1;1),

y € (1;+00). Po integraci: Inly? — 1| = —3In|z? — 1| + ic, ¢ € R. Po
upravach y = 4+,/1 + % Zaver: y = +4/1+ % pro x € (—1;1) a pro
ye(=11)

(2 € (—o0; —V/1— k) nebo z € (V1 — k; +00)
pro k € (—oo

—1

x € (—oo;—v/1 — k) nebo z € (—1;1) nebo z € (v/1 — —|—oo)

] k pro k € (—1;0)
y=Fyt 12 —1 |z € (—o0;—1) nebo z € (—v1 — k; /1 — k) nebo z € (1; +oo)
)

pro k € (0;1

x € (—o0;—1) nebo z € (1;+0)
\ pro k € [1;+00)

12
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12) M4 smysl pro x € R, stacionarni feSeni y = 0 na R. Resfme na in-
tervalech y € (—00;0) nebo y € (0;+00). Po integraci: /y = exp(x) + c,
c € R. Po upravich y = (¢ + exp(z))®. Pro ¢ < 0 lze slepit v y = 0. Zavér:
y(z) = (exp(x) +¢)3, z € R c € R{,

(expz +¢)’ x € (—o0;In(—c)]
y(z) = < 0; z € (In(—c);In(—d)) ¢, de RTU{—-o0}, c>d
(expz + d)3; x €= [In(—d); +0)

vycet moznych
chovani reseni

0 0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -1
L II. IIL.

3 13) M4 smysl pro x € R, stacionarni feSeni y = 0 na R a y = 1 na R.
Resime na intervalech y € (—o0;0), y € (0;1), y € (1;4+00). Po integraci:

13



1

In |yy;1| =z +c¢, c € R. Po upravach y = . Zavér: y(x) =0, v € R,

l—cexpz
(2) 1 x € R pro ¢ € (—o0; 0]
r) = —
Y I+cexpx |z € (—oo;—Inc) nebo z € (—In¢;400) pro ¢ € (0; +00)
-1 4
1
0 :
---- asymptoty
0

14) M4 smysl pro x € R, stacionarni feseni y = 0 na R. Resfme na inter-
valech z € (—oo; —1), z € (=1;0), z € (1;400), y € (—00;0), y € (0;4+00).
Po integraci: In |y| = ¢+ 1n |2? + 2|, ¢ € R. Po tpravach y = c(z? + x). Zavér:




15) Ma smysl pro x € R, stacionarni feSeni y = 0 a y = —1 na R. Resime
na intervalech v € (=5 + km; 5 +km), k € Z, y € (—o0; —1), y € (—1;0),

y € (0;400). Po integraci: In[-*5| = In[cosz| + ¢, ¢ € R. Po tpravéch
y = oomt Zaver: y(r) = -1, v €Ra

;

x € (2km — arccos(%); 2km + arccos(%)), keZ
pro ¢ € (g ~1] U [1;-+00)
x € (2km + arccos(1); 2(k + 1)m — arccos(1)),
pro ¢ € (—oo; —1J U [1;+00), k € Z
|z € Rproce (—=1;1)

27
2

16) Ma smysl pro x € R, stacionarni feSeni y = 7 + km, k € Z. Resime na
intervalech = € (—00;0), z € (0; +00), y € (=5 +km; 5 +km), k € R. Po inte-
graci: tg(y) = g arctg(%) — =+ ¢, ¢ € R. Po upravéach y = arctg(s arctg(%) —
=+ ¢). Zaver: y(x) = kr + arctg(s arctg(%) — & + ¢), © € (—00;0) nebo
€ (0;400), ceR k€Zay(x)=kr+35, 2R ke

17) M4 smysl pro z € R, zadna stacionarni feseni. Resfme na intervalech
y € (—00;0), y € (0;+00). Po integraci: 3y° = x—z%+¢, ¢ € R. Po tpravach
r —ax?+c). Zaver: y(x) = {/3(x — 2% + ¢) na intervalech: Pokud

¢ € (—o0; —1), pak # € R. Pokud ¢ = —1, © € (—00; 3) nebo z € (3;+00). A

pokud ¢ € (—1;+00), pak € (—o0; 1 — /3 +¢)neboz € (5 — /T + 5+
\/1+¢)nebo z € (5+4/1+ ¢ +0o0).

15
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18) Ma smysl pro = € R, stacionarni feSeni y = 0 a y = 1 na R. Resfme na
intervalech = € (—00;0), x € (0;4+00), y € (—o0;0), y € (0;1), y € (1;+00).
Po integraci: ln|%| = In|z| 4+ ¢, ¢ € R. Po tpravach proy < 0 ay > 1

yzﬁkm,k>0apr00<y<lzy:%k'xl,k>0.ZéVér:y(x):ﬁ,
z € (—o0; —) nebo x € (—4; +00),

ke R\ {0}, y(x)%o, y(x) =1,z € R.

4b

mnohoznacnost

reseni \ :

---- asymptoty
2 4
2 ~ 2 2 . 2 s M s . . -y
19) Ma4 smysl pro = € R, zadna stacionarni feseni. Po integraci: — }210 =

W05+ 55, ¢ < 0. Po dpravach y = —log,o(—10" — ¢). Zavér: y(z) =

—logy(—10% — ¢), z € (—o0;logyy(—c)), c € R™.

16



-2t
c=-103

—4t
c=-10° §

) 0 2 4
20) M4 smysl pro z € R, stacionarni feseni y = 0 na R. Resfme na in-
tervalech y € (—00;0), y € (0; +00). Po integraci: In |1 — exp(—y)| = x + ¢,
¢ € R. Po tpravach proy < 0: y = —In(kexpx + 1) aproy > 0: y =
—In(1 — kexpz). Zavér:

x € (—oo; —In(—k)) pro k € (—o0;0)
reR pro k € [0; +00)

y(x) = —In(1 + kexp(z)), {

4 ) 0 2 4

21) M4 smysl pro x € (—o0;—1) nebo z € (—1;+1) nebo x € (1;+00),
stacionarni feSeni y = £1 na R. ReSime na intervalech z € (—1;1) ay €

17



(—1;1). Po integraci: arcsin(y) = arcsin(z) + ¢, ¢ € (—m; 7). Po tupravach
y = sin(c+ arcsin(x)). Na intervalech z € (—oo; —1) nebo z € (1;+00) ay €
(—o0; —1) nebo y € (1; +00) ziskdme po integraci argcosh(z) = argcosh(x) +
¢, ¢ € R. Rozebereme-li jednotlivé moznosti a podivame-li se na to, ktera
feSeni je mozno jak lepit, obdrzime nésledujici zavér:

stacionarni reSeni:

y(x) = x1, x € (—oo; —1) nebo x € (—1;+1) nebo = € (1;+00)

feSeni pro ¢ € (—oo; —m:

y(z) = £ cosh(c + argcosh |z|), x € (—oo; —cosh¢) nebo x € (cosh ¢; +00)

feSeni pro ¢ € (—m;0]:

y(z) = £ cosh(c + argcosh |z|), x € (—oo; — cosh¢) nebo x € (cosh ¢; +00)
y(x) = sin(c + arcsinx), = € (—1;1)

-1, x € (—1;cos(]
y(r) =9 . .
sin(c + arcsinz), 1z € [cosc; 1)

feSeni pro ¢ € [0;7):

y(x) = £ cosh(c + argcosh |z|), © € (—o0; —1) nebo z € (1; +00)

y(x) = sin(c + arcsinx), z € (—1;1)

sin(c+ arcsinz), x € (—1;cosc
&) = {1 ( ) ( ]

, x € [cosc 1)

feSeni pro ¢ € [m; 4+00):

y(x) = £ cosh(c + argcosh |z|), x € (—oo; —1) nebo x € (1;+00)

18
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
22) M4 smysl pro z € R, stacionarni feSeni y = 1 na R. Po integraci:
1—cos(x . 2 1—cos(x
In|lny|| = %}n|1+cosgx§| + ¢, ¢ € R. Po tpravach y = exp(k~/|1+cosgx;|),
k € R. Zavér: ReSeni spliwujici poc¢ateéni podminku je y(z) = 1, z € R.

23) Ma smysl pro z € R. Po integraci: arctg(y) = arctg(z) +¢, ¢ = 7.
1—cos(z)
1+cos(z)

podminku je y(z) = tg(§ + arctgz), v € (—o0,tg ).

Po upravach y = exp(k ), k € R. Zavér: Reseni splitujici pocatecni

X

24) Resime proz € Ra y € [0; +00). Stacionarni feseni y = 0 na R. Pro

y > 0 FeSime rovnici 3—?7 = exp(—x). Po integraci mame 2,/y = ¢ — exp(—z),

19



+ - x . (cmexp(=2))® 7o
c € RY, pro ¢ — exp(—xz) > 0. Po tpravé y = “—5—"—. Zavér:

y(x) =0,z €R
(2) 0, z € (—o0;—1In(]
xT) =
Y He—exp(—2))?, x € (—Inc+oo) proce RT

navazani reseni ----—-asymptoty

-2 -l 0 1 2 3 4 5
25) Ma smysl pro = € R, stacionarni feSeni y = 0 na R. Resfme na inter-
valech y € (—00;0), y € (0; +00). Po integraci: ¢/y = ¢ —4exp(—x), c € R.
Po apravach y = (¢ —4expx)’. Zaver: y(z) = (¢ —4exp(z))®, z € R pro
c € (—o0;0] a

(c—4expx)®, x € (—o0;—1In(%))
0, r € (—n(%); —In(%)) ¢, de€[0;+], c>d
(d—4dexpz)®, z € (—In(%; +00))

y(r) =

20



vycet moznyc
chovani resen

\

slepeni
asymptota

IIL. Iv. V.

26) Ma smysl pro x € R. Po integraci: arctg(y) = ¢ — %ln(l +1?), c €
(—=Z;+00). Po upravach y = tg(c — 3In(z? + 1)). Zaver: y(z) = tg(c —
1In(z® + 1)) na intervalu (—y/exp(2c+ m) — 1;y/exp(2c + 7) — 1) pokud
¢ € (—2;3) a na intervalech (—y/exp(2c+ m) — 1; y/exp(2c — 7) — 1) nebo
(Vexp(2c — ) — 1;y/exp(2c + 7) — 1) pokud ¢ € [%; +00).

lcl < /2

-30 20 -10 0 10 20 30
27) Ma smysl pro z € R. Po integraci: exp(y) = sin(x) + ¢, ¢ € (—1; +00).
Po tpravach y = In(sin(z) + ¢). Zavér: y(z) = In(sin(x) + ¢) na intervalech
(—arcsin(c) 4 2km; — arcsin(c) + (2k + 1)7), k € Z pro ¢ € (—1;1), na inter-
valech (=% + 2km; 3% + 2km), k € Z pro c =1 ana R pro ¢ € (1;+00).
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= 2n

28) Resime pro z € R a y € (=5 + km 5 + km), k € Z. Stacionarni
feeni y = km. Proy € (=5 + km; km) a pro y € (km; 5 + km) mame po
integraci In [tgy| = 31In|2 — e*| + ¢, ¢ € R. Ozna¢me d = (sgntgy)e. Potom
tgy = d(2 — e”)?, odtud y = kr + arctg(d(e® — 2)3). Zavér:

o
[SIE]
N

w

y(z) = kr + arctg(d(e” —2)*), 2 € R, d € R, k € Z

29) Ma smysl pro x € (=5 + km; § + kn), k € Z. Po integraci arctgy =
c—In|cosz|, c € (—o0; §), nebot pro c > Tjec—In|cosz| > T, ale arctgy €

(—=Z;%). Tedy:

272
y(x) =tg(c —In|cosxl).

Reseni je definovano na intervalech

€ (km — arccose"2; km — arccose“™2), k € Z ¢ € (—o0; —%]

), k€Z ce&(—o0;—7F]

LkeZ ce(-%:%)

jus
x € (k7 4 arccos e“T2; km + arccos e~

t\)lﬁ w|=l m|=l

T
x € (km — arccos e z; km + arccos e~

30) M4 smysl pro z € R. Po integraci mame 1y* = ¢ —

= Hz—1)2 ¢ >
0, nebot pro ¢ < 0 je ¢ — 3(z — 1) < 0, ale 1§ > 0. ReSenf y(z) =

++/2c — (x —1)2, z € (1 — v2¢;1 4+ v/2¢) pro ¢ € (0; 4+00).

31) M4 smysl pro z € (—1;1). Stacionarni feSeni y = £1 pro x € (—1;1).
Po integraci mame rovnici \/1 — y? = ¢c—+/1 — 2. Musi platit c—v/1 — 22 €
[0;1), neboli v1—22 € (¢ — 1;¢]. Odtud = € (—1;—+1—¢?) nebo z €
(V1—=c%1) proc € (0;1) ax € (—/1—(c—1)2 \/1—0—1 ) pro ¢ €
[1;2). Pro jiné hodnoty konstanty ¢ neni splnéno ¢ — /1 — 22 € [0;1). Pod-
minka y # 0 & 22 # 1 — (¢ — 1)? je splnéna, k lepeni dojde v bods, kde
y==+le22=1-c24 Regent:
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pro ¢ € (0;1):

y(r) = ¢ —1, r € [—V1—c% V1 -2

—\/1—(0—\/1—x2)2, r e (V1—c41)

VI- (- vVI—@2 ze (-5 Vi)

y(x) =41, x € [—V1—c2 V11—

\/1—(0—\/1—1:2)2, re(V1I-c4l)

pro ¢ € (1;2):

y(w) = 21— (c— VI— 222, 2 € (—\/T= (c= D)% /I = = 1)?)

dal3i feSeni:

1, x € (=1;0]

y(w) = JI—(—Viz@2, e ()

{\/1 —(1—VI=22)2, ze(-10)

1, z € [0;1)

- _1’ €Tr € (—1,0]
y(z) = {_\/1—(1—\/1—7932)2, r € (0;1)
{_\/1_(1—\/@)2, r € (—1,0)
1 X

y(x) ==+1, z € (—1;1)

32) M4 smysl pro z € (—o0;0) nebo = € (0;+00). Po integraci a vyna-

sobeni dvéma y/y?>+ 1 =1In|z|+ 1 —¢, ¢ € R. Musi byt In|z| + 1 —¢ > 1,
neboli In|z| > ¢, tj. © € (—o0; —€°) nebo z € (e +00). feSeni na téchto

intervalech: y(z) = £/(Infz| + 1 —¢)2 — 1.
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33) Resime pro z € (—oo;—1), = € (—1;1), z € (1;+00) a y € R. Sta-
cionérni feSeni y = 0 na R. Pro y € (—o00;0) nebo y € (0; +00) fesime rovnici
;32/ = wffl. Po integraci i =c+1Injz? — 1], c€ R. Odtud y = m pro

x takové, ze 12 — 1 # exp(—c). Zéavér:

1
c+In|x?—1|

Reseni je definovano pro z € (—oo; —V1+e¢), z € (—/1+e ¢ —1),z €
(—1;1),z € (;V1+4e°),z € (V1+e % +00), pokud ¢ € (—o0;0) a nebo
E —

S

y(z) =

);
prowE(—OO;—v1+€_c)7$ —Vi+e™ 1),1’6(—1;—\/1—6_0),1‘6
(—V1—evVl—cc),ze(VlI—ecl),
pokud ¢ € [0; +00)

34) Resime pro x € R a y € R. Rovnici upravime na tvar xy’cosy =
siny(siny — 1). Stacionarni feSeni y = k7w, k € Z, na R a y = § + 2km,
k € Z, naR. Proxz # 0 aproy € (2k7r;g+21/<:7r), y € (5 + 2km; (2k +
1)) nebo y € ((2k + 1)m; (2k + 2)7) mame =y = <. Po integraci
mame In|l — =| = In|z| + In¢, ¢ € R, odtud |1 — .1y] = c|z|. Pro

siny sin
y € (2km; § +2km) feSeni y = arcsin %Cm +2k7. Proy € (5 +2km; (2k+1)7)

feSeni y = m — arcsin 1+16|w\ + 2km. Pro y € ((2k + 1)m; (2k + 2)7) feSeni
1

y = arcsin ;— 1 + (2k 4 2) a feSeni y = m — arcsin %c'x' + (2k 4 2)7. ReSeni
lze spojovat v bodé z = 0. Zavér:

feSeni pro y € (2km; m + 2k7), ve vzorcich ¢,d € R:

1—c|z|

( arcsin —-— + 2kmw, x € (—00;0]
) =
Y arcsin ﬁdlw\ +2km, € [0;+00)

. 1 .

y(z) = arcsin .— g + 2k, x € (—o0;0]

T — arcsin 1%.1@\ +2km, 1z € [0;4+00)

7 — arcsin 1%” +2km, x € (—o0;0]
y<x) _ ' | clx

arcsin —— + 2k, z € [0;+00)

1—d|x|

T — arcsin 1_1| P+ 2km, x € (—o0;0]
y(x) = "

™ — arcsin ;g + 2km, @ € [0;400)

stacionarni reseni

y(x) =kmr, z € R

24
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feSeni pro y € (m + 2km; 2w + 2kn), ve vzorcich ¢, d € R\ {0}:

2
+ (2k + 2)7, x € (—o0; _E)

y(x) = arcsin

— ||
(z) i + (2k 4+ 2) e(2+ )
) = arcsin T ore(l oo
! 1 — c|z| ’ c’
2
y(x) = m — arcsin = ela] + 2k +2)7m, x € (—o0; _E)

1 2
y(z) = 7 — arcsin =l + (2k+2)m, x € (E’ +00)

Ve vsech vzorcich plati k € Z.

35) Ma smysl pro = € R, po tupravé fesime rovnici (b+ 1)zy’ = y — b. Pro
b = —1 teSeni y = —1 nespliuje pocatecni podminku. Resfme pro b # —1.
Stacionarni feSeni y = b splni poc¢atecni podminku pro b = 1. Pro b # +1
feSime na intervalech y € (—o0;b), y € (b; +00). Po integraci (b+1)In(ly —
b)) = In(|z|) + ¢, ¢ € R. Po tpravach |y — b| = kexp( , kde k = e°

b1
Dosazenim pocateni podminky y(1) = 1 dostaneme |1 — b| = k. ReSeni pro

y<biy=b—|b—1|exp (”“"”") aproy >by=>b+[b—1exp (ﬁﬂf’;").

b+1
Zaver:
prob € (—oo;—1):  y(z)=b+ (1 —b)exp (‘gfg), z € (0;+00)
probe {—1}: nema reSeni
In(—x
b—(b—1) Xp( b(+1))
b, x € (—00;0)
In(—x
pro b € (—1;400): y(z) = b+(b—1)e ( b(-i-l )
b, z € {b}
b+ (1= b)exp (1;;@), z € (0; +00)

36) Ma smysl pro x € (—00;0) a pro x € (0;+00). Staciondrni feseni y = 0
vyhovuje zadani. Re$ime pro y € (—oo 0) a pro y € (0;+00). Po integraci:
- e —% — ¢, ¢ € R. Po tpravé: y = . Omezena FeSeni jsou:

o € (—00;0) pro c € (—o0;0)
y(x) = cr+ 1 € (0;400) pro ¢ € (0; +00)
B T € (-OO;O)
y(x) =0, € (0; +00)
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37) Nejprve vyfesime diferencialni rovnici. Ta ma smysl prox € Ray € R.
Resfme tedy rovnici ¥ expy = cosx, po integraci expy = sinx + ¢, ¢ €
(—o0;1). Regenf y(x) = In(sinz + ¢). Uréime hodnotu konstanty ¢ tak, abby
defini¢ni obor tohoto feseni bylo celé R: Musi byt sinz + ¢ > 0, odtud ¢ >
—sinz = sin(—z)Vz € R. Tedy ¢ > 1. Protoze prava strana rovnice je funkce,
ktera je v kazdém bodé lokalné lipschitzovska vzhledem k proménné y (nebot
je t¥idy C>= C C!), tak kazdym bodem roviny R? prochézi pravée jedno fesent.
Proto hledanou mnoZinou je mnozina M = {(z,y) € R* expy —sinx > 1}
(jsou to body roviny lezici nad grafem funkce y = In(1 + sinx)).

38) Z prikladu 28 vime, Ze vSechna maximalni feSeni rovnice maji tvar
y(z) = km + arctg(d(e® — 2)3), kde z € R, d € R a k € Z. Vsechna jsou
tedy definovdna na okoli plus i minus nekone¢na. Pocitejme: lim y(z) =
km + arctg(—8d) a lilf y(x) = km + (sgnd)F. Polozime-li lim,_._o y(x) =

lim, 1o y(2), madme kr+arctg(—8d) = kr+(sgnd) 7. Protoze Vd € R arctg(—8d) ¢
{£5}, dostavame odtud sgnd = d = 0. Tedy lim, . y(2) = lim,— oo y(z) =
km, k € Z. Zaver: A € {km;k € Z}

39) Pokud x — y(z) je feSeni prochézejici bodem (z,yo), pak funkce y
splije rovnici z bodi 4 postupu feseni, tj. G(y(z)) = F(x) + ¢, kde ¢ =
G(yo) — F(zg). Protoze G jako funkce zobrazujici okoli y na okoli x je prosté,
lze ji invertovat a tedy

y(r) = GTH(F(z) + G(yo) — F(w)).

Regeni je tedy na okoli bodu uréeno jednozna¢né. (rozmyslete si detaily uve-
deného postupu)

Homogenni rovnice

Uvazujme rovnici
y' = flz,y), (4)
kde
fQz,Ay) = f(z,y),  VAFO.

Tato rovnice se nazyva homogenni rovnice 1. Tdadu. Ukdzeme, Ze tuto rovnici
lze prevést substituci na rovnici se separovanymi proménnymi.
Postup Feseni. Pozorujeme, ze (pro z # 0) je
Y )

tj. prava strana rovnice zavisi pouze na y/x.
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Definujeme tedy z(z) = y(z)/z, takze

y(a) = zz(z),
Y'(z) = x'(2) + 2(x).

Rovnice pfechazi na zz' + z = f(x,x22) = f(1, 2), tj.

lei[f(l’z)_zL (5)

coZ je rovnice se separovanymi proménngmi (pro neznamou funkci z = z(x)).
Standarnim postupem najdeme z(z) a tedy y(x) = xz(x).

Pozndmka. Uvédomme si, ze je-li z TeSeni rovnice (5) na né&jakém podinter-
valu (0, +00), nebo (—o0,0), pak je y := z -z FeSenim rovnice (4) na stejném
intervalu. Plati i opa¢na implikace. Protoze jsme pro ucely vypoctu feseni
museli vylouéit pifipad x = 0, je v konkrétnich pfipadech potieba na zavér
ovérit, zda nalezna feSeni muzeme prodlouzit az do pocatku.

Piiklad 3. ReSme rovnici 2%y’ + zy = 22 + y%
Reseni. Pro x # 0 rovnici prepiSeme do tvaru

;o —zy + 2% + y?

)
I‘2

jedné se tedy o homogenni rovnici 1. fadu. Substituce y(z) = xz(z) dava

zZ +z2=—z+1+ 22,

vy = (z—1)%.

To je rovnice se separovanymi proménnymi. Zjevné z = 1 je feSeni, tj. y(x) =
x, x € R je feseni puvodni rovnice.
Hledejme teseni za podminky z # 1, x # 0. Tedy

Z/

(z—1)2 x

a integraci dostavame
1
—— =c—1 .
~—y=c¢—Ihn ||
Pro I = (0,+0), J = (1,+00) zobrazuje funkce na levé strané interval .J
na (0,400). Tedy ¢ — Inx € (0,400) a zaroven z € (0,+00), coz nam dava
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x € (0,€°). Pro [ = (—00,0) dostavame = € (—e®, 0). Na téchto intervalech
je TeSeni déno predpisem

¢+ 1—In|x|

z(x) =

c+1—In|z|
c—In|x|

;o ylr) = (6)

c—In|x|
Podobné pro J = (1,400) a I = (0,+00), resp. I = (—00,0), zobrazuje
funkce G interval J na (—o0,0). Mame tedy ¢ — In |z| € (—00,0) a zaroven
x > 0, resp. x < 0. Odtud dostéavame FeSeni na intervalech (—oo, —e), resp.
(e, +00) definovana opét predpisem (6).

Jsou tato TeSeni maximalni? Protoze limity feSeni v bodech +e¢ zprava
a zleva nejsou vlastni, jisté feSeni neptijdou prodlouzit timto smérem. Zbyva
vySettit prodlouzeni do pocatku. Protoze

liII(l]y(fL‘) =0
a po dodefinovani y(0) := 0 je
—y(0 1-1
20 x z—0 ¢ —In|z]

snadno dosazenim ovéiime, ze v bodé z = 0 je rovnice splnéna. Dodefinované
funkce je tedy FeSenim na celém intervalu (—e€, e®).

Vsimnéte si, ze vSechna tato reSeni prochazeji poc¢atkem a maji zde stej-
nou derivaci. Mizeme je tedy vzajemné napojovat. Takovéto singularni chovani
je pro homogenni rovnice typické!

Vsechna maximalni feSeni rovnice tedy jsou:

c+1—In|z|

=7, x>0
c—In|z|
d+1—In |z|

T < 0,

¢, d € (—o0,400] (kde pro ¢ = oo mame na mysli limitni pfipad y(z) = z-1)
a
c+1—In|x|

y(w) = c—1In|z|

,x € (—o0, —€°), resp. x € (e, +00).
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Priklad 4. Reste rovnici y/ = z;—i

Reseni. Substituce y = zz vede na

, z—1
Tz +z=

z+1

, 1 22+1
Z=——"

r z+1

Vidime, Ze neexistuji stacionarni feseni a feSeni budeme hledat na intervalech
I = (—00,0), Iy = (0,+00) a pro z: J; = (—o00,—1), J» = (—1,+00). Po
vydéleni g(z) a zintegrovani méame

Invz2+1+arctgz =c—Inlz|. (7)

Funkci na levé strané rovnice si oznacme G. Tuto funkci neumime zinvertovat
(z se nam z rovnice nepovede vyjadfit), nicméné vime, ze funkce G je pro
z < —1 klesajici a pro z > —1 rostouci a zobrazuje tedy (—oo, —1) prosté na
(Inv/2 — /4, +00) a interval (—1,400) prosté tamtéz. Mame tedy

In|z| € (—00,c+7/4 —InV/2)

nebo-li
z € (0,eTATIV2Y 1 pegp. g € (—etT/ATV2 (),

Reseni z je tedy dano implicitnim vztahem (7) a je definovano na jednom
z vySe uvedenych intervali. Konkrétnéji feSeni na prvnim intervalu je dano
vztahem

Cc

V/ e
InvVz2+1+arctgz=c—Inz, tj. V22418 =_

X
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a TeSeni na druhém intervalu

C

Invz2+1+arctgz =c—1In(—x), tj. V22+1- " = &

T

Dosadime z = y/z, ndsobime obé strany |z| a mame implicitné zadané feseni

Yy
Va2 4 y2 - e¥OBY/T — ¢ e R

definovana na vyse uvedenych intervalech.

Jsou tato feSeni maximalni? Pro x — 0+, y > 0 mame y — e a
z — 0—, y > 0 mame y — ™2 muzeme tedy napojit, pokud ¢; = ¢y + 7
a ziskdme FeSeni na (—e2 /4= InV2 pertn/4-Inv2) ' krainich bodech tohoto
intervalu mame z — —1, tj. y — —x. Po dodefinovani limitou nebude tedy
mit puvodni rovnice smysl. Nalezena feSeni jsou tedy maximéalni. Ze jsou
vSechna plyne opét z véty o jednoznacnosti a z toho, ze kazdym bodem roviny
prochéazi nékteré z nalezenych feseni (to je vidét z nésledujici poznamky).

KIS

—7/2

grafy maximalnich reseni

jsou souvisle casti spiral
lezici nad, respektive pod, |
grafem funkce y = x

2 L L L
-2 -1 0 1 2

Pozndmka. ReSent predchazejici Glohy mizeme elegantné vyjadrit v polarnich
soutadnicich © = rcos¢, y = rsing (r = /22 4+ y?, ¢ = arctgy/x + kn).

Resenim tlohy jsou ¢asti spirdl r = de~?. Vice o substitucich v diferencialnich
rovnicich se dozvite v kapitole o nelinearnich systémech.

Piiklad 5. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice
I y/x
y =e""+y/x.
Reseni. Substituci y = = - 2z prevedeme na

e =1/
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Pro z € (—00,0), resp. (0,+00) a z € R integraci dostaneme
—e *=Inlz| +ec
Funkce na levé strané zobrazuje interval R na interval (—oo,0), tj.
In|z| 4+ ¢ < 0.

Odtud

|z] < e,

tedy
r € (0,e7°), resp. x€ (—e%0).

Ze vztahu mezi x a z dostavame

2(z) = —In(—1In|z| — ¢

y(x) = —zIn(—In|z| — ¢

na vyse uvedenych intervalech. Tato feSeni jsou maximélni, protoze pro x = 0
nemé puvodni rovnice smysl a v bodech +e7¢ ma feSeni nevlastni limitu.
Reseni jsou vsechna, protoze vyplni celou mnozinu {(z,y) € R? z # 0}.

Ulohy

40. (22 + y?)y' = 2zy
41. 2%y + 2y = 29?
42. 2%y =y + 22y
43. vy’ = y(1 +In¥)
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44. oy + 2% = 2%y

45. 2zyy +2? —y* =0

46. (zpracovano DP) zyy' = y? — z*
A7. vy =x —y

48. vy =y —x

49. 2y = — (v + y)

50. %y = y(v —y)

51. 2zyy = a2 +y?

52. 2y =y + /22 +¢?

53. 2xyy’ = 3y* — 22

54. 2\ /7y —y = —xy

55. * y? + 22y = zyy/

56. * (22 — y?)y = 2zy

57. * (4y? + 3xy + 22)y’ = —(y* + 3xy + 42?)
58. * (y* — 32y + 22y =0

59. * zy = xiif Yy = ’iizg

60. * x +2y+yy =0

61. * (2° +¢°)y = 2%y

%,/ _ y—2x
62. Fy = z+2y
63. * 3 = =

64. * v = ¥ cos (In )
65. * y = LV

66. * vy =y + /22 — 92
Reseni

40) Resime pro z € R, y € R. Po substituci a tpravé fesime rovnici zz’ =

ﬁjg Stacionarni FeSeni z = 0 a z = 1. Pro z ¢ {0;1} a x # 1 méame
7(E-L- ﬁ) = 1. Po integraci In(|z*<|) = In(|z]) + ¢, ¢ € R. Po
upravé dostaneme z = H—W, kde k = +e€. Protoze y = zz, dostavame
ZAVEer:

y(x) =0,z € R

y(r) =z, x € R

y(z) = = (1 £ V1+4c%2?) .2 € R,c € R\ {0}
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41) Resime pro z € R, y € R. Po substituci a upravé fesime rovnici xz’ =
2(2% — z). Stacionarni feSeni z = 0 a 2 = 1. Pro 2z ¢ {0;1} a * # 0 mame
7' (1 = &) = L. Po integraci a tpravé In(| %5 |) = 2In(|z|) +¢, ¢ € R. Odtud

z z—1
ka?

dostavame z = kde k = £e°. Protoze y = zz, dostavame zavér:

kx2—1>
y(x) =0,z € R
y(x) =z,x €R
r € R, ¢ € (—o0;0)
cx® T € (—o0; —%)a ¢ € (0;400)
y(r) = 2 1.1 .
cx® —1 IL’E(—%,%), CG(O,"—OO)
v € (zit+o0), ¢ € (0;+00)

42) Resime pro x € R, y € R. Po substituci a upravé fesime rovnici zz’ =
z(z + 1). Stacionarni feSeni z =0 a z = —1. Pro z ¢ {—1;0} a  # 0 mame
Z (£ — =) = +. Po integraci a tipravé dostavame z = (z+1)cz, ¢ € R\ {0}.
Vynéasobenim z a dosazenim y = xz pievedeme rovnici na tvar y = cay +cx?.

2
Odtud vypocteme y = =, kde d = % pro ¢ # 0, resp. y = 0 pro ¢ = 0. Zavér
po napojeni feSeni v x = 0:
prvni feSeni

druhé reseni

332

y(zr) = ,x € (—o0;c) pro ¢ € (—o0;0) a x € (¢;+00) pro ¢ € (0; +00)

c—x
treti reseni

ZE2

, & € (—o0;0] pro ¢ € (0;4+00) nebo z € (¢; 0] pro ¢ € (—o0;0)
c—x

y(z) = )

T
d—=zx

,x € [0;+00) pro d € (—o0;0) nebo z € [0;d) pro d € (0; +00)

43) Resime pro z € R\ {0}, y € R\ {0}, z -y > 0. Po substituci a tpravé
fesime rovnici 2’ = zIn(z) pro z € (0;400). Stacionarni feseni z = 0 a
z = 1. Po integraci In(|In(2)|) = In(|z|) + ¢, ¢ € R. Tedy z = exp(dz), kde
d = +e°. Regenf nelze napojovat. Celkem tedy dostavame:

y(x) = xexp(cz),z € (—o0;0) nebo z € (0; +00),c € R
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44) Resime pro x € R a y € R. Po substituci a Gpravé fesime rovnici
xz' = 1. Po integraci z = ¢+ In|z|, ¢ € R. Odtud y = z(c + In |z|). Protoze
lirr(l)y(x) = 0, ale ¥'(0) = lir%% = liH(l)(C + In |z|) = —o0, nelze feSeni
Tr— T— Tr—
spojit v pocatku. Zavér: y(x) = z(In|z| + ¢), € (—00;0) a z € (0;+00),

c € R. (Lze fesit také jako linearni rovnici.)

45) Resime prox € R, y € R. Po substituci a tpravé feSime rovnici 2xzz" =
—(2%2 +1). Po integraci In(1 + 2%) = ¢ — In(|z|), ¢ € R. Tedy 2? + y* = 2k,
kde k = £e°. Zavér:

y(x) = +£/c? — (x — ¢)?,x € (2¢;0) pro ¢ € (—o0;0) a z € (0;2¢) pro ¢ € (0; 4+00)

(Lze Tesit také jako Bernoulliho rovnici.)

46) Resime proz € R a y € R. Po substituci a tupravé pro x # 0 dostaneme
rovnici 2zz' = —2, po integraci 22 = ¢c—In(z?), ¢ € R. Nelze napojovat. Zavér:

y(x) = £r\/c —In(2?), 2 € (—exp(5

);0) nebo x € (0; exp(5)). € R

(Lze Tesit také jako Bernoulliho rovnici.)

47) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a tpravé 222 = z(1 — 2z).
Stacionarni feSeni z = % Pro z # % a r # 0 feSime rovnici lf;z = % Po
integraci —3 In(|1 — 22|) = In(|z]) + ¢, c € R. Po tpravé y = 2 + £ k € R.

Z&ver:

y(r) = §+ E,m € (—00;0) nebo x € (0;+00) pro c € R\ {0}
T
y(@) =50 R

(Lze Tesit také jako linearni rovnici.)

48) Resime pro x € R a y € R. Po substituci a tpravé 22’ = —x. Pro
x # 0 TeSime rovnici 2’ = —1, kterd po integraci prejde v z = —In(|z]) + ¢,
c € R. Zaveér:

y(z) = —zln|z| + cx,z € (—00;0) nebo z € (0; +00),c € R

(Lze tesit také jako linearni rovnici.)
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49) Reéime proz € ]R a y € R. Po substituci a tpravé 222’ = —z(2z + 1).

g = % Po integraci —% In(|2z 4 1]) = In(|z|) +c,

c € R. Po tpravé y = —5 + I;, k € R. Zéavér:

y(x) = c_ g,x € (—00;0) nebo z € (0;4+00),c € R\ {0}

T

50) Resime pro z € R a pro y € R. Po substituci a tpravé pro x # 0
feSime rovnici rz’ = —22. Stacionarni feSeni z = 0. Pro z # 0 mame 5 = %
Po integraci 1 = In(|z]) 4+ ¢, ¢ € R. Odtud z = I |kx| kde ¢ = In(k), k > 0,

a dale y =xz = m Resent lze napojit v bodé x = 0. Zavér:

y(x) =0,z € R
o= ln(lgixl)’x € (—00;—¢) mebo x € (g;+00), ¢ € (0; +00)
_r 1 .
In|cx|’ z € (=5:0], ¢ € (05 +00)
y(z) =
x 1
. 4 d .
m(da])’ *© 05 4): d € (0; +00)
y(z) = . 1
, € |0;2),ce (05400
in(eay © €0 e) € 0iFo0)
(L e (=10],ce (0;+00)
In |ex|’ er :
y(r) =
0

\

51) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a upravé 22°22" = 22(1 — 22).
Stamonarnl feSeni z = £1. Pro 2z ¢ {—1;1} a © # 0 mame —2’ (— + m) =
L + ¢. Po itegraci a tpravé In(|1 — 2%|) = —In(|z|) — ¢, ¢ € R. Po tpravé a
uvazeni, ze y = xz dostavame zavér:

y(x) =+x,z €R

y(z) = fxy /1 + %,x € (—oo;min(0; —c)) nebo x € (max(0; —c); +00),c € R\{0}
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52) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a apravé 222’ = |z|v/1 + 22.
Pro x # 0 mame lj;z = SgnT(x). Po integraci sgn(z)In(|z| + V22 +1) =
sgn(z)In(x) + ¢, ¢ € R. Ozna¢ime-li k = e, potom k& > 0 a pro z > 0

k2x2—1 _ oz2—k? _ pPa®-1 o
d 5 a pro r < 0 dostaneme z = - =P T kde p =
Reseni lze napojit v bodé x = 0. Zavér:

dostaneme z =

222 | 1
y(z) = er -- 1;20 = ng— 500" € R, c e (0;4+00)

53) Resime prox € Ray € R. Po substituci a upravé pro x # 0 dostaneme
rovnici 2z22' = 2% — 1. Staconérni fefeni z = £1. Pro 2z ¢ {—1;1} ax # 0
prejde rovnice po integraci na tvar In(|z2 — 1|) = In(|z|) + ¢, ¢ € R. ReSeni
jdou napojovat pro x = 0. Zavér:

z € (—o0;—1)  proc e (—00;0)
y(r) =tzver+1,{z €R pro ¢ € {0}
z € (—¢;4+00)  pro ce (0;+00)

54) Resime pro takova z € R a y € R, pro ktera = - y > 0. Stacionarni

feSeni y = 0. Po substituci 2|z|\/z = —z%2z. Pro z # 0 a  # 0 Fe$ime
rovnici £ = —%. Po integraci 3 In(|z]) = —sgn(z) In(|z]) +¢, ¢ € R. Tedy
z = (¢ —sgn(z)In(|z]))? nebot z -y > 0 = 2 > 0 = |z| = 2. Ozna¢me

csgn(z) = In(k) pro k > 0. Potom z = (In())2. ReSeni lze napojit se

|z
stacionarnim v bodé |x| = k. Zavér:

_ Jzn®*(cx), x€ (-0l
yle) = {O, T € [£;+00)

pro ¢ € (—o0;0)

pro ¢ € (0;+00)

55) Resime pro z € R a y € R. Substituci y = xz, y’ = z + x2' pfevedeme
zadanou rovnici po Gpravach na tvar z3(z — 1)z’ = z%z. Stacionarn{ Fegenf
z = 0 na R. ReSime pro z # 0 a z # 0. Po integraci z — In|z| = ¢ + In|z],
c € R. Pro z € (—00;0) je z —In|z| € (—o0; +00), tedy = € (—o0;0) nebo
z € (0;+00), pro z € (0;+00) je z — In|z| € [1;+00), tedy = € (—o0; —e'7¢)
nebo z € (e!7% +00). Po zpétné substituci z = % a drobné tpravé dostéavame
zaveéretny implicitni vztah y = xz(c + Inly|), ¢ € R, ktery urcuje feseni pro
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r € (—00;0), pro z € (0;400), pro x € (—oo; —e'™¢) a pro x € (e! ™% +00).
Dale méame stacionarni feseni y(x) = 0 pro z € (—o0;0) a pro = € (0; +00).
Graf teSeni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve druhém kvadrantu,
nebot v tomto pfipadé je z € (—o0;0), a tedy 0 < zz < 4o00. Graf FeSeni
definovaného na intervalu (0; 4+00) lezi ve ¢tvrtém kvadrantu, nebot v tomto
pfipadé je z € (—00;0), a tedy —oo < xz < 0. Graf feSeni definovaného na
intervalu (—oo; —e!™¢) lezi ve tietim kvadrantu, nebot v tomto pripadé je

€ (0;400), a tedy —oo < xz < 0. Graf feSeni definovaného na intervalu
(e!7¢ +00) lezi v prvnim kvadrantu, nebot v tomto pifpadé je z € (0; +00),
atedy 0 < zz < +o00. Ze vztahu z — In|z| = ¢+ In|z| 1ze pro z — 0
usoudit, ze z — In|z| — —o0, odkud z — —oo. Pro feSeni definované na
intervalu (—o0;0) nebo na intervalu (0; +00) usoudime ze vztahu z = ¢ +
In|y| pro x — 0 (zleva, resp. zprava, podle toho, zda je feSeni definovano

pro x < 0, resp. = > 0), zZe lir%y(:z:) = 0, a dale ¢/(0) = 111%% =
lirr(l) u@) lir% z(x) = —o0, tedy TeSeni ze druhého kvadrantu nejde spojit s

feSenim ze ¢tvrtého kvadrantu (v bodé x = 0 by nebyla vlastni derivace).

Pro feseni definované na intervalu (—oo; —e'™), resp. (e!7¢ +00) miiZeme

do vztahu z — In|z| = ¢+ In|z| za x dosadit hodnotu x = +e'~* a obdrzime

z —In|z| = 1. Tato rovnice mé pro z € (0;+00) jediné feseni z = 1. Mizeme

tedy usoudit, ze lim y(x) = lim _xz(z) = £e'™ a dale |y (£e' )| =
xr—

z—del—

| lim lim (42 v )\—] lim (= )| = +o0, tedy

am cwy@ﬂ x?"" o e Y= o e
feSeni majici graf ve tfetim7 rep. prvnim kvadrantu nelze prodlouzit za bod
x = —el™¢ resp. pfed bod x = e!7¢. Dostéavame tak maximalni feSeni urcena
implicitnim vztahem definované na intervalu (—oo; 0), (—oo; —e'~¢), (0; 4+00)

a (61—0; +00) a dale stacionarni feseni y(x) = 0, z € R.

56) Resime pro z € R a y € R. Substituci y = xz, y’ = z + x2' pfevedeme
zadanou rovnici po tpravach na tvar z3(1 — 22)2’ = 23 + 2. Dale Fesime pro

x # 0. Stacionarni feSeni z = 0 na R. Pro z # 0 dostavame 2’ (1 — 1?;) = %

Po integraci In |z| —In(22+1) = In|z| + ¢, c € R. Odtud z = 1:|:\/§k;1k2 Kkde
141 —4k222
ok

k=e">0,atedy y=u2z= . Zaver:

11«1—M%ﬂx€(_L_£)
2k ’ 2k’ 2k

y(z) =

57) Resfme pro = € R a y € R. Substituci y = zz, ¢ = z + 22’ prevedeme
zadanou rovnici po tpravach na tvar x®(42%+32+1)2" = —4a?(2®+2%+2+1).
Dale tfesime pro x # 0. Stacionarni feSeni z = —1 na R. Pro z # —1

s 2 ~ . 2 L / — _é 3 ]
dostavame po dalsich upravach rovnici z (Z2 5+ m) = —-. Po integraci
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a tupravé In/(z2+1)3(z +1)2 = ¢ — In(z*), ¢ € R. Pro 2z € (—00;0) je
In+/(22+1)3(2 4+ 1)2 € (—o0;+00), tedy z € (—o0;0) nebo z € (0;+00),
pro z € (0;+00) je Iny\/(22+1)3(2 +1)2 € (—o0;+00), tedy opét = €
(—00;0) nebo x € (0;400).. Ozna¢ime-li e = k > 0, dostaneme rovnici
(22+1)3(z+1)% = ’;—Z, kterou po prendsobeni z® miizeme dale upravit na
tvar ( 222+ 223 (xz +2)* = k? Pouzijeme-li zp&tné vztah y = 2, dostaneme
po pieznadeni ¢ = k? zavéretny implicitni vztah (y? + 22)3(y + x)? = ¢,

€ [0; +00), ktery ur¢uje FeSeni pro (—oo;0) a pro x € (0;+00). Z tohoto
vztahu vSak muzeme pro x — 0 usoudit, Ze ili% y(x) = £/c, a potom y'(0) =
oy et
pro kazdé ¢ € [0;400) feseni definované na R.

—1, tedy implicitni vztah (y*>422)*(y+x)? = c urcuje

58) Resfme pro z € R a y € R. Substituci y = zz, ¢ = z + z2' prevedeme
zadanou rovnici po tpravéach na tvar 232/(2% — 3) = z%2(1 — 2?). Déle resime
pro x # 0. Stacionéarni feSeni z = —1, 2 =0, z = 1 na R. Pro z ¢ {-1;0;1}
dostavame po dalgich upravéch rovnici 2’ ( + =L + —) = % Po integraci

T+z

1| =In|z| + ¢, ¢ € R, neboli oznacuneirl e¢ = k > 0, potom
dostaneme Vztah | 21| = klz|. Pro z € (—oo; —1) je | 2] e (-0 \9/3], tedy
xr e (— 2(3,{,0) nebo:c € (0,%) pro z € (—1;0) je ] 1\ € (—oo,—i—oo)7 tedy
z € (—00;0) nebo z € (0;+00), pro z € (0;1) je |Z _1| € (—ocr—i—oo), tedy

2 € (—00;0) nebo z € (0; +00), apro z € (1;+00) je | Z51| € (—o0 ‘E)/g],tedy
x € (— Q‘f 0) nebo z € (0; 23). Po zpétné substltum y=1xza preznaéeni

ok " Ok
¢ = k dostavame zavéreény implicitni vztah |3”2y_3”32| = ¢, ¢ € [0;400), ktery
urcuje feSeni pro z € (—o0;0), pro x € (0;+00), pro z € (— 25{,0) a pro

x € (0; Qf ). (Uvazujeme-li dale vyraz 29—‘?, mlcky predpokladame ¢ > 0.
V piipadé ¢=0 tak mame jen FeSeni pro x € (—o0;0) a pro = € (0;400))
Déale mame stacionarni feseni y(x) = 0 pro « € (—o0;0) a pro = € (0; +00).
Graf feseni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve druhém kvadrantu pro
piipad z € [—1;0), nebot potom je 0 < zz < z, a pro piipad z € (0;1] lezi
ve tretim kvadrantu, nebot potom je —z < zz < 0. Graf feSeni definovaného
na intervalu (0;400) lezi v prvnim kvarantu pro piipad z € [—1;0), nebot
potom je —z < xz < 0, a pro piipad z € (0;1] lez ve ¢tvrtém kvadrantu,

nebot potom je 0 < zz < x. Graf feSeni definovaného na intervalu (—— 0)
lezi ve druhém kvadrantu pro piipad z € (—oo; —1], nebot potom je —x <
xz < 400, a pro piipad z € [1;400) lezi ve tfetim kvadrantu, nebot potom
je —oo < xz < —z. Graf feSeni definovaného na intervalu (0; 29%) lezi ve
¢tvrtém kvadrantu pro piipad z € (—oo; —1], nebot potom je —oo < xz <

—z, a pro piipad z € [l;4+00) lezi v prvnim kvadrantu, nebot potom je
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r < xz < 400. Mame tii typy resSeni:
1) Libovolné feseni definované na intervalu (—oo; 0) nebo feseni definované na
2\/_ O)

intervalu (— pro které hI(I)l y(x) = 0 (tj. které je klesajici), jehoz graf

lezi ve druhem kvadrantu, lze spojit s libovolnym feSenim definovanym na

intervalu (0; +00) nebo s Fesenim definovanym na intervalu (0; 2‘/_) pro které
ll%ler( x) = 0 (tj. které je klesajici), jehoz graf lezi ve ¢tvrtém kvadrantu,

pricem?z dodefinujeme y(0) = 0. (Libovolnosti FeSeni mame na mysli, Ze pro
xr < 0 muze byt feSeni urcenou konstantou c;, pro x > 0 muze byt uréeno
konstantou c,, pricemi muze byt ¢; # ¢p.) To lze, nebot v takovém pripadé
ze vztahu In|5*| = In|z| + ¢ pro 1| — —o0, odkud
dostéavame z — —1 ,a tedy potom C’1:13(1) y(x) = }:11)1(1) rz(z) = ~0. Navic (bereme li

v N 2 . : z)—y(0 : T :
piislusné jednostranné derivace) y'(0) = glglir(l) % = lim %) = lim 2(z) =

r—0 x—0

—1, coz souhlasi s tim, Ze spojujeme Teseni z druhého kvadrantu se feSenim
ze ¢tvrtého kvadrantu. Obdobné se zdivodni, Ze kazdé feSeni definované na
intervalu (—oo;0) nebo feSeni definované na intervalu (— 2\/_ ;0), pro které
xlir(r)l y(x) = 0 (tj. které je rostouci), jehoz graf lezi ve tretlm kvadrantu,

lze spojit s libovolnym feSenim definovanym na intervalu (0;4o00) nebo s

feSenim definovanym na intervalu (0; 2‘/_) pro které hm y(x) =0 (tj. které

je rostouci), jehoz graf lezi v prvnim kvadrantu, prlcemz dodeﬁnujeme y(0) =

2— z
z 7| — —oo usoudime

z — 1, coz bude souhlasit s tim, Ze spojujeme Teseni ze tietiho kvadrantu se
feSenim z druhého kvadrantu. Timto postupem dostavame maximalni feSeni

definované na intervalech (—oo; %),( 2&{,—1—00) (—o0; +00) a (— 25{,2?){).

2) Reseni definované na intervalu (— 2‘/_ ;0), jehoz graf lezi ve druhém kvad-

rantu (a které je rostouci) lze spOJlt s feSenim definovanym na intervalu

(0; 29i) jehoz graf lezi v prvnim kvadrantu (a které je klesajici), pokud je

konstanta c razna od nuly a pro x < 0 stejné jako pro ¢ > 0. V takovém pii-

1] — —o0 pro x — 0 usoudime, Ze |z| — +oo.

Ze vztahu |Y y;f =c pote muzeme usoudit, Ze hH(l) y(zr) = %, a z rovnice
T—

y'(0) = hm Zoy(e) 1/% = 0. Proto dodefinujeme y(0) = 1. Analogicky

0 3z2—y%(z)
lze Zduvodmt7 ze TeSeni definované na intervalu (— 2&{; ;0), jehoz graf lezi ve

tfetim kvadrantu (a které je klesajici) 1ze spojit s fesenim definovanym na

intervalu (0; %i) jehoz graf lezi ve ¢tvrtém kvadrantu (a které je rostouci)

(Opét stejnéd nenulova konstanta c¢). Rozdil bude jen takovy, Ze ze vztahu

y — | = ¢ usoudime hm y( ) = —1, a proto dodefinujeme y(0) = —2. Opét

bude platit ¢'(0) = 0. Dostavame tak maximalni feSeni definovana na inter-
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valu (—Qg/g; 25/5).
3) Stacionarni feSeni y(z) = 0 pro x € (—o0;0) spojime v bodé =z = 0

hodnotou y(0) = 0 se stacionarnim feSenim y(z) = 0 pro x € (0;+400).
Dostaneme tak maximalni feSeni definované na R. Jiné spojovani feseni jiz

v z z v 2— z z
moZné neni, protoze ze vztahu In|*5t| = In|z| + ¢ dostavame pro z — 0,
2_ .2 L
ze z — a, kde a € {—o0; —1;1;+00} a ze vztahu |*—5=| = ¢ dostévame pro

xr— 0, ze y — 0 nebo y — %, a vSechny tyto moznosti jsme jiz probrali.

2

Poznamka: Body =z = i% odpovidaji hodnotam y = +z= které lezi v

mnoziné y* — 3z% = 0, kde si rovnice vynucuje |y/(x)| = +oo.

59) Resime na mnoziné {(z,y) € R%:x +y # 0}. Substituci y = zz,
z # —1,y = z + x2’ prevedeme zadanou rovnici po upravach na tvar
?2'(2 4+ 1) = (1 — 2). Rovnici Fesime pro z # 0 a bez podminky z # —1,

kterou budeme v prubéhu feseni pouzivat nebo nepouzivat dle potieby. Sta-
AT Fedend 5 — - . . / 2y _ _1
cionarni feSeni z = 1 na R. Po upravé pro z # 1 méame z (1 + Z_l) = —=.

Po integraci z + 2In|z — 1| = ¢ — In|z|, ¢ € R. Pro z € (—o0;1) \ {—1} je
z+2In|z — 1] € (—oo;In2), tedy = € (—o0; —1e“™) nebo z € ($e°*!; +00),
apro z € (I;400) je z 4+ 2In|z — 1| € (—o0;+00), tedy z € (—00;0)

nebo z € (0;400). Po tpravé vztahu mame z + 21ln|zz — x| = ¢ + In|z|.
Dosadime-li z = £, dostaneme po drobné tpravé zavéreény implicitni vztah
y+2xln|y — z| = xzln|z| + cx, ktery urcuje FeSeni pro = € (—o0;0), pro

z € (—oo;—zet), pro x € (0;+00) a pro z € (7€' +00). Dale mame

feSeni y(x) = x pro z € (—o00;0) a pro € (0;+00). Graf feSeni defino-
vaného na intervalu (—oo;0) lezi ve t¥etim kvadrantu, nebot v tomto pripadé
z € (1;400), a tedy —oco < xz < —zx. Graf feSeni definovaného na intervalu
(0;+00) lezi v prvnim kvadrantu, nebot v tomto pfipadé z € (1;+00), a
tedy —z < xz < +oo. Graf feenf definovaného na intervalu (—oo; —3e“tt)
lezi ve druhém kvadrantu a ve tretim kvadrantu, nebot v tomto pripadé
z € (—o0;1), a tedy = < xz < +o0. Graf feseni definovaného na intervalu

(iecﬂ; +00) lezi v prvnim kvadrantu a ve ¢tvrtém kvadrantu, nebot v tomto

piipadé z € (—o0;1), a tedy —oc0 < 2z < . Resen{ definované na intervalu
(—00;0), resp. na intervalu (0; +00) nelze v bodé x = 0 navazat, nebot ze vz-
tahu z+21In |z—1| = ¢—In|z| pro z — 0 dostavame z+21In|z—1| — +o0, od-
kud miizeme usoudit, ze z — 400, a ze vztahu z+2In |y—x| = In |z|+c mame
2In|y—z| = In|z|4+c—z, tedy pro x — 0 dostavame ili% y(x) = 0. Potom ale
y'(0) = Eﬂ%w — lim %2 — Jim z(z) = +o00. Pro fefenf definovana na

x—0 % xz—0

intervalu (—oo; —3e“™), resp. (et +00) miZzeme ze vztahu z+21n |z—1| =

¢ — Inl|z| s védomosti z € (—oo;1) usoudit, ze lin%z(x) = —1, coz je ale
€Tr—
vyloucend hodnota. Tedy maximéalni feseni jsou feSeni urcena implicitnim
1 _c+1

vztahem definované na intervalech (—o0;0), (—oo; —1e“™), (fe°t!; +00) a

40



(0;+00), a TeSeni y(x) = z, x € (—00;0) nebo x € (0;400), které nejde v
bodé x = 0 napojit, nebot mame prodminku x + y # 0.

60) Resime pro z € R a y € R. Substituci y = xz, y = z + x2’ pievedeme

zadanou rovnici po tpravach na tvar x?zz' = —z(z+1)?. Déle fesime pro = #

0. Stacionarni feseni z = —1 na R. Pro z # —1 dostavame po dalsich upravéich
o1 1 _ 1 ; i1 = ¢ —

rovnici z <z+1 (zH)Q) = —,. Po integraci 5 + In|z + 1| = ¢ — In|z],

¢ €R. Pro z € (—o0; —1) je 7 +In|z 4 1] € (—o0; +00), tedy = € (—00;0)
nebo = € (0;4+00), a pro z € (—1;400) je ﬁ +In|z + 1] € [1;+00), tedy
r € (—e“ 1 0) nebo z € (0;e71). Pouzijeme-li zpétnou substituci y = zz,
obdrzime zavérecny implicitni vztah - + In|z + y| = ¢, ¢ € R, ktery
uréuje feSeni pro z € (—o00;0), pro x € (0;+00), pro z € (—e“10) a
pro z € (0;e¢71). Dale mame Fefeni y(zr) = —z pro z € (—00;0) a pro
x € (0;+00). Graf feSeni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve druhém
kvadrantu, nebot v tomto piipadé z € (—oo;—1), a tedy —z < zz < +o0.
Graf FeSeni definovaného na intervalu (0;+o0) lezi ve ¢tvrtém kvadrantu,
nebot v tomto pfipadé mame z € (—oo;—1), a tedy —00 < xz < —=.
Graf feSeni definovaného na intervalu (—e®';0) lezi ve druhém kvadrantu
a ve tfetim kvadrantu, nebot v tomto pfipadé z € (—1;+00), tedy —oo <
rz < —x. Graf feSeni definovaného na intervalu (0;e°~!) lez{ v prvnim kvad-
rantu a ve ¢tvrtém kvadrantu, nebot v tomto piipadé z € (—1;400), tedy
—x < xz < 400. Mame dva typy TeSeni:

1) Libovolné feSeni ze druhého kvadrantu (které je klesajici), tj. feSeni y(z) =
—x pro z € (—00;0) nebo implicitné uréené Feseni na intervalu (—e®';0)
mizeme spojit s libovolnym fesenim ze ¢tvrtého kvadrantu, tj. s TfeSenim

y(x) = —x pro € (0;+00) nebo s implicitné uréenym fesenim na inter-

valu (0;e“™!), pricemZ konstanta ¢ pro x < 0 se mize lisit od konstanty c

pro z > 0. Ze vztahu —5 + In[z + 1| = ¢ — In|z| usoudime pro = — 0,

Zze z — —1+, a ze vztahu ﬁ + In|z + y| = ¢ mizeme pro x — 0 usou-

dit, ze 91312% y(xz) = 0. Dodefinujeme-li y(0) = 0, potom (bereme-li piislusné

jednostranné derivace) y'(0) = lim% = lim@ = lim z(x) = —1,
z—0 z—0 z—0

coz souhlasi s tim, Ze spojujeme feSeni z druhého kvadrantu s feSenim ze
¢tvrtého kvadrantu. Dostavame tak maximéalni feSeni definované na inter-
valu (—oo;ec™1), (—e 1 +o00) a (—e ™t e h).

2) ReSeni z prvniho kvadrantu definované na intervalu (0;e71) mizeme
spojit s feSenim z druhého kvadrantu definovanym na intervalu (—oo;0),
pokud je v obou pripadech ur¢eno stejnou hodnotou konstanty c. Ze vz-

tahu Z—Jlrl +In|z + 1| = ¢ — In|z| nyni usoudime pro x — 0, Ze |z| — o0,
1 _ A ooy L
a ze vztahu 5 + In|z + y| = ¢ poté mizeme pro z — 0 usoudit, Ze
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lirr(l) y(r) = e Dodefinujeme-li y(0) = e°, potom (bereme-li prislusné jed-

nostranné derivace) mame y'(0) = glﬁl_)ﬂé% = 2¢ = -2, coz souhlasf
s tim, Ze spojujeme klesajici FeSeni. Analogicky lze zduvodnit, Ze feSeni
ze t¥ettho kvadrantu definované na intervalu (—e®1;0) miZeme spojit s
fesenim ze Ctvrtého kvadrantu definovaného na intervalu (0;4o00), pokud
je v obou pfipadech urceno stejnou hodnotou konstanty c. Dodefinujeme
y(0) = —e°, a podle predchoziho postupu nam vyjde 3'(0) = 2, coz souh-
lasi s tim, Ze spojujeme rostouci feSeni. Dostavame tak maximalni feSeni
definované na intervalu (—oo;e ') a (—e“';+00). Pro tato feSeni plati:

lim y(z) =0, nebot ze vztahu 5 +1Infz + 1| = ¢ —In|z| pro x — Fe!
x—tec—! #

plyne ﬁ + In|z + 1| — 1, coZ je pro z € (—1;400) mozné, jen pokud

z — 0, a odtud lim 1y(:p) = lim 11‘2(1}) — 0. Potom ale |y/(:|:6071)| _
r—te™ r—tec—
: z+2y(z) | . s _
| lm S =1, I (e~ 2 = oo

61) Resfme pro z € R a y € R. Substituci y = zz, ¢ = z + 2’ prevedeme
zadanou rovnici po tpravach na tvar z*(1 + 23)2’ = —x32%. Dale Fesime pro
x # 0. Stacionarni feSeni z = 0 na R. Pro z # 0 dostavame po dalsich
tpravéch rovnici 2’ (2 + %) = —21. Po integraci In|z| — 55 = ¢ — In|z],
¢ € R. Pro z € (—00;0) je In|z| — 515 € [3;400), tedy z € (—e°73;0) nebo
z € (0;e73), apro z € (0;400) je In 2| — 555 € R, tedy 2 € (—00;0) nebo z €

(0; +00). Po tpravé vztahu mame In |zz| — :’,(L

w7 = C Pouzijeme-li zpétnou

substituci y = zz, dostaneme zavéreény implicitni vztah In |y| — % =c,cE
R, ktery urc¢uje feseni pro x € (—o0;0), pro x € (0; +00), pro z € (—60_%;0)
a pro z € (0;e°3). Déle mame stacionarni Fesenf y(z) = 0 pro z € (—oc; 0)
a pro x € (0;400). Graf feSeni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve
tretim kvadrantu, nebot v tomto piipadé je z > 0, tedy i y < 0. Graf reSeni
definovaného na intervalu (0; 4+00) lezi v prvnim kvadrantu, nebot v tomto
piipadeé je z > 0, tedy i y > 0. Naopak grafy feSeni definovanych na intervalu
(—ec’%; 0) (resp. (0; ec’%)) lezi ve druhém (resp. ¢tvrtém) kvadrantu, nebot
v tomto piipadé je z < 0, a tedy y > 0 (resp. y < 0). Mame dva typy FeSeni:
1) Libovolné fesent definované na intervalu (—e 3; 0) (majfci graf ve druhém
kvadrantu), pro které rlg(r]l y(x) = 0 (tj. které je klesajici), nebo stacionarni

feSeni y(z) = 0 pro = € (—o0;0) muzeme v bodé z = 0 spojit s libovolnym

Fesenim definovanym na intervalu (0;e“3) (majicim graf ve étvrtém kvad-

rantu), pro které liI[I)l y(x) = 0 (tj. které je klesajici), nebo se stacionarnim
z—0+

fesenim y(z) = 0 pro € (0;+00), pticemz dodefinujeme y(0) = 0. (Li-
bovolnosti feSeni mame na mysli, Ze pro * < 0 muze byt FeSeni urc¢enou
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konstantou c;, pro x > 0 miize byt uréeno konstantou co, pficemz muze byt
c1 # co.) To lze, nebot v takovém piipadé plati (bereme piislusné jednos-

tranné derivace) /(0) = lim Y840 — 1ipy 82 — Jipy 2(2) = 0, protoze ze
z—0 20 z—0 % z—0
vztahu In|z| — 55 = ¢ — In|z| pro @ — 0 plyne, Ze In|z| — 555 — o0,
a protoze navic vime, Ze z < 0, musi nutné liné z(x) = 0— (ve smyslu,
T—

ze se z(x) blizi k nule ze zapornych hodnot, coz souhlasi s tim, Ze spo-

jujeme teSeni z druhého kvadrantu se FeSenim ze ¢tvrtého kvadrantu), a

protoze potom ze vztahu Inly| — 55 = ¢ plyne, Ze plati-li hH(l) z(z) = 0—,

Tr—
potom nutné lir% y(z) = 0. Dostavame tak maximalni fesSeni definovana na
T—

intervalech (—oo; e 3), (—e 3;400), (—00;4+00) (pouzijeme-li stacionsrn

%;ec’%).

2) Regent definované na intervalu (—e®"3;0) (majici graf ve druhém kvad-

rantu), pro které lirgl y(r) = e° (tj. které je rostouci), miuzeme v bodé
r—0—

feseni) a (—e®”

x = 0 spojit feSenim definovanym na intervalu (0;4o00) (majicim graf v
prvnim kvadrantu a které je rostouci), pokud je konstanta ¢ pro x < 0 stejna
jako pro x > 0. To lze, nebot: a) pro feSeni z druhého kvadrantu ze vztahu
In|z| — 555 = ¢ — In|z| pro  — 0— dostavéme In|z| — 35 — +00 a odtud s
védomosti z < 0 z(x) — —o0, coz implikuje pii pouziti vztahu In |y|— 3% =c,
ze xli%lf ly(x)| = e°, a tedy i lim y(z) = €° (jsme ve druhém kvadrantu, kde

y > 0); b) pro feseni z prvmho kvadrantu ze vztahu In |z| — 555 = ¢—In |z pro
& — 0+ dostavame In |z|— 3z — o0 a odtud S vedomostl z > 0 z(x) — 400,
coz implikuje pfi pouziti vztahu In|y| — 555 = ¢, Ze hm ly(x)| = e°, a tedy

i 111%1 y(x) = €° (jsme v prvnim kvadrantu kde y > O), c¢) bereme-li piis-

« g / : / _ — _0 _
lusené jednostranné derivace, pak y'(0) = hin 13 +y = 53¢ = 0. Dostaneme

tak maximéalni feseni definované na intervalu (—e®" 3;+oo). Analogicky lze

zdtivodnit, Ze Reseni definované na intervalu (—oo;0) (majici graf ve tfetim

kvadrantu), pro které liI(I)l y(x) = —e° (tj. které je rostouci), muzeme v
z—0—

bodé x = 0 spojit s FeSenim definovanym na intervalu (0; ec_%) (majicim graf
ve ¢tvrtém kvadrantu a které je rostouci) (opét pro stejnou konstantu c).
Zména oproti pfedchozimu zdivodnéni bude jediné takova, ze z poznatku

lim |y(z)| = e usoudime lim y(z) = —e°, protoze y < 0. Dostaneme tak
z—0F z—0F

maximalni feSeni definované na intervalu (—oo; ec_%).
Poznamka: Body = = +ec3 odpovidaji hodnotam y = :Fec_% které lezi v
mnoziné x® 4+ y* = 0, kde si rovnice vynucuje |y/(z)| = +o0.

62) Resime na mnoziné {(z,y) € R%z + 2y # 0}. Substituci y =

z # —%, Yy = z+x2' prevedeme zadanou rovnici po upravach na tvar x(zfjl +
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Zzlﬂ)z’ = —2. Rovnici Fesime pro z # 0. Po integraci In(z? + 1) — arctg z =

c—2In|z|, c € R. Pro 2 — 0 se prava strana blizi k +00, tedy na levé strané
z — +00. Po tpravé a zpétném dosazeni y = xz dostaneme implicitni vztah

In(z? + y?) + arctg ¥ = ¢, ktery urcuje feSeni pro & € (—o0; —24/ ¢ L pe—arctg 5 )’

prox € (—2\/%66’“‘3@%;0), prox € (0;24/ 2 T8 3 ) o pro . € (2\/%6‘3’“%%;—1—00).

™

Pro z — 0 mame arctg £ — Z a tedy y — +e2~1 € R\ {0}. Tedy z rovnice
_y=2
v = ey

konstanty c. Vyloucené hodnoty = # £24/ze L ge—arctg 3 odpovidaji hodnotam

y# Tz arcte 3 ez lezf na vyloudené pifmee z + 2y = 0.

63) Resfme pro z # 0. Substituci y = zz, ¥/ = 2z + 22’ pievedeme zadanou
rovnici po Upravach na tvar zz' = 1 + z. Stacionérni Teseni z = —1 pro
z € R\ {0}. Pro z # —1 mame % = —. Po integraci In |z 4+ 1| = ln]a:| +c,
c € R. Poapravée z =cxr—1,ceR. Protoze y = xz, dostavame y = ca? — z.

Z4vér:

— l. Regen{ 1ze tedy navéazat v bodé x = 0 pro stejnou hodnotu

y(x) = cx® =z, v € (—00;0) nebo x € (0;+00), c € R

64) Resime na mnoziné {(z,y) € R%z # 0 & Y > 0}. Substituci y = 2z
(z > 0), ¥ = z + a2’ pfevedeme zadanou rovnici po tpravach na tvar zz’ =
z(cos(Inz) — 1). Stacionérm’ feseni z = €™ k € Z. Pro z € (e27; e2h+1m)

. 2/ Inz dz _
méme s = ;. Pointegraci cotg %= = In |z|4+c,c e R([ Teoles) D) =
i Cosd;‘_l, u = Inz). Po tpravé In % = k7r + arccotg(c + In |z|). Odtud z =

exp(2km + 2 arccotg(c + In|z|)), tedy y = x exp(2km + 2arccotg(c + In|z|)),
x € (—00;0) nebo z € (0;+00), c € R, k € Z.

65) Resime na mnoziné {(z,y) € R%xz # 0 & z -y > 0}. Substituci

y =xz (z > 0), ¥y = z+ x2’ pfevedeme zadanou rovnici po tpravach na
tvar |x|z’ = /z, neboli ZT;J = 2% Po integraci 2/z = sgn(z)In|z| + c,

2
c € R, pro sgn(z)In|z|4+c¢> 0 < |z[*"* > e ¢ Odtud z = (%) =
(sgn(z)(3 In|z| + gsgn(x)))z, a tedy y = z(In/|z[ + £)?, ¢ € R. Zaveér:

2
y(r) == (ln |z| + g) , € (—e %0) nebo z € (7% +00), ceR

66) Resime na mnoziné {(x,y) € R% |z| > |y|}. Substituci y = zz (|2| <
1), v = z + x2’ pfevedeme zadanou rovnici po tpravach na tvar |z|z’ =
V1 — 22, Stacionarni feeni z = +1 pro x € R. Déle fesime pro z € (—1;1).

2 sgn

Mame —Z= = ®=. Po integraci arcsinz = sgn(z)In[z| + ¢, ¢ € R, pro

sgn(z)In|z|+c € (—3;3) < |z*"* € (e7"2;e"2). Po tpravé z = sin(c+
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sgn(z) In|z|), tedy y = zsin(c 4 sgn(z) In|z|). ReSeni lze napojit v bodech
r = fexp(—c— 7). Zavér:

o v € (~o0; %)
ceRU {—oo}
—2 r € (~ooieF)
y(x) = l’Sin(C—Fh’lz)’ T € [efcfg;e,ﬁg)
a:, x € [ete; 400)
ceRU {—{—oo}
' 1 aytbrtc
Rovnice typu y' = cuthate
Rovnice typu
,ay+ br + ¢

Y Cdytex+ f

lze prevést na homogenni rovnice substituci X :=x+ A, Y(X) :=y(z) + B
pro vhodna ¢isla A a B, jak ukazuje nésledujici ptiklad.

Priklad 6. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice

, 2r—y+1
Y r—2y+1

Resend. Substituci Y(X) = y(z) + B, X = z + A ziskavame

o 2w—y(a) 4+l 2X—24-Y(X)+B+1 2X —Y(X)
V) =y ) = 51 XA (V12851 X (X))

kde posledni nerovnost plati, pokud —2A+ B+1=0a —-A+2B+1 =0,
tj. A=1/3, B=—1/3.

Rovnice
,  2X-Y
X -2y
uz je homogenni, fesime ji tedy substituci ¥ = X - Z, tj. pfevedenim na
Z?—Z+1 1
7' =2 —.
1-27 X
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Pro X € (—00,0), resp. (0,4+00) a Z € (—00,1/2), resp. (1/2,+00) integraci
dostaneme
n(Z>-Z+1)=-2In|X|+C.

Funkce na levé strané zobrazuje kazdy z intervala (—oo,1/2), (1/2,400) na
interval (In(3/4), +00), tj.
—2In|X|+ C > In(3/4).

Odtud o
In(|X]e=?) =1n|X]| — 5 < In(3/4)~Y2 = In(2/V/3)

2¢C/2 2¢¢/2
Xec(0,Z—), resp. Xe(-0).
( \/5) P ( NG >

Ze vztahu mezi X a Z dostavame
72— Z+1—-e“X"2=0,

tj.
1
7= 51+ V4eCX2 - 3).

Dosazenim do substituce mame

1 1
Y(X)zi(XiX 4eCX—2—3):§(Xi 4e¢ — 3X72)
a vidime, ze toto TeSeni 1ze dodefinovat v 0 a v bodé 0 bude rovnéz vyhovovat

rovnici. Dale tedy

y(x) = (a: + 14 \/4eC — 3(z + 1/3)2>

1
2

na intervalu

V3 3 V33
Tento interval je maximalni, protoze v jeho krajnich bodech je y = 1/2(x+1)

a prava strana rovnice neni definovana. Nalezli jsme vSechna FeSeni, protoze
kazdym bodem roviny kromé bodi x + 1 — 2y = 0 prochézi néjaké feSeni:

1\? 1\2
)

a protoZe vyraz na pravé strané je kladny (nulovy je jen v pripadé o = —1/3,
yo = 1/3, coz ovSem lezi na vyloucené piimce), existuje C' spliujici tuto
rovnici.
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- x+1-2y=0

Ulohy

67y = Sy
68. y = 2L
69. ' = 42;:2343/129
70. ¢ = %
71y = 42yy:2gfp++16
72,y = if—zié
Reseni
67) Resime na mnoziné {(z,y) € R?; 2z —y+4 # 0}. Substituci z = X —1

ay = Y +2 prevedeme zadanou rovnici na homogenni rovnici Y’ = g( § pro

Y # 2X. PouZijeme substituci Y = X - z (2 # 2). Po upravé piejde rovnice
do tvaru (2 — 2) Xz = 2% — 1, kterd ma stacionarni fefeni z = +1. Pro
1 3
X #0az¢{—1;1} mame 2’ < il z—T—l :}.Pointegraciadrobné

) In(X?) +2¢, ¢ € R. Pro 2z € (—o0;—1)
1

z—1
(2+1)3

upravé dostaneme In (
apro z € (—1;1) je In (‘(;“)3’) € (—o0;+00), tedy X € (—o0;0) nebo
X € (0 +oo), pro z € (1;400) \ {2} je 1n< ) € (—o0; —In27), tedy

z+1)
X € (—5¢72%50) nebo X € (0; 5-¢7%). Oznacime-li ¢** = k > 0, dostaneme
z Xz—X
vztah k = (Zﬂl) 5= |(‘X —~ |3| Protoze Xz =Y, mame |Y — X| = k|Y +

47



X|3. Po zpétné substituci X = x +1 a Y = y — 2 dostaneme zévéretny
implicitni vztah |x —y+3| = klz+y— 1|3, k € [0; +0o0], kde pro pripad k = 0
jey=x+3(z=1)apropiipad k = +o0 jey = 1—x (2 = —1). Tento vztah
urcuje feSeni pro z € (—oo; —1), pro x € (—1;+00), pro x € (-1 — ﬁ;O)
apro z € (0;—1+ 55). Ze vztahu |z — y + 3| = klz + y — 1]* mizeme
pro © — —1 usoudit, Ze y — 2 nebo (pro k > 0) y — 2 + ﬁ Prvni
moznost odporuje podmince 2x — y + 4 # 0. Podivame-li se ale na druhou

moznost, pak mame y'(—1) = xlirill ;g(_a’;(_;):i = f;f;ﬁ/%i = —2, takZe
feseni definované na intervalu (—oo; —1), jehoz graf lezi ve druhém kvadrantu,
lze v bodé x = —1 napojit s feSenim definovanym na intervalu (—1;—1 +
ﬁ), a stejné tak feSeni definované na intervalu (—1 — ﬁ; —1) lze v bodé
x = —1 napojit s feSenim definovanym na intervalu (—1; +00), jehoz graf je

prevazné ve ¢tvrtém kvadrantu. Ziskdme tak maximélni feSeni definovana na
iritervalech (—o0;—1 +1 57), (—1 — 253 +00), (—o0; —1), (—=1;400), (=1 —
g —1) a (=1, =14 5).

68) Resime na mnoziné {(z,y) € R%z 4+ y — 1 # 0}. Substituci z =
X 4+ 3 ay =Y — 2 pievedeme zadanou rovnici na homogenni rovnici Y’ =
% pro Y # —X. Pouzijeme substituci Y = X - z (z # —1). Po upravé
prejde rovnice do tvaru (z + 1)2X2' = —2z(1 + 2?), kterA ma stacionarni
feSeni z = 0. Pro X # 0 a z # 0 méame 2’ (% + Z%H) = —+. Po integraci
dostéavame In|z| + 2arctg |z| = —In|z| + ¢, ¢ € R. Pro z € (—00;0) \ {—1}
je In|z| + 2arctg|z| € (—oo;+00) \ {3}, tedy X € (—o0; —e“"2) nebo
X € (—e“t2;0) nebo X € (0;e3) nebo € (e“t2;+00), pro z € (0;+00)
je In|z| + 2arctg|z| € (—o0;+00), tedy X € (—o0;0) nebo X € (0;400).
Po zpétném dosazeni z = %, X =x2—-3,Y = y+ 2 a tpravé dostaneme
zavéreény implicitni vztah In|y + 2| 4 2 arctg(z—ﬁ) = ¢, ¢ € R, ktery urcuje
maximalni FeSeni na intervalech z € (—o00;3), z € (—00;3 — exp(§ + ¢)),
v € (3—exp(5+c)3), e (3;34+exp(f+c)), v (3+exp(§+c)+00),
x € (3;+00), a ddle mame stacionarni feseni y(z) = —2 pro = € (—00;3) a
pro x € (3;+00). Resenf nejdou nikde napojovat, nebot vyloucené body lez
spolu s vylou¢enymi hodnotami na primce x + y — 1 = 0, na niz neni zadané
rovnice definovana.

69) Resime na mnoziné {(z,y) € R?;4z+2y+9 # 0}. Substituci z = 2z+y
(2 # —43) a 2/ = 2+ y a Gpravou prevedeme zadanou rovnici na rovnici
(22 + 9)2" = 5z + 20, kterd ma stacionarni feSeni z = —4. Po integraci
2z+In(]z+4]) =5z +c, c € R.Pro z € (—oo; —4) \ {—41} je 2z +1In(|z+4]) €
(—00; =9 —In2), tedy z € (—o0;—% — +In(2) — £), pro z € (—4;400) je
2z +In(|z +4|) € (—o0;+00), a tedy x € (—o0; +00). Po zpétné substituci
z = y + 2z dostaneme zavérecny implicitni vztah 2y + In(|y + 2z + 4]) =
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x + ¢, ¢ € R, ktery urcuje feSeni na intervalech x € (—oo; —2 — ¢ 1n2 - %)

ax € (—o00;+00), a feseni y(r) = —2z — 4 pro z € R. Vyloucenemu bodu
T = —% — %ln2 — £ odpovida vylouc¢ena hodnota y = —1% + §1n2 + %, jez
lezi na vyloucené primce 4x + 2y = —9, tedy feSeni nelze prodlouzit. Nalezli

jsme tedy maximalni feSeni.
70) Resime na mnoziné {(z,y) € R% z+2y+1 # 0}. Substituci z = z +2y
o v . . . . 44—z
a z/ = 1+ 2y’ prevedeme zadanou rovnici na rovnici 2z’ — 1 = 13, bro 2 # —1.
Po itegraci z + %zz =b5r+c¢ c € R Odtud z = -1 £ /1 + 2¢c+ 10z. Po
zpétné substutici y = 5(z — x) dostaneme zavér:

1 2c+1
y(x):——x——j: \/1+2c—|-10:1: xe(—; +00),c € R

2 10
71) Resime na mnoziné {(x,y) € R* 4y—2x+6 # 0}. Substituci z = 2y—=x
a z' = 2y’ — 1 prevedeme zadanou rovnici na rovnici 2’ +1 = Z“ s Pro z # —3.
Po itegraci %22 +3z2=—-2x+c¢, ceR Odtud 2+ 3 = i\/9 —|— 2c —4z. Po
zp&tné substutici y = 1(z + :C) dostaneme zavér:

1 2c+9

y(x):§x——:|: \/9+2c dr,x € (—00 T),CGR

72) Resime na mnoziné {(z,y) € R% 2 —y+ 3 # 0}. Substituci z = X — 2
ay =Y + 1 prevedeme zadanou rovnici na homogenni rovnici Y/ = §+¥ pro
Y # X. Pouzijeme substituci Y = X -z (2 # 1). Po tupravé piejde rovnice do

11—z

tvaru 2'{=% = +. Po integraci dostaneme arctg(z) — 3 In(1+2?) = In(|X|)+¢,

¢ € R. Tento vztah lze splnit jen pro In(|X|) € (—o0; 2 — In(v2) — ¢). Po
zpétné substituci z = % aX =x4+2aY =y —1 dostaneme zavérecny
implicitn{ vztah arctg(¥— ) —In(y/(z+2)+ (y — 1)2) = ¢, ¢ € R. Tento vz-

exp(§—c) . exp(Z—c)
tah urcuje feSeni pro x € (—2 — p\/_ —2)aprox € (—2; -2+ p\/‘% ).

V bodé z = —2 dostavame ze vztahu arctg( ) — 3In(1 + 22) = In(|X]|) + ¢,
ze pro X — 0 je z — +o0, a tedy ze vztahu arctg(z) — In(vX?2+Y?2) = ¢
dostavame |Y| — e*32

27 ¢ tedy TeSeni urc¢ené konstantou c; definované na
intervalu (—2 — w;—% lze v bodé x = —2 spojit hodnotou y =
+e 327 = +e27 resp. y = de2 ¢ = fe 2% s Fefenim uréenym kon-
stantou ¢y definovanym na intervalu (—2; —2 4 %), pokud ¢; +7 = cq,

resp. ¢ — ™ = 9. Dostavame tak max1maln1 reSeni definované na intervalech

(_2_%\601) 2—1—%) pro ¢; = = c.

Dalsi rovnice prevoditelné na separované proménné

P#iklad 7. Reste rovnici y = sin(z 4 y).
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Resend. Substituci z = x + y dostaneme
Y=y +1=sinz+1,

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Tato rovnice ma stacionarni
feSeni z = 2km — 7 a na intervalech mezi témito nulovymi body pravé strany
miizeme rovnici vydélit sin z + 1 a zintegrovat na

CoS 2
_— = ) 8
sinz+1 T (8)

Protoze funkce na levé strané zobrazuje kazdy z intervala (2km — 7 /2, 2km +
37/2) monotonné na R, dava nam rovnost (8) implicitné definovanou funkei 2
s defini¢cnim oborem R. Tato fesSeni jsou jisté maximalni a protoze vyplni celou
rovinu, tak z véty o jednoznacnosti plyne, Ze jsou vSechna. Po odsubstituovani
méame vSechna maximalni feSeni pivodni rovnice dana implicitnim vztahem

cos(z + y)

— = eR.
sin(z +y) + 1 e w

Ulohy
73. y = cos(x + 2y)
4.y =sin(z+y+3) -1
5.y = /(x+y)?+1
76. y — sinx = cos(y + cos x)
Reseni
73) Resime pro z € R a y € R. Pouzijeme substituci z = = + 2y, 2/ =

1 4 2y'. Dostavame tak rovnici 2’ = 1 + 2 cos z. Stacionarni feSeni z = %’r +
2km, k € Z az =" +2kr, k€ Z Proze (¥ +2km ¥ + 2knm) fesime

rovnici

Sk

1+2Z(/70sz = 1, po integraci % argtgh th =x+c¢ c € R Odtud z =

2arctg<\/_tgh< (x+c))>—|—2k7r xER CGR k €Z. Proze (¥+

2km; 2 4 2(k 4 1)) FeSime rovnici = 1, po integraci j—F( z)=z+c,

1+2cosz
cE ]R kde
argcotgﬁ, z€ (Zm)U(m i)
F(z) = V3 3 3
0, ze{r}
Odtud z = 2 arctg ( 3 cotgh ( 5 )) +2(k+1)m pro z + ¢ € (—00;0),

z(—c) = 7w+ 2km, z = 2arctg < 3cotgh< (x+c))>+2k7rprox+c€
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(0; +00). Po zpétné substituci y = 5% dostavame zaver:

y(x) = arctg (\/gtgh (?(1’ + c))) + km — g, reR

2

y(x) = g+k7r—|-g, z € {—c}

arctg (x/gcotgh (%g(x + c))) + km — g, x € (—¢;+00)

arctg (x/gcotgh (?(fv + c))) + 7+ k- f, x € (—o0; —¢)

y(a:):E%—k‘ﬂ—{,xER

3 2
2m x
_ _ T ieRr
y(x) 3 + km 5 €

ceR, keZ

74) Resime pro x € R a y € R. PouzZijeme substituci z = x +y + 3, 2’ =
14y'. Dostavame tak rovnici 2z’ = sin z. Stacionarni feSeni z = km, k € Z. Pro
z € (km; 7+ km) FeSime rovnici Si’iz = 1. Po integraci — argtgh(cos z) = x +¢,
c € R. Po upravé z = kr+arccos (tgh(—z — ¢)), z € R. Po zpétném dosazeni

y =z —x — 3 dostavame zavér:

y(x) = arccos (tgh(—z —¢)) + kr —z -3,z € R

ylx)=kr—az -3,z €R
ceR, ke
75) Resfme proz € R a y € R. Pouzijeme substituci z =z +y, 2/ = 1+

- . « .. o - . . .
Dostavame tak po tpravé rovnici T T 1. Po integraci F(z) = = + ¢,

kde
1 1+ 22
S E +argsinhz, ze€ R\ {0}
z z

0, z € {0}

F(z) =

Protoze F(R) =R, je c € R a x € R. Po pfenasobeni rovnice z a po zpétném
dosazeni z = = + y dostavame zavéreény vztah (x + y)argsinh(zx + y) —
1+ (z+y)?—(z+c)(z+y)+1 =0, ktery urCuje feSeni prox € Rac € R.
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76) Resime pro x € R a y € R. Pouzijeme substituci z = y + cosz,
7' = y'—sin z. Dostavame tak rovnici ' = cos z. Stacionarni feseni z = +k,
k € Z, prox € R. Pro z € (=5 + km; 5 + k) feSime rovnici CSS/Z =1. Po
integraci argtgh(sinz) = z + ¢, ¢ € R. Odtud z = arcsin (tgh(z + ¢)) + k.
Po zpétném dosazeni do vztahu y = z — cos x dostdvame zaveér:

y(z) = arcsin (tgh(x + ¢)) — cosx + kr,x € R

y(x):g—cosx—i-kw,a:ER
ceR, keZ
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